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SUR  UNE  MÉTHODE 

pr€pa§ée  par  jimpêre^  pour  extraire  let  racmee  des  fracHom. 
—  Décany^oeUion  de$  firaeHam  en  faclmrt.  ^  Application 
à  la  théorie  de  la  gamme. 


9AM  A.  #•-■•  VUVOBWT  « 
ptofMieiir  au  Collège  rayai  de  Seint-Looii. 


L'intéressante  pnblfcation  faite  dernièrement,  dans  ce 
journal,  de  rcBOTre  posthume  d'Ampère ,  m'a  remis  en  mé- 
moire une  de  ces  conversations  toujours  si  instructives  de 
riUustre  géomètre ,  dans  laquelle  il  m'eiposail  une  méthode 
approximative  pour  l'eitractioii  des  radnes  des  Tractions 
numériques.  On  sera  sans  doute  bien  aise  de  la  trouver  id. 

SI 

a 
Soit  r  one  fraction  numérique  dont  on  veut  extraire  la 

racine  n« ,  a  pouvant  indifféremment  élre  >  ou  <  ^  ;  mul- 
tiplions ses  deux  termes  par  n  ;  et ,  après  avoir  formé  la 
progression 

ARR.  ei  UAimàu.  V  1 


—  6  — 

-^ na •  /ïfl  +  (ft  —  a)  •  ntf  +  2(i  —  a)  •  na -{- Z{b  —  a)  •  ^ 

•nb  —  {b  —  a)mnb , 

considérons  les  n  fractions  que  Ton  obtient  en  divisant  cba- 
can  des  termes  de  cette  progression  par  le  suivant,  c'est-à- 
dire 

na  na-Hb — a)      na^%b — a)  nb — (b^a) 


na+iff—aY  mi+2(6— a)'  iia+3(^— a)'  nb         ' 

le  produit  de  toutes  ces  fractions  sera  égal  à  la  proposée. 

Maintenant ,  la  ()ifléreQce  des  fractions  consécutives  étant 
ordinairement  peu  considérable  D  ,  on  peut  la  négliger ,  du 
moins  pour  une  première  approiimation  :  et  alors  le  produit 
des  n  fractions  sera  la  n^  puissance  de  la  fraction  moyenne , 
en  entendant  par  là  celle  du  milieu  quand  n  est  impair,  c'eist- 
à-dire  la  fraction 

/itf+^(/i  — 1)(6  — a) 

ou  plus  généralement  et  dans  tous  les  cas ,  la  fraction  que 
Ton  obtient  en  ajoutant  terme  à  terme  les  deux  fractions 
extrêmes.  On  aura  donc  ainsi  l'égalité  approximative 

.  a_  ((n-^\)a-\'(n^l)bY 
b^  ((ft_1)a  +  («-f-l)^)  ' 

ce  qui  donne  une  valeur  approchée  de  la  racine  n*  de  -. 

Au  reste ,  si  Ton  veut  se  faire  une  idée  précise  du  degré 
d'approximation  ainsi  obtenu ,  il  n'y  a  qu'à  développer  l'ex- 
pression précédente  après  l'avoir  préalablement  mise  soos  la 
forme  : 


(*)  Sa  valeor  est  égale  aa  earré  de  la  différence  des  nombrea  a  et  6,  divisé 
par  te  produit  des  dénominateors  des  fractions  que  l'on  considère. 


—  T  — 


i'+y^)' 


Q+i-T^) 


pâh  comparer  le  défdoppement  à  la  fraction  proposée 

V   tâs     iM 

ao  lieu  de.  .  .    1^0079361 


Errear.    .   .  .    0,0000004 

n  est  clair  qae  Ton  pourrait ,  eo  renversant  la  question , 
obtenir  d'apréb  le  même  principe ,  et  par  une  opération  fort 

simple,  la  puissance  (2n-|-l)*  d'une  f^actioo  r;  éaron  aàp- 
prozimativement  : 

;~a^         Ba—Sb    Sa—b     a        b 


b 2a—*  '      a     '  b  '2b—a' 

* 

9b— a         nb—{n — l)a. {n+i)a — nb 

On  tnuterail  facilement  lA  modificatioii  convenable  au  cas 
#«ae  tMrissanoe  de  degré  pair. 

Lb  kfeteur  cempreud  du  reste  que  la  raétiiode  sera  d'au- 
tant pins  avantageuse  que  le  nombre  n  sera  plus  grand ,  et 
que  la  diiérenee  dernômiireé  a  et  i  ssraplus  petite  en  com- 
paralsoD  de  leuri  valeurs  absolues  (*). 


'  I)  Vojei,  dans  los  Ifoti  Cowtmênt.  Petrop.,  poar  1T69 ,  tome  XIV,  jr«  part., 
p.  iSt,  on  mémoire  d'Enter  :  DemvenUone  qiêoieumque  mêdiarum  prop&rtio- 
ctfrd  rmiiaim  $9imeti(m»m. 


—  8  — 

SU 

Tajoaterai  à  ce  qui  précède ,  qae  les  anciens  mathémati- 
ciens grecs ,  particalièremenjt  les  mathématiciens  de  l'école 
de  Ptolémée ,  employaient  ane  méthode  toat  à  fait  analogae 
à  celle  qaî  vient  d'être  exposée ,  pomr  décomposer  les  nom- 
bres qu'ils  nommaient  snperparliels  (èirip^ioi,  en  latin  super- 

parUcularen) ,  c'est-à-dire  les  nombres  de  la  forme  -^ ,  en 

d'antres  fractions  de  la  même  forme.  (Cf.  Wallis.  Op.,  t.  III , 
pamrn,) 

Il  est  bon  de  dire  d'abord  pourquoi  ces  théoriciens  s'atta- 
chaient avec  tant  de  soin  à  ne  composer  leurs  gamme$  ou 
Àarmanîes  que  d'intervalles  de  cette  nature  :  c'est  à  cause  de 
la  facilité  qu'ils  trouvaient ,  ne  connaissant  pas  les  loga-^ 
rithmes ,  à  partager  les  cordes  de  manière  à  leur  faire  pro- 
duire ces  sortes  d'intervalles  ;  car  une  corde  vibrante  étant 
partagée  enT  a  parties  égales ,  il  suflBsait  d'augmenter  la  lon- 
gueur totale  de  une  des  a  parties  égales ,  pour  obtenir  on 
second  son  qui  fût ,  à  celui  que  rendait  la  première  longueur, 
dans  ce  même  rapport  acoustique  de  a  à  a  -f- 1 .  U  fallait  que 
l'oreille  s'en  acconmiodàt  \  et  l'expérience  prodve  qu'en  effet 
elle  s'en  accommode  très-bien ,  pourvu  d*abord  que  ces  sons 
soient  rendus  sans  accompagnement  ou  du  moiqs  ne  portent 
pas  d'harmofiie ,  et  pourvu  ensuite  qu'il  y  en  ait  toujours  i 
par  cba^e  intervalle  de  quarte ,  les  extrêmes  compris. 

Ainsi,  soit  à  décomposer  l'intervalle  de  quarU^  dont  la  va- 

4 

leur  acoustique  est  ^,  en  trois  intervalles  à  peu  près  égaux, 

4 

ce  qui  revient  à  extraire  la  racine  cubique  de  -.  On  avaii 

ainsi,  conformément  à  la  méthode  exposée  d'après  Ampère  : 

4_J[2      11      10 
3"~11^10^T' 


—  9  — 

et  les  quatre  sods  cherchés ,  qoi  produisaient  alors  le  genre 
nommé  diatonique  égal ,  étaient  rendus  par  les  cordes  dont 
les  longueurs ,  en  progression  par  dillérenee  (tout  étant  sem- 
blable d'ailleurs),  étaient  représentées  par  les  nombres  res- 
pectifs 9,  10,11,12. 

Pour  les  autres  genres ,  on  commençait  par  prélever  sur 
la  quarte  un  premier  intervalle  (aigu)  rejn^ésenté  par  la  for- 

.    «4-1 
mule  — ' — ,  en  faisant 

a 

a:»4poiirlegeare«NAaniwHN9N;. 
a  ss  S  pour  le  ehrofnaUque  mou , 
a  =  6  pour  le  êhromaiique  dur, 
a  =  7  pour  le  diaioniquemoUt 
a  ss  8  pour  le  diatonique  moyen , 
et  enfin  a  =  9  pour  le  diatonique  dur. 

Divisant  alors  la  fraction  -  par  chacune  des  valeurs  de  la 

tf  +  i 
fraction  ,  on  obtenait, 

a 

16 
dans  le  cas  de  «  =i  (9.  enharmonique)  :  quotients  r? 


a =5  {chromatique  mou) 
â  s=r  6  (chromatique  dur) 


10 

9 

8 

7 


7 
â=7  [diatoni^  mou)  :  -^ 


a  =  8  {diatonique  moyen)  : 
«=9  (diatonique  dur)  : 


32 
«7 
6 
5 


Gela  fait,  il  restait  à  décomposer  ce  quotient  en  9  fractions 


-  10  — 

de  la  forme  sasdite.  Soit  par  exemple  la  fraction  * ,  oorrea- 

pondant  an  iHatoniqae  dur  (qcA  n'est  antre  qae  le  dtatoolqne 
des  modernea)  :  si  Fon  mnltipiie  ses  dedx  termea  par  3,  cri  a 

18_18       i6_9       16 
i5'"l6^  IS""»  ^  15* 

Les  autres  cas  se  traitent  de  la  même  manière,  en  multi- 
pliant de  même  par  3,  intercalant  dn  nombre  pair,  qui  est 
toujours  déterminé ,  et  prenant  la  moitié  des  denx  termes 
pairs  de  eelle  des  deux  fractionè  résultantes  qui  se  prête  à 
cette  transformation.  Aiiisi ,  pour  a  =  7»  on  pour  le  diaio- 
niquemou^  onar 


7 

21 

21 

20 

21 

10 

^sc 

Il  .■■ 

SES  """* 

X 

-«■ 

■  '     — ^ 

X 

6 

18 

20 

18 

20 

9  ' 

de  même  pour  «:=  i,  ce  qui  est  le  cas  dn  genre  enkarmo- 
nîfiM,  oiia  : 

16_48_48       Î5_24        46 
15  ""  45  ""  i6  ^  45  ^  23  ^  45" 

32 
Quant  à  la  fraction  --    qiri  n'a  pas  la  folme  snperpar- 

tielle ,  on  la  décompose  sans  multiplication  préalable ,  en  in- 
tercalant le  nombre  pair  28 ,  et  Ton  a  ainsi  : 

32_32        28  _  8       28 
27"~28^  27""7^27' 

On  eût  pu  également  int^caler  le  nombre  30,  d'où 

32_32       30_16       10 
27  ""30  ^  27""15  ^   9  ' 

mais  on  n'eût  fait  ainsi  que  reproduire  les  intervalles  du 
diatonique  dur  dans  un  ordre  différent. 
Si ,  aux  7  diverses  décompositions  qui  Tiennent  d'être  indi- 


-  11  - 

qnées  pour  FinleryaUe  de  quarte,  ooos  en  iqoutons  uneboi- 
tiéme ,  sayoir,   la  décomposition  en  den^  tons  mesurés  par 

-,  et  on  Hmma  (oq  reste) mesuré  par  -tt  l  parce  qae  Ton  a 

4  9       9        256\  ,  ,    . 

5  ==  i  X  -  X  ^j7^)>  www  aurons  les  8  genres  admis  par 

Ptolèniéc.  Le  dernier  qui  Tient  d'être  indiqué  est  le  dioUh- 
nique  dUonié ,  ou  le  diatonique  de  Platon  et  d'Eratosthène. 


$111. 

Le  problème  de  la  décomposition  de  la  quarte  ou  de  la 

fraction  - ,  en  trois  fractions  superpartielles  dont  Tune  est 

donnée  soivant  les  conditions  de  Ptolémée ,  est  un  problème 
indéterminé  que  Von  peut  traiter  par  les  méthodes  erdi- 
naircs ,  en  posant  d'abord 

i  .  g+i  _x  +  i  ,,r  +  l 
3         a  X  y 

el  faisant  ensuite  alternativement  : 

/ï  =  i,    g  =5,  6,  7,  8,  9: 

nous  ne  ferons  qu'indiquer  ce  problème  aux  jeunes  élèves , 
et  nous  terminerons  par  une  remarque  relative  à  la  différence 
trés-grandc  qui  existe  entre  la  musique  ancienne  et  la  mu- 
sique moderne. 

Qo  voit  figurer,  dans  les  formules  des  genres  de  Ptolémée, 
les  fractions  superpartielles 

5    6    7    8      .  ,^46 

.        4'  5'  6'  7''^"'^°^*  45' 

tandis  que  la  musique  moderne  n'admet  de  cette  forme  que 
les  nombres  : 
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-  représentant  Toctave , 


3 
2 
4 
3 
5 
4 
6 
5 


la  quinte , 
la  quarte , 
la  tierce  majeure. 


la  tierce  mineure , 


=  le  ton  majeur  > 


10 
9 

16 
15 


le  ton  mineur , 


le  demi-ton  majeur, 


25 
et  enfin        ^  le  demi-ton  mineur  f). 

7    8 
Les  intenralles  représentés  par  les  fractions  ^^  -«   et 

par  toutes  celles  où  entrent  des  nombres  premiers  supérieurs 
à  5,  sont  formellement  exclus  de  notre  musique,  tandis  que  la 
théorie  grecque  admettait  dans  le  calcul  de  ses  tétraoordes  les 
nombres  premiers  7, 1 1 ,  23  ;  et  certains  théoriciens  allaient 
même  jusqu'à  31  (**) .  Si  donc  il  était  vrai,  suivant  la  piquante 
expression  de  Leibnitz  (Haûy,  Physique^  ^  édit.,  1806, 
t.  I,  p.  348),  que  ForeUle  ne  $aU  compter  que  jusqu*d  S,  cela 
du  moins  devrait  s'entendre  uniquement  de  l'oreille  mo- 
derne, et  encore  de  Teuropéenne.  Aussi,  sous  ce  point  de  vue. 


81 

(*)  On  ne  oontidére  le  eommt  —  que  dans  la  théorie. 

(*^  Genre  enharmonique  de  Didyme.  -  (  Voyei  les  JVo<io#f  •<  extraite  tUs 
mtmmieriti  de  to  Bibiiothéqm»  ro^ah,  tome  XVI,  2«  parUe.  . 
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noire  mosîqae  ne  pretente-t-ello  qa'an  cas  très-par Ikalier 
de  k  musique  des  anciens  Grecs.  Mais  en  voilà  beaoconp 
trop  sor  ce  snjet. 


SOLUTION  DU  PROBLEME  101 

(T.  IV,  p.  ITO.) 


■  I 

ÉlAfe  «n  ipéelalM. 


Quatre  droites  dans  un  même  plan  forment  quatre  trian- 
gles; dans  chaque  triangle  existe  un  point  de  rencontre  des 
trois  hauteurs  ;  les  quatre  points  de  rencontre  sont  sur  une 
méoie  droite. 

LaiiMa  J.  Le  point  F  (^.  1 }  est  un  point  qudconque  du 
prolongement  de  BC  ;  je  mène  les  trois  hauteurs  du  triangle, 
je  marque  le  pied  G  de  celle  qui  correspond  à  la  base  BC  $ 
si  Von  prolonge  la  hauteur  CO  jusqu'à  la  rencontre  avec  la 
perpendiculaire  abaissée  du  point  F  sur  AG,  on  a  la  relation 
(N  étant  le  point  de  rencontre  de  la  perpendiculaire  TF  avec 
AG)î 

NT      BF.CG 
FT  ^  CF.  BG* 

Démomtraiùm.  Je  mène  par  le  point  C  une  parallèle  à  NT, 
ce  qui  me  donne  : 

NT  _  OT 
CK  ""ÔC' 

Mais  les  triangles  semblables  BOC  et  GFT  donnent  : 
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BO_CO 
FT""CT' 

Multipliant  ces  deax  égalités  termes  à  termes ,  nous  avons  : 

NT.BO      OT  NT_OT    CK 

FT  .  CK  ~  CT  '  PT^CTrô* 

Or  nous  avons  aussi  : 


d'où,  eompanmdo  : 


donc  enfin 


CT""CF' 
NT      BF.CG 


FT      CP.BG* 
C.  Q.  F.  D. 

LtMut  II.  Si  de  deux  points  D  et  E  (/I9.  2)  des  oOté^  d'un 
triangle,  on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  le  ttoiMèttie 
côté  y  on  a  (G  étant  le  pied  de  la  hauteur  correspoiidante  à 
ce  oMé  »  D' et  H  les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  des 
points  D  et  E)  : 

GHAE.BD.CG.FE 
D^""PD.BG.CE.AD 

Le  point  F  est  le  point  où  la  droite  qui  joint  les  deux  points 

rencontre  le  troisième  côté. 

Nous  ayons  d'abord  successivement ,  à  cause  des  perpen» 

diculaires  : 

GH_AE      BD'  ^BD 

CH"^CE'     D'G""AD' 

d'où ,  faisant  le  produit  : 

GH  Biy_  AE.BP     GH  _  AE .  BD  CH 
lyG  *  CH  ""  CE.  AD  ^"  D'G  ""  CE  .  AD  *  «D»' 
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■ 

Nouf  ayoos  aoMî ,  à  caase  des  {[lerpetidicolaires 

CH_BH        BG       AG 
GG""AG'      BWDD" 

et  y  muUiplieaHdo  : 

CH       EH    GG  EH       FE 

Biy^DD'BG'  D|y      FD' 

donc  : 

CH   _  FE.OG 

W  ""  FD.BG' 


et  par  soite 


GH  _  AE.BD.CG.FE 
lyG  "^  CE.AD.BO.FD' 


III.  Ja  Tiens  à  b  démonstration  da  théorème, 

Soit  BCDE  (fig.3)  le  quadrilatère  donn^.  Je  prends,  par 
exemple ,  les  triangles  ABC^  BDF,  EGF.  t)âns  le  premier,  le 
point  de  rencontre  est  O  ;  dans  le  second ,  il  est  O'';  datis  le 
troisiMiie,  ilast(y. 

Je  prà^Hïfe  AG  jusqu'à  la  reupontre  N  ayec  k  baateor 
F(y  do  triangle  EGF,  et  jusqu'à  la  renoontre'M  avec  la  hau- 
teur FO"  du  triangle  BDF^.  Alors  j'obtiens  un  triangle  dont 
les  Gâtés  sont  coupés  aux  points  O,  (X,  0"  ;  ce  triangle  est 
MNF.  Donc ,  si  je  prouve  qu'on  a  l'égalité  suivante  : 

MOT.  NO .  ¥0  =  F€f\  MO .  NO', 

les  trots  points  O,  O',  O"  seront  en  ligne  droite.  Or  dans  le 
triangle  F6N,  OV  éUnt  paraUèle  à  GN ,  nous  aurons  : 

FOrNWîtFHrHG; 
et,  par  la  même  raison ,  on  a  aussi  : 

MO":FO''::iyG:Fiy. 
Enfin ,  prolongeant  GO  jusqu'en  T,  nous  avons  : 
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NO  :  MO  ::  NT  :  FT. 

Et ,  maltipUant  ces  trois  pn^rtions  termes  à  termes,  toat 
revient  donc  à  prouver  qne 

FH.iyG.MT 


Fiy .  GH  .  FT 


=  1. 


FH       FE 
0F==r7  ==  p7^  9  ^  d'après  le  second  lenune  ,  j'ai  : 

D^GCE.AD.BG.FD 
GH^AE.BD.CG.FE' 

enfin ,  le  premier  lemme  me  donne  -. 

NT      BF.CG  • 
FT"~GF.B6' 

Remplagu^t  par  ^  différentes  valeurs ,  j'aurai  -. 

FH,D'G.trrFEXE.  AD.BG>FD.BF.OG    CE.  AD.BF  _ 
Fiy.GH  .FT'"FD.AE.BD.GG.FE.CF.BG""AE.BD.CF  "" 

Or,  il  suffit  évidemment  de  démontrer  qne  trois  des  points 
de  rencontre  sont  en  ligne  droite.  Donc,  etc.  G.  Q.  F.  D; 

Note.  Le  lemme  I  peut  se  démontrer  directement.  Suppo- 
sons que  FTN  soit  une  droite  quelconque  coupant  OB  en  Q  ; 
on  a  la  relation  connue  : 

GC.BF      TN.FQ 
BG .  CF  ""  TF  .  NQ  ' 

or  FTN  étant  parallèle  à  OB,  on  a  : 

NQ-^- 
IKmc,  etc.  Tm. 
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THÉORÈME  DE  TRIGONOMÉTRIE  SPHËRIQUE. 

Constrtêction  de  Veaeèt  sphérique. 


OhÊtTvmtUm.  Dans  toat  ce  qai  suit ,  il  n'est  question  que 
de  grands  cercles. 

I.  Théorème.  Une  transversale  coupant  les  trois  cùlés  d'an 
triangle  spbérique ,  y  forme  six  segments  ;  en  comptant  ces 
segments  dans  le  même  ordre ,  le  produit  des  sinus  des  seg- 
ments de  rang  pair  est  égal  au  produit  des  sinus  des  seg- 
ments de  rang  impair,  et  réciproquement,  lorsque  c.^lte  éga- 
lité subsiste,  les  trois  points  pris  sur  les  côtés  sont  sur  un 
même  grand  cercle. 

n.  TAèoréme.  Sîd'anmême  point  de  la  sphère  on  mène  un 
arc  à  chaque  sommet  d'un  triangle,  ces  trois  cercles  forment 
sar  les  côtés  des  triangles  six  segments  -,  en  les  comptant  dans 
le  même  sens,  le  produit  des  sinus  des  segments  de  rang 
pair  est  égal  au  produit  des  sinus  des  segments  de  rang  im- 
pair, et  réciproquement ,  lorsque  celte  égalité  subsiste,  les 
trois  arcs  de  grand  cercle  passent  par  le  même  point. 

OhservaiUm.  Ces  deux  théorèmes  fondamentaux,  très* 
coonos ,  se  démontrent  comme  les  théorèmes  analogues  pour 
le  triangle  rectiligne,  en  substituant  aux  segments  recti- 
lignes  les  sinus  des  segments  circulaires.  Le  premier  est  dans 
FAlmageste  de  Ptolémée. 

III.  Théorème.  Les  trois  arcs  qui  vont  des  sommets  aux 
milieux  des  côtés  respectivement  opposés  passent  par  le  même 
point. 

kmn.  BC  llATBiii.  V.  S 
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iV.  Théorème,  Les  trois  arcs  bissecteurs  des  angles  du 
triangle  passent  par  le  même  point. 

V.  Théorème.  Les  trois  hauteurs  du  triangle  passent  par 
le  même  point. 

Observation,  Les  trois  derniers  théorèmes  sont  des  corol- 
laires immédiats  du  théorème  II. 

yi.  Théorème.  Les  trois  arcs  menés  perpendiculairement 
aux  milieux  des  côtés  d'un  triangle  passent  par  le  même 
point. 

Démonstration.  Ce  point  est  le  pôle  du  cercle  circonscrit 
au  triangle. 

TU.  Théorème.  Les  trois  arcs  qui ,  partant  des  sommets 
du  triangle ,  divisent  son  aire  en  deux  parties  équivalentes , 
se  rencontrent  en  un  même  point.  (Voy.  tome  lY,  p.  587.) 

YIII.    Théorème  (Pig.b).  Si  sur  les  côtés  AB,  AC  du 

triangle  ABC,  on  prend  les  points  M  et  N,  tels  que  Fou  ait 

sin  AM       sin  AN  ^ ,  -.^   ^j.  . 

.   ^n  =    .  ^^  ;  menant  les  arcs  MC,  NB  se  coupant  au 
sin  MB       sinNG  "^ 

point  P ,  Tare  AP  coupe  le  côté  BG  en  un  point  Q ,  milieu 

de  BC,  et  les  arcs  BY,  GT,  abaissés  perpendiculairement  sur 

MN  sont  égaux  -,   prolongeant  l'arc  MN  jusqu'à  ce  qu'il 

coupe  l'arc  BG  en  R ,  on  a  QR  =  1*. 

Démonstration,  l"»  Les  trois  arcs  AQ ,  BN,  GM ,  passant 

par  le  même  point  P,  on  a  (théor.  II)  : 

sin  AM.sin  BQ.sin  NG  =  sin  BM.sin  QG.sin  AN. , 
or  sin  AM.sin  NG  =  sinMB.tin  AN.  ; 

donc  BQ  s=  QG. 
2*  MNR  étant  une  transversale ,  on  a  (théor.  I)  .- 
sin  AM.sin  BR.sin  NG  =  sinBM.sin  GR.sin  AN  ; 
d'où         sin  BR  =  sin  GR  ;  d'où  BR  -f  GR  »  2^ 
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ou  QR  +  BQ  +  QR  — QC  =  2'; 

d'oùQR  =  l'. 

3*  Les  triangles  CTR ,  BVR ,  rectangles  en  T  et  en  Y, 
donnent  : 

sin GT ssinGR.8in R  ;  sin BV»  sinBR.sin  R  ; 

or  sin  BR  =  sin  CR  ;  donc  BY  ^  CT. 

Corollaire.  Si  M  et  N  sont  les  points  milieux  respectifs  de 
AB  et  AG ,  tontes  les  propriétés  énoncées  ont  lieu. 

IX.  Théorème.  Le  cosinus  de  l'arc  qui  va  du  sommet  d'un 
angle. d'un  triangle  an  milieu  du  côté  opposé  (arc  médian), 
est  égal  à  la  somme  des  cosinus  des  cotés  de  Tangle ,  divisé 
par  le  double  des  cosinus  do  la  moitié  du  côté  opposé. 

DémoHMiration,  Soit  le  triangle  ABG  (  A?.  5)  ;  N  le  milieu 
dcÀG;  AB  =  c:  BG  =  a;  AG  =  6;  BN  =  x;  les  trian- 
gles  BCN ,  BGA  donnent  < 

1, 

COSX  —  COSaCOS::^'  , 

^  2  cosc  —  cosacos^ 

006C=  


.    1  ,  sin  £i  sm  ù 

sin  atan^b 
2 


d'où  : 


COSût  +  COSC  ^    ^    «  m 

008  j:  s  -i-j ;  C.  Q.  F.  T. 

2sin- ^ 
2 

X.  Théorème.  La  somme  des  cosinus  des  côtésd'un  triangle, 
augmentée  d'une  unité  et  divisée  par  quatre  fois  le  produit 
des  cosinus  des  demi-côtés ,  est  égale  au  cosinus  du  dcmi- 


DèmonstraHon.  Soit e l'excès; on  a e  =  2*  —  A-^B  —  G; 
faisons 

M  Œ  4 cos  -  acos-  ^ cos -  c  j 

z  ^  ^ 
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vn  a  : 

1         810  A  sîD  6  sine 

SIQ  -;  e  = 

M* C08*  -  e  =M*— sîq' ^sîq'  csitf  Â  = 

—  (l  — cos'6)(l  — ow'c)  4-  (cosa— cosfrcosc)* 
=  2(i  +  cosa)(l  +  co86)  (t+cosc)  — 1 +cos*a-f-oo6*6•|- 
-|-ooi*c— 2cos<toosAcosc=:  (1+C08tf +  COS*+  C08C)% 

.,    ,  f  1  +C08a4-CO86  +  C08C      ^   ^  T,  ^    ,„  . 

d'oa  cos  -  «  =  — ï- r^ -2- ,  C.  Q.P.D.  (Voir 

2  M 

Lcgendre,  Géamétriey  note  X.) 

XI.  Théorème.  Le  cosinas  de  l'arc  qui  joint  les  milienx 
des  deax  côtés  d'an  triangle  divisé  par  le  cosinus  de  la  moi- 
tié da  côté  opposé  est  égal  au  oosinns  du  demi-excès. 

Démomtraiùm.  Soient  M  et  N  respectivement  les  milieux 
des  côtés  AB  et  AC  ;  d'après  le  théorème  IX ,  on  a  dans  le 
triangle  ABN  : 

C0SBN  +  C05-6 

2 

cos  MN  = , 

2C0S-C 
2 

et  le  même  théorème  donne  dans  le  triangle  ABC  : 

_-^      cosa-f-cosc 
cos  BN  = *-r ; 

2eos-A 

2 
-donc 

cos  tf  +  cosc  +  2  cos' -  ^ 

co8MN  = j j = 

4COS-6  cos-c 

2  2 

—  t+cosa  +  cosft4"<x>sc 

4 cos- 6  cos -c 
2  2 
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cl  ■  =  — ■ • ' =cos  -c,  C.Q.F.D. 

eOS-a  4C0S;râC0Sr-6C0S  -  c 

3  2  2  2 

Rgmarque.  Je  ne  sache  pas  qae  celte  propoftiUoo  soit 
déjà  énoQCée. 

XII.  Théorème.  M  et  N  étant  les  milieux  des  côtés  AB  et 
AG,  R  le  point  de  rencontre  des  deux  arcs MN  et  DC  ;  si ,  à 
partir  da  point  R ,  on  porte  sur  RN,  Tare  DR  >»  MN ,  et  snr 

RC,  rarcRE  =  -BC,  on  forme  le  triangle  DER  rectangle 

en  E,  et  DE  sera  le  demi-excès  (Fig.  6). 

Démonsiraêian.  Soit  O  le  pôle  de  Tare  MN  ;  menons  les  arcs 
OYB^OTC;  les  angles  V  et  T  sont  droits,  donc  BVsCT 
(YIII) ,  OB=OC  ;  donc  Tare  bisaecteor  OSQ  passe  par  le 
miliea  S  de  YT  et  le.miliea  Q  de  BG ,  et  les  angles  Q  et  S  sont 
droits  ;  donc  R  est  le  pOle  de  Tare  QSO.  Abaissons  de  A  l'arc 
AK  perpendicolaire  snr  MN ,  les  deax  triangles  rectangles 
AMK,  CNT  ont  une  hjpoténnse  égale  et  nn  angle  égal  ; 
dooGlLN=NT,  et  poor  la  même  raison  ^  KM  =  M  Y  ;  ainsi 

MN=:^YT  =  YS;  donc  DV  =  RS  =  1*.  Mais  Y  est  un 
3 

angle  droite  donc  D  est  le  pôle  de  Tare  BYO,  et  BD»  t*. 

BE  =s  RQ  »  1  *  ;  donc  B  est  le  pôle  de  DE ,  et  l'angle  £ 


....,,.        ,.„     oosDR      cosMN  «, 
est  droit  ;  d  ou  cosDE  = = — - — .  Donc,  en  vertu 

cosER      cos-BC 

2 

do  théorème  précédent ,  DE  est  égal  au  demi -excès. 

Remarque.  Cette  belle  construction  est  de  M.  le  professeur 
Godermann ,  de  Glèves.  (Grelle,  t.  YI  et  YIII ,  1830.) 

XIII.  Lemme.  Si  d'un  point  fixe  on  abaisse  des  perpendi- 
cnlaires  snr  un  système  de  droites  convergentes  vers  le  même 
point ,  les  pieds  des  perpendiculaires  sont  snr  une  surface 
sphérique  ;  si  ce  système  de  droites  est  dans  un  même  plan  9 


—  sa- 
les pieds  des  perpendicolaires  sont  sur  une  même  circonfé- 
rence i  et  en  prolongeant  chacune  de  ces  perpendiculaires 
d'une  longueur  égale  à  elle-même ,  les  extrémités  sont  sur 
une  circonférence  dont  le  plan  est  parallèle  à  celni  du  système 
des  droites. 

XIV.  Théorème.  Si  d'un  point  fixe  pris  sur  une  sphère , 
on  mène  des  arcs  de  grands  cercles  aux  points  d'un  grand 
cercle  donné  »  et  qu'on  prolonge  chacun  de  ces  arcs  d'une 
longueur  égale  à  l'arc ,  les  extrémités  sont  sur  un  petit  cercle 
dont  le  plan  est  parallèle  à  celui  du  grand  cercle  donné. 

DémanstrctiUm.  C'est  un  corollaire  du  lemme  précédent. 

XY.  Théorème.  Si  un  grand  cercle  parallèle  à  un  petit 
cercle  passe  par  le  milieu  d'un  arc  mené  d'un  point  fixe  à  un 
point  du  petit  cercle,  il  divise  aussi  en  deux  parties  égales 
les  arcs  menés  du  point  fixe  à  un  point  quelconque  do  petit 
cercle. 

XYI.  Théorème.  Les  sommets  des  triangles  spbériques  de 
même  base  et  de  même  aire  sont  sur  la  circonférence  d'un 
petit  cercle.  Les  milieux  desc^Més  variablessont  sur  un  même 
grand  cercle  parallèle  au  petit  cercle. 

Démonstration,  Soit  Â^  {Fig.  6]  un  point  quelconque  du 
petit  cercle  passant  par  A  parallèlement  au  cercle  Ym  ;  les 
arcs  A'B  et  A'G  seront  divisés  en  deux  parties  égales  par  le 
grand  cercle ,  en  M'  et  N'  f XY)  ;  les  perpendiculaires  GT^ 
BY  restent  fixes ,  et  l'arc  M'N'  est  toujours  la  moitié  de  l'arc 
YT  :  par  conséquent  MTï'  est  constant,  et  le  cosinus  du  demi- 
excès  égal  à ' —  est  aussi  constant  ;  donc  Taire  est  con- 

cos-BC 

stante.  C.  Q.  F.  D. 

Remarque.  La  première  partie  de  cette  proposition  est  le 
théorème  de  Lexell;  en  doublant  le  quadrant  BD,  on  a  le 
point  diamétralement  opposé  à  B  et  appartenant  au  petit 
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cercle  ;  ce  qui  s'acoorde  arec  la  constroction  de  M.  Steiner 
(wîrtIV,  p.  587). 

XYII.  Théorème,  Un  polygone  sphérîqae  d'un  nombre  de 
c6tés  pain  étant  circonscrit  à  un  petit  cercle,  la  somme  des 
côtés  de  rang  pair  est  égale  à  la  somme  des  côtés  de  rang 
impair. 

DémamtraiUm.  Deux  arcs  de  grand  cercle  menés  d'un 
même  point  tangentieUement  à  un  petit  cercle ,  sont  égaux  ; 
donc ,  etc. 

XVIII.  Ltmme,  Un  pcriygone  spbérique  étant  inscrit  dans 
on  petit  cercle ,  le  polygone  polaire  est  circonscrit  à  un  petit 
cercle  parallèle  au  premier. 

XIX.  Un  polygone  d'un  nombre  de  côtés  pair  étant  inscrit 
dans  on  petit  cercle ,  la  somme  des  angles  d'un  rang  pair  est 
égale  à  la  sœnme  des  angles  d'un  rang  impair. 

DémanêiraHan.  Le  polygone  polaire  étant  circonscrit  à  un 
petit  cercle ,  la  somme  des  côtés  de  rang  pair  est  égale  à  la 
somme  des  oôtés  de  rang  impair  ;  or  ces  côtés  sont  les  snp- 
plémenls  des  angles  correspondants.  Donc,  etc. 

XX.  En  général ,  tonte  proposition ,  toute  formule  sur  les 
côtés  et  les  angles  d'un  polygone  spbérique ,  en  fournit  un 
second,  an  moyen  du  polygone  polaire  ;  mais  quelquefois  les 
deux  propositions  sont  identiques ,  lorsque  les  quantités  en* 
tient  symétriquement  dans  la  formule. 


BIBLIOGRAPHIE. 


Projet  d'une  instruction  sor  lbs  travaux  graphiques.  — 
Lithographie.  —  In-**»  de  49  pages.  1845. 

Les  coitttrnctions  de  l'architecture  exigent  la  coupe  des 
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solides  ;  et  par  conséquent  les  opérations  stéréotomiques ,  le 
tracé  des  épures ,  remontent  nécessairement  à  la  plus  haute 
antiquité.  Si  la  mesure  des  terres  a  donné  naissance  à  la 
théorie  des  figures  planes ,  il  n'est  pas  moins  évident  que  les 
grands  travaux  d'art ,  tels  que  les  aqueducs ,  les  palais ,  les 
temples,  etc.,  ont  créé  la  théorie  des  solides.  Peut*étrem6me 
que  cette  théorie,  et  les  procédés  qui  en  découlent  et  la  réa- 
lisent ,  étaient  du  nombre  des  sciences  mystérieuses  dont  les 
prêtres  d*Egypte  conservaient  le  dépôt,  et  ceci  nous  explique 
les  voyages  des  philosophes  géomètres  dans  cette  contrée 
théocratique ,  et  l'étude  des  lieux  solideg ,  auxquels  les  Grecs 
attachaient  une  si  haute  importance.  On  trouve  même ,  daAs 
Pappus ,  la  solution  de  ce  problème  :  Une  sphère  étant  située 
dans  l'espace ,  trouver  la  distance  de  son  centre  au  plan  ho- 
rizontal. Les  procédés ,  fondés  sur  des  rabattements  de  |dans 
et  des  recherches  de  traces ,  sont ,  à  la  terminologie  près , 
analogues  à  ceux  qui  sont  en  usage  parmi  nous.  Toutefois , 
dans  les  sciences ,  le  secret  ne  nuit  qu'à  ceux  qui  le  gardent. 
Il  paraîtrait  que,  les  principes  étant  oubliés,  les  prieepU$ 
graphiques  seuls  furent  enseignés ,  transmis ,  et  toujours  mys- 
térieusement. H  n'est  pas  même  impossible  que  ces  symboles 
géométriques ,  mélangés  avec  des  idées  religieuses ,  sociales, 
humanitaires ,  ne  soient  au  moins  une  des  origines  de  la  franc- 
maçonnerie  et  de  ces  formules  et  cérémonies  bizarres  en 
usage  chez  les  compagnons  du  devoir.  Même  au  siècle  de 
Louis  XIV,  lorsque  Desargues  retrouva  la  théorie  du  traii^ 
toute  la  corporation  des  appareilleurs  se  souleva  et  traduisit 
rilluslre  Lyonnais  devant  le  parlement.  On  trouvera  des  dé- 
tails curieux  sur  cet  événement  dans  les  œuvres  de  Desargues, 
dont  nous  devrons  une  édition  soignée  à  M,  Chasles ,  que  nos 
lecteurs  connaissent  par  tant  de  beaux  théorèmes.  Quoiqu'il 
en  soit  de  ces  diverses  conjectures,  il  est  certain  que  c'est  au 
génie  de  Mongeet  à  rétablissement  de  l'école  polytechnique, 
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qu'on  doit  renseignement  méthodique ,  la  simpliBcation  et  la 
propagation  de  celte  partie  de  la  science  de  Tespace  qne  son 
illustre  proraotenr  a  surnommée  la  géométrie  descriptive , 
qni  est  anjourd'hoi  admise  dans  tons  nos  collèges  et  dans  tontes 
les  institutions  où  Ton  s'occupe  de  traces  exacU  ;  mais  pour 
que  cette  eiactitnde  ait  une  utilité  pratique,  il  faut  que  ï épure 
soit  bien  lisible ,  qu'elle  soit  la  fidèle  représentation  non-seu- 
lement des  fiHrmes ,  mais  aussi  des  rapports  optiques  des  corps 
relativement  an  spectateur  :  il  est  donc  essentiel  de  bien  con- 
naître les  moyens  rationnels  et  les  signes  conventionnels  qui 
président  h  Texécution  des  épures.  M.  Bardin,  digne  succes- 
seur de  fea  M.  Girard  à  l'école  polytechnique ,  rend  donc  un 
véritable  service ,  en  publiant ,  dans  son  Projet  fineiruction^ 
tout  ce  qu'il  est  nécessaire  de  savoir  pour  bien  exécuter  les 
travaox  graphiques  ;  tout  ce  qui  est  relatif  aux  parties  tmet 
d  cachées ,  aux  hachpres ,  aux  ombres ,  etc.,  etc.  On  y  trouve 
auasi  d'utiles  conseils  sur  la  disposition  si  importante  des 
damnées ,  pour  faire  entrer  dans  l'épure ,  et  sans  confiision , 
le  plus  d'objets  possible.  Il  ne  reste  plus  chez  les  libraires , 
éditeurs  des  Nouvelles  Annales ,  qu'un  petit  nombre  d'exemr 
plaires.  Tm. 


NOTE  ADDITIVE  A  L'ARTICLE  DE  M,  DROT. 

(  Tome  IV,  p.  es».  ) 

FAB   L'AUTSUR. 


Il  résulte  de  ce  qu'on  vient  de  voir  qu'il  peut  Irès^bien 
arrtrer  que  les  deux  derniers  chiffres  d'un  nombre  no  se 
reproduisent  à  aucune  puissance  de  ce  nombre ,  de  même 
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pour  les  trois  derniers  chiffres mais  alors  comme  il  est 

aisé  de  le  prévoir ,  il  arrivera  toujours  que  les  derniers 
chiffres  d'une  certaine  puissance,  se  reproduiront  à  une  autre 
puissance  ;  de  telle  manière  qu'en  considérant  les  deux , 
trois ^  quatre....  derniers  chiffres  d'un  nombre  et  de  ses 
puissances  successives ,  ils  forment  toujours  une  sorte  de 
période ,  qui  commence  dés  la  première  puissance  dans  les 
cas  déjà  examinés,  et  qui  commence  plus  tard  dans  les  antres 
cas. 

Reprenons  par  exemple  le  cas  de  deux  chiffres  Onals  ; 
on  a  vu  que  la  relation  N  (N*"— l)=iOO(^/'— y)  tfétait  ja- 
mais satisfaite  quand  le  nombre  N  était  divisible  par  2  sans 
l'être  par  4  ;  ou  par  5 ,  sans  Tétre  par  25  :  mais  dans  ce  cas 
ce  seront  les  chiffres  finals  du  carré  de  N  qui  se  reproduiront 
à  une  certaine  puissance  ;  il  est  clair  en  effet  que  la  condition 
nécessaire  et  su£Ssante  pour  que  cela  ait  lieu,  sera  : 

N*  (N—  —  1)  =  100  iq'  —  q) , 

condition  qui  pourra  toujours  être  satisfaite  :  car  : 

1<>  Soit  N  divisible  par  2  et  5  ;  N*  le  sera  par  4  et  25  ;  donc 
la  condition  sera  satisfaite  quel  que  soit  x. 

2«  Soit  N  divisible  par  2  et  non  par  5  ;  N*  le  sera  par  4, 
et  pour  que  la  condition  soit  satisfaite ,  il  faudra  et  il  suffira 
que  N*~*  —  1  soit  divisible  par  25 ,  ce  qui  peut  toujours 
avoir  lieu  pour  une  valeur  convenable  de  x  ;  ceci  aura  lieu 
pour  JT  =  3  et  par  suite  pour  toute  valeur  de  jt  ,  dans  le  caa 
où  le  nombre  N  sera  terminé  par  26. 

3<^  Soit  N  divisible  par  5  et  non  par  2  ;  NMe  sera  par  25^  et 
il  faudra  que  N*~' — 1  soit  divisible  par  k ,  ce  qui  peut  ton- 
jours  avoir  lien.  Cette  circonstance  aura  lieu  pour  x  =  3 , 
et  par  suite  pour  toute  valeur  de  x,  dans  le  cas  où  le  nombre 
N  sera  terminé  par  05,  45,  65,  85. 
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V  Dans  le  cas  de  trois  chiflires  Guals,  on  a  vu  que  la  re- 
lation • 

N(N*-  — 1)  =  1000(^'  — ^), 

n'était  jamais  satisfaite  quand  le  nombre  N  était  divisible 
par  2  sans  Tétre  par  8 ,  ou  par  5  sans  Tétre  par  125  ;  mais 
dans  oe  cas ,  ce  sont  les  chiffres  finals  du  carré  ou  du  cube 
qui  se  reproduisent  à  une  certaine  puissance. 

Supposons  en  effet  d'abord  que  N  soit  divisible  par  2  sans 
Tétre  par  4  ;  ou  par  5,  sans  l'être  par  25  ;  la  condition  néces- 
saire et  suffisante  pour  que  les  trois  derniers  chiffres  finals 
du  cube  se  reproduisent ,  sera  : 

N3  (N— 5  —  1)  =  1000  iq'  —  q)  i 

on  la  traitera  comme  précédemment,  et  on  verra  qu'elle  peut 
toujours  être  satisfaite  pour  une  valeur  convenable  de  x , 
attendu  que  N'  est  divisible  par  8  ou  125. 

Soit  en  second  lieu  N  divisible  par  4  sans  l'être  par  8  ;  ou 
par  25  y  sans  l'être  par  125  ;  la  condition  nécessaire  et  suffi- 
sante pour  que  les  trois  derniers  chiffres  finals  du  carré  se 
reproduisent ,  sera  : 

N'  (N— —  1)  s  1000  (^'—^) , 

et  on  verra  qu'elle  peut  toujours  être  satisfaite  par  une  va- 
leor  convenable  de  j:,  attendu  que  N'  est  divisible  par  8  ou 
par  125. 
On  continuerait  de  la  même  manière. 


E>8C 


THÉORÈME  IVEULER, 

iur  troii  points  de  rencontre  dans  le  triangle. 


TAB,  M.  OXVTIIi 

Chef  d'intlilotioD. 


Dans  an  triangle  quelconque  ABC  (Fig,  4) ,  le  centre  de 
grayité  G ,  le  point  de  croisement  des  trois  hauteurs  H ,  et  le 
centre  du  cercle  circonscrit  I ,  sont  en  ligne  droite ,  et  la  dis- 
tance du  premier  point  au  second  est  double  de  celle  du  pre- 
mier point  au  troisième. 

Aux  points  A  et  B ,  on  élève  respectivement  des  perpen- 
diculaires AM,  BM,  aux  côtés  AC  et  BC  :  elles  se  rencontrent 
en  un  point  M  de  la  circonférence  du  cercle  circonscrit  :  la 
droite  MC  est  an  diamètre  de  ce  cercle  : 

MA=:BH  =  2IL; 

donc 

BG  =  2GL , 

si  on  tire  IH ,  etc. 


iSJU 


THÉORÈME  DE  M.  L.  RAABE , 
sur  trois  cercles  tangents  d  une  droite. 

(  Joornal  de  Crelle ,  tome  II.  ) 


TflBOAiMB  1 .  Trois  cercles  G ,  D ,  E ,  situés  dans  le  même 
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plan,  toacbent  une  même  droite  ;  X  et  Y  sont  deax  antres  droi- 
tes ,  dans  le  mém^  plan  et  formant  nn  angle  droit  ;  supposons 
que  les  tro|s  cordes  se  menyent  parallâement  à  la  droite  Y, 
josqn'à  ce  qu'ils  touchent  la  droite  X,  et  alors  soient  C,  D',  E' 
les  positions  respectives  qu'ont  prises  les  centres  C ,  D ,  E  ; 
que  les  trois  cercles  C,  D,  E ,  se  meuvent  aussi  parallèlement 
à  la  draitaX,  jusqu'à  ce  qu'ils  touchent  la  droite  Y,  et  soient 
C'^D'^E"  les  positions  des  centres  ;  en  désignant  par  BJÏ.Ù' 
les  aires  des  triangles  CDE,  CVEf,  OV'E" ,  on  a 

D'=ir+D"\ 

Démtmitratian.  Prenons  les  droites  X  et  Y  pour  axes  des 
X  et  des  ^i  soient  x'^ }  J?",/' ;  «'"^r"'  1«»  coordonnées  du 
centre  C,D,E  et  R^',R"  les  rayons  des  cercles  respectirs, 
les  coordonnées  de  C',D',F  sont 

x',R  ;  x",R'  ;  af^W  ; 
et  ks  coordonnées  des  points  CyD^^E"  sont 

RyiR'y'îRV"? 

MÂijr  =  ajC'\'b(i)  l'équation  de  la  droite  qui  touche  les 
trois  cercles  C,D,E  ;  on  a  donc  : 

R=(y-6)cos«— j/sina;   R==(y'— 6)cos«-x"sln«; 

R''  =  (y- A)  cos  a  -  a/"  sin  «. 

«  est  l'angle  que  fait  la  droite  (1)  arec  l'aie  des  jt. 
On  a:  * 

2D=  x'y— ar'>'+ xy— x^y'' + yy  — y v 

fly=x'R'-x'R  4- ar"R"— x^'R'^- ar^'R— R^x' 

aD'  =yK  -  r'R'  +y"R'  -r  "R"  ^yf^"  — y"R. 

Remplaçant  R»R',R"  par  leurs  valeurs  y  on  trouve  : 

D'srDcOSse 

iy'=-Dsin« 
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d'où 

D'  =  D"+D".  C.Q.F.D. 

Remarque,  Tel  est  le  théorème  énoncé  sans  démonstration, 
et  qu'on  pcat  ainsi  généraliser. 

H.  Théorème.  Soient  quatre  sphères  C,D,E,F  qui  touchent 
le  même  plan;  et  trois  plans  XY,  XZ,  YZ  rectangulaires, 
se  coupant  suivant  les  droites  X»  Y,  Z  ;  que  les  quatre  sphères 
se  meuvent  parallèlement  à  Taxe  des  Z  jusqu'à  ce  qu'elles 
touchent  le  plan  XY  et  soient  alors  C',D',E\F'  les  positions  des 
quatre  centres  ;  ensuite  parallèlement  à  l'axe  des  Y ,  jusqu^à 
ce  qu'elles  touchent  le  plan  XZ  et  soient  alors  C",D",E",F", 
les  positions  des  quatre  centres  ^  et  finalement  que  les  sphères 
se  meuvent  parallèlement  à  l'axe  des  X  jusqu'à  ce  qu'elles 
deviennent  tangentes  au  plan  YZ  et  soient  C",D'",E''',F'"  les. 
positions  des  quatre  centres  ;  représentons  par  Y,  T'.T^V*' 
les  volumes  des  quatre  pyramides 

CDEF,  C'D'E'F,  C"iy'E"F',  C  "1)"^"'^' 
on  aura  V  ==  V"-h  V""  +  V'"'. 

DémoMtration,  Il  est  évident  qu'on  ne  change  pas  les  vo- 
lumes des  pyramides,  en  faisant  mouvoir lesplansXY,YZ,XZ, 
parallèlement  à  eux-mêmes  ;  on  peut  donc  supposer  qu'ils 
passent  tous  les  trois  par  le  centre  C  d'une  des  sphères  ;  et 
prenons-les  pour  plans  des  coordonnées.  On  peut  de  même 
admettre  que  les  rayons  des  sphères  soient  diminués  d'une 
longueur  égale  au  plus  petit  de  ces  rayons  ;  de  sorte  que 
l'une  de  ces  sphères  que  nous  supposons  être  G ,  se  réduit  à 
un  point,  l'origine.  Les  quatre  pyramides  sont 

CDEF  ;  CiyFF'  ;  CD"E"F'  ;  CD'"E"'F  'j 
soient  x\y,z'  ;  a/\y',z"  ;  x'"y\z'\  • 

les  coordonnées  de  D,EyF  ; 

et  R,R\R% 
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les rayons  des  sphères  ;  on  aura  ponr  coordonnées  de 

D'  coord.  j/,j^',R 

E' .  .  .  .  x\jr\K' 
F .  .  .  .  x'^y^K" 
De  plus  : 

R  =  j/co6«+ycosp  +  »'cosY\     o         ^    ^      , 

R"=a/'co8«+y"co8p +z"'cos7)      *^  "^  *^  "^'^'^  '* 
ooa  : 

(Yqy.  t.I,p.388). 

Remplaçant  R,R',R"  par  leurs  valeurs ,  on  trouve  : 

VrsV'OOSa; 


et  de  même 


donc 


V  =  V"C0SP5V=V'"C097; 
y»  __  yra    j     yr/a    i    y ««^ 


Tm. 


UEU  GÉOMÉTRIQUE 
relatif  aux  cordes  des  coniques. 


I.  Théorème,  Si  par  un  point  situé  dans  le  plan  d'une  co- 
nique on  mène  une  corde  sécante ,  et  qu*à  partir  du  point  on 
porte  sur  la  sécante  une  longueur  égale  à  la  corde  intercep-* 
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lée ,  le  Hea  du  point  ainsi  déterminé  est  une  courbe  du  qoa- 
trième  degré  ayant  le  point  fiie  pour  centre. 

Dénumsiraiion.  Soit  Téquation  de  la  conique  à  six  termes  ; 
axes  rectangulaires  et  le  point  6xe  pour  origine;  soit 
^  4-  rx  ss  0  réquation  de  la  sécante  ;  p  étant  la  longueur  de 
la  corde  interceptée ,  on  a  : 

p'  (Ar*—  Br  +  C)'  =  (1  +  O  (C—2rx  +  Z/')  (t.  IV,  p.  592), 

OU  »*=ar*4".>''>  r  =  —  —  ;  substituant  ces  valeurs,  il  vient 
pour  le  lieu  cherché,  après  avoir  ôlé  le  facteur  commun 

x'+y-,  (Ar »  +  Bxy  +  Cxy  =  tx*+  ^Irxjr  +  ly  (2)  ; 

ligne  du  quatrième  degré  ayant  l'origine  pour  centre ,  qui 
est  sur  la  courbe  ou  conjugué  à  la  courbe. 

Discussion, 

i""  Si  le  point  est  hors  de  la  conique ,  la  corde  peut  deve- 
nir nulle,  et  par  conséquent  la  courbe  passe  par  Torigine  ; 
si  le  point  est  dansTintérieur,  la  corde  ne  peut  s'anéantir,  et 
l'origine  est  uh  point  conjugué  à  la  courbe  ; 

2o  Si  le  point  est  sur  la  conique,  blIots  F  =  0  ;  /  =s  D'  ; 
n = DE  ;  f  =  £'  ;  et  la  courbe  se  réduit  au  système  des  deux 
coniques 

{Ay  +Bxjr  +  Cx'  +  Ïhr  +  Ex) 
(A/  +  Bxjr  -f  Car»  —  Dj^  -  Ejt)  =0; 

ce  qui  est  évident  à  priori  $ 
3*  Si  l'origine  est  au  centre,  alors 
D  =  E=  0;  et  /  =  -  4AF;  r==— 2BF  ;  /"=4CF, 
et  l'équation  se  réduit  à 

Ay+Bxy+Cx'+^=zO, 


-  33  — 

ooniqae  semblable  et  sembUblement  sitnée,  et  de  dimensions 
doobles ,  ce  qui  doit  être  ; . . . 

Lorsqoe  la  conique  est  une  cllîpe,  ky*  -{-  Rr^  -j-  Cor*  ne 
pent  jamais  devenir  nul  ;  donc ,  dans  ce  cas ,  la  ligne  da 
quatrième  degré  est  feraiée  ;  pour  Thjperbole ,  la  courbe  est 
infinie  et  a  les  mêmes  asymptotes  ;  et  elle  est  encore  infinie 
pour  la  parabole ,  et  les  asymptotes  sont  à  l'infini  ; 

5*  pour  qae  la  courbe  devienne  une  lemniscate ,  il  faut 
queVooait  : 

A=C;  B  =  0;  /i=0-,  /  =  -(^";/'=a»(voy.  t.IV,p.429); 

la  conique  donnée  doit  donc  être  un  cercle  ;  on  peut  faire 
passer  Vaxe  des  x  par  le  centre  du  cercle ,  alors  0  =  0,  et 
par  conséquent  n  =  0,  et  l'équation  du  cercle  est  en  faisant 
A=l, 

d*où 

h"  1 

E'=a'-f-^' ;  F=  --,  et  le  rayon  du  cercle  =  r  «; 

ainsi ,  selon  une  observation  de  M.  Chasles ,  on  peut  se 
servir  du  cercle  pour  construire  la  lemniscate  par  points  j  et 
si  ou  fait  a  =  ^ ,  alors 

2        a 

ainsi ,  la  distance  du  point  fixe  au  centre  du  cercle  qui  serf 
à  décrire  la  lemniscate  de  BernouUi  est  égaie  à  la  corde  du 
quadrant. 
6"*  Passant  aux  coordonné:'S  pt^laires ,  on  a  : 

c*  (A  sin'o  -f-  B  sin  »  cos  <?  +  C  cos'<p)*  =-:- 
= /'  cos>  +  2n  sin  f  cos  7  >f  /  sin'f  ; 

égalant  le  second  membre  à  zéro ,  on  a  -. 

A!«!1.!lC  MVTIICX.    V.  3 
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—  n±yn*  —  ie      —  b±2KfL 
laDg<p  = j = 2 ; 

t>r,  lorsqae  le  point  fixe  est  hors  de  la  conique ,  FL  est  posi- 
tif ;  les  deux  yalenrs  de  tangf  répondent  aux  rayons  vecteurs 
passant  par  le  centre  tangentiellement  à  la  courbe  ; 

7«  En  comparant  l'équation  (2)  avec  l'équation  (2)  de  la 
page  427  (t.  lY),  on  voit  que  le  lieu  géométrique  ne  peut 
devenir  une  aplanélique  que  lorsque  A  =  G  et  B  =  0  ;  toute 
ligne  du  quatrième  degré  dont  le  terme  du  quatrième  degré 
est  divisible  par  y-\-x'y  le  quotient  renfermant  encore 
y*  et  X*  avec  les  mêmes  coefficients ,  est  une  aplanétique. 

II.  Théorème,  Par  un  point  situé  dans  le  plan  d'une  co- 
nique ,  on  ne  peut  mener  plus  de  quatre  cordes  égales. 

Démonstration.  Prenons  le  point  pour  origine  et  les  axes 
rectangulaires  ;  y^rx  étant  Téqnation  de  la  corde  et  /?  sa 
longueur,  on  aura ,  en  ordonnant  l'équation  (1)  par  rapport 

àr:  N 

fA  (Ay—  /)  -h  2r»  ( AB/i'  +  /i)  +  r'  (By  +  2Aqp'—  /— /)  - 
—  2r  ^BC/  +  /2)  +  Cy  —  /'=  0 , 

équation  du  quatrième  degré. 

On  peut  prendre  les  axes  conjugués  ;  alors  B  =:  o,  et  l'é- 
quation devient  : 

H  (AV—  /)  —  2/ira  +  /^  (2ACp'— r—  /)  — 
—  2m  +  Cy  —  ^'=0; 
ou  bien  : 

rC  A.  r3  +  A V—  A.r  +  A,  =  0. 

1«  Ay  —  /  =  0  ,  l'équation  se  réduit  au  troisième  degré, 
dcmémesiCy— /'=0; 
2*  Si  n= 0,  réquation  est  ramenée  au  second  degré  ; 
3»  Si  Ay  —  /  =  Cy  —  l\  l'équation  devient  réciproque. 

Tm. 
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THÉORIE  GÉNÉRALE  DES  EPICYGLES. 


Tradvii  de  rallemand  de  L.  Raabe  (  Joorn.  de  Grelle,  1. 1 ,  p.  3SS  ). 


1.  Soit  OD  cercle  fixe;  sî  le  centre  d'an  cercle  se  ment  sur 
la  chroonféreoce  dn  centre  fixe ,  le  second  cercle  se  nomme 
épieycle.  Si,  de  plus,  le  centre  d'an  troisième  cercle  se  meut 
sor  la  drconfèrence  du  premier  épicycle,  ce  troisième  cercle 
se  nomme  second  épicycle ,  et  ainsi  de  suite  ;  de  sorte  que  le 
{«+!)*»•  cercle  est  le  n^^  épicycle* 

Si  roo  admet  de  plas  que  le  n^*^  épicycle  est  parcouru 
par  on  point ,  il  s'agit  de  trouver  la  ligne  décrite  par  ce  point. 

2.  Noos  désignerons  les  divers  cercles  par  (0),  (1) ....  (/i)  ; 
r» ,  r  ....  rn^i  sont  les  rayons  de  ces  cercles. 

De  sorte  que  (0)  est  le  cercle  fixe;  (1)  le  premier  épi- 
cycle ,  etc. 

Prenons  le  centre  da  cercle  (0)  pour  origine  des  coordon- 
nées rectangulaires  x ,  ^,  z. 

Soient  n»,  n,,  n. n.,  les  inclinaisons  respectives  con- 
stantes des  cercles  (0) ... .  (n  -{- 1)  sur  le  plan  des  xy  ; 

Kj  ^,,  ^.9  ••••  Kt  ^^  angles  constants  que  forment  les 
traces  de  ces  plans  sur  le  plan  xy^  avec  Taxe  des  x  ; 

«o  9  «■  9  ^.  9  •  -  •  >»  )  1^  angles  variables  de  ces  traces ,  à  une 
époque  donnée ,  avec  les  rayons  allant  aux  centres  mobiles 


'•  î    '*!  »    ••••''■ 


Enfin ,  X,  9  .To  ï  ^0  î  -^i  >  Xt  ?  *.  5  ^<^s  coordonnées  des  centres, 
extrémités  de  ces  rayons. 

3.  Les  formules  de  la  trigonométrie  sphériquc  donnent  : 
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oTo  =  '*•  [costfo  C08  ^0  +  sin  a,  sia  *,  co»  '«•] , 
y^  s=  r, [co8of«  sin *,  —  sinffo  cos  Ato cos/io] , 
Zq  =roSina,8mn^, 

oTj — jTo  =  r,  [cofia,  oos A:,  +  MO»,  sin  k,  cosn.]  , 

,r, — ^o  =  r,  [coso,  siDit,  —  sio  a,  cosit,  cosnj , 

a,  —  »o  =  ^.  sîna,  sinn, , 

Ole. 

Faisons  -. 

COtA:i  cos^# 

taogAf  =  •— —  ;     smat  =    .    ^    ; 
**  col/it  smA« 

5  ayant  les  valeurs  depuis  5  s  1  jusqu'à  5  =  n , 

«  tang*,       .  sinA:« 

tangB«  = ^^--  5    sinft,  =  -t-ô-  ; 

°  cos/i#  sinfif 

tangCt  =  0 ,  sincf  =  sinn«  . 

On  déduit  de  ces  éqaations  : 

x^  ==  rosin^o  8in(A^  +  ««»)  +  r,sîna,  sin  (A.  +  *.)  •••• 
....4-r^sina„sin(A^  +  «J. 

Changeant  a  en  6  et  A  en  B ,  on  a  la  valeur  de  y^  \  changeant 
a  en  e  et  A  en  C ,  on  obtient  la  valeur  de  z^. 

4.  Soient  V„,  V,,  V.....  les  vitesses  de  ro,  r,,  r. .,.. ,  et 
y^  la  vitesse  du  point  dans  le  dernier  épicycle ,  on  aura  : 


'"•■rfT 


To    Vj  d^i  di 

faisant  gi  =  -   tt  »  >*  ^î®"*^  "7"  =  ^«  T""  î  *'  *^  mouve- 

r«    Vq  a/  af 

ments  sont  uniformes,  gt  est  constant,  et  Ton  a  : 

B«  étant  la  valeur  de  aj  et  simultanée  à  celle  a«. 
Substituant  ces  valeurs  dans  celles  de  x^,  ^^9  ^n?  i^  ^î^^^ 


(i) 
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•*■,  =  r,  «in  a,  sin  (A.  4-  ».) 

+  r.8ina.sm(A.  +  p.+^.;,j 

^»  =  r,  sin  *.  sin  (B,+  «,) 
+  r.  sin  6,  sin  (B.-f  p.+^.»„) 

3^=roSÎiic^8in(C^+«o) 


Pir  rélimînalion  de  a^  on  obtient  les  équations  des  projec- 
lions  de  la  courbe  décrite  sur  les  plans  coordonnés. 

OiservaHon.  Les  quantités  Co,  C, ,  C sont  nulles,  et  ne 

sont  introduites  que  pour  la  symétrie  des  formules. 

5.  !•'  cas  particulier  (').  Soit  ^,  =  i  ;  *  quelconque. 

Faisons  s 

A=ro5ln^o8inAo+r.sinfl.sin(A,+  p.)+..,.r^sintf^sin(A^+pj, 
A'=ro  sin  tfo  C08  Ao+ r^ina,  cos(A,+p.) +. . . .  r^  Sin^ï^  C08(A^+ p  J . 

Cbaogeaiit  a ,  A  successivement  en  ^  et  B  et  ensuite  en  c  et 
C,  OD  obtient  B ,  fi' ;  C,  C.  Ainsi  l'on  a  : 

jc^  =  Aco8a^+ A'  sin  a^ , 
^^  =  Bcosao4-B'sincfo, 
z^  =  Gcosao  +  G'sinao. 

Qimiiiant  a.  et  faisant  A*+  A"  =  D*  ;  BA  +  A'B'  =  D'E  ; 
CA-HA'C'==:F'D'5  A'B  +  AB'  =  FD'5  A'C  +  AC=:FD% 
il  Tient ,  en  supprimant  l'indice  n  : 


*)  Caue  sappocition  reTient  à  dire  que  les  vitesses  des  centres  sont  propor- 
UiBMllct  cvx  rayons  des  épicycles.  Tm. 
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Faisaot  loarner  le  plan  xy  autour  de  l*axe  des  x  d'une 
quantité  7 ,  et  prenant  ce  plan  pour  celui  des  x\  y,  et  les 
nouvelles  coordonnées  étant  toujours  rectangulaires ,  on  a  : 

x^xf  '^  y  =ycos«p  +  z'siuî»  ;  z  =  z'cosf  — j^'sin  y. 
Les  équations  de  la  courbe  deyiennent  : 

y  =  a:'  [E  cosf  —  Fsîn  y]  ±  (Fcosf  —  F'sin  y)  K/V—ar, 
2'=  x'  [E  sin  y  +  E'cost]  ±  (Fsin  r  +  Pcos^»)  |/D'—  ar^. 

Faisons  Fsin^  +  F'oos?  =  0,  <p  est  réel  ;  posant  F*+F"=G  y 
EF  +  ET'=GI,  E'F  — FE  =  G'l,  il  vient  :  •> 


ainsi  la  courbe  est  plane. 

Faisant  tourner  l'axe  des  x'  d'une  quantité  ^^  dans  le  plan 
des  xfz\  on  aura  : 

j:*  =  j:"co8 ^  +  z"sin  +  j  y =y ;  z'a=  z"co84'  —  a/'sin^J'  i 
doù 

(i  -rtang>p)[iy^±GkD'(r-f  G')>-y^' 

[cos>|;  (1  -  ^tang^^)  +  sin  >KI  +  tang^^)  ]  (P+G')  ' 
,      x"(r+tang*) 


z 


1  — riang>p  " 
Faisons  tang+  +  r  =  0 ,  et  D'  (r+  G')  =  K%  - 

I \/r+r=  L (r+  G')  ;  G V/(i  +  Y)  =  M (1'+  G') ; 
on  a  pour  équation  de  la  courbe  : 

a'"=Ly'±MV/K'-y". 

Faisant  tourner  Taxe  des  x"  d'une  quantité  0 ,  dans  le  plan 

de  x"y\  on  a  : 

.r'"=x"'cosO  +  y"sinO, 

y"  =  jt'"cose— y'sinô.. 
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Prenant  lange  =  ^ -I-'-M'zhV/(l -L'-MT  + 4L- 

^  2L 

etiaisant 

KM  ^  KM 

j  b= 


l^(co86— Lsine)'+M'8m'ô         K(sin9+Lco8e)"+M*co»'ô 
OD  a  finalement  : 

eUipse  ayant  aeib  poar  demi-axes  principaax. 

Noie  du  traducteur.  Prenant  les  valeurs  de  sina  et  cosa 
dans  les  valeurs  de  x  tiy^  et  les  substituant  dans  celle  de  z , 
on  a  une  équation  linéaire  entre  les  coordonnées  x,^,  z  ; 
donc  la  courbe  est  plane.  Or  la  projection  sur  un  plan  des 
coordonnées  est  une  ellipse  (  vovr  lemme ,  p.  191  )  ;  donc  la 
courbe  dans  Tespace  est  une  ellipse. 

2^  COI.  Si  y  oonserrant  les  données  précédentes ,  on  sup- 
poae  que  tous  les  cerdes  sont  dans  le  même  plan ,  alors 

et  on  trouve  pour  l'équation  du  dernier  point  mobile  : 

j:=Ncos9e  +  ^'^î°<'o;     N=r^+r,cosp.+  .  .  .  r^cosp^ 
^=— Nsîn«ro— N'cosa.    N'=       r,sinp,4-  .  .  .  r^sinp^ 

d'où  l'on  déduit  : 

y+j:>  =  N'  +  N''; 

équation  d'un  cercle. 

V^  cù$.  Si ,  conservant  ^«s  0  ;  on  a  soit  A  =  B  =  C=0  $. 
00  bien 

A'=B'  =  C'  =  0; 

ooencwe 

A=A'jB  =  B'iC  =  C'i 
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la  ligne  décrite^  par  mouvement  de  va-et-vient,  est  une  droite. 

6.  La  théorie  des  épicycles  était  indispensable  aax  an- 
ciens. Nous  allons  d'abord  exposer  leurs  hypothèses  sur  le 
système  planétaire,  et  ensuite  nous  chercherons,  d'après  la 
théorie  que  nous  venons  d'exposer,  si  ces  hypothèses  peu- 
vent tenir  lieu  de  la  réalité. 

L'opinion  des  anciens  était  :  la  terre  est  en  repos  au  centre 
du  monde  ;  toutes  les  planètes  tournent ,  le  soleil  compris , 
décrivent  des  cercles  ,*  autour  de  la  terre  comme  centre. 
Mémo  avec  1  état  des  instruments  d'alors ,  les  hypothèses  ne 
s'accordaient  pas  avec  les  observations,  mais  partie  par 
prévention  pour  les  mouvements  circulaires,  partie  aussi 
'  pour  donner  une  application  plus  claire  des  rétrogradations 
des  planètes,  ils  imaginèrent  un  second  cercle,  dont  le  centre 
se  mouvait  sur  le  premier  cercle,  et  tandis  que  la  planète 
elle  même  se  mouvait  dans  ce  second  cercle,  qu'ils  nommaient 
cpicycle. 

Cette  hypothèse  ne  satisfaisant  pas  encore  aux  observa- 
tions, ils  donnèrent  à  la  terre  une  position  excentrique  dans 
le  premier  cercle  ;  ce  qui  revient,  comme  on  sait ,  à  laisser 
la  terre  au  centre,  et  à  faire  mouvoir  la  planète  sur  un  se- 
cond épicycle  ;  il  y  en  a  même  qui  adaptèrent  un  troisième 
épicycle ,  et  on  pouvait  multiplier  ces  cercles  indéflniment  ; 
mais  tous  ces  cercles  étaient  toujours  supposés  dans  le  môme 
plan. 

Pour  comparer  ces  hypothèses  avec  la  réalité,  nous  de- 
vons d'abord  rapporter  les  formules  relatives  aux  nu)uve- 
nients  géocentriques  des  planètes. 

Fixons  l'origine  des  coordonnées  rectangulaires  au  contre 
du  soleil ,  et  prenons  l'orbite  terrestre  ou  1  ecliplique  pour 
plan  xy  ;  et  pour  axe  des  x  la  ligne  des  nœuds  de  la  planète 
que  Ton  considère  Ci)mme  ayant  pour  coordonnées  x^y^z  , 
et  soient  X,Y,  les  cooril(»nntvs  de  la  terre;  r  et  R  les  rayons 
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irecteurs  de  la  pbnéle  et  de  la  terre  ;  u  et  U  les  anglis  de  r 
avec  Taxe  des  a:  et  de  R  avec  la  ligne  équiooiiale  ;  n  incli- 
naison  de  Forbite  ;  K  la  longitadê  dn  noeud  ascendant  on 
l'angle  de  l'axe  des  x  avec  la  ligne  équinoxiale  ^  on  a  donc  - 

j:'  =  rcostt  X  =  Rcos(U  —  K) 

^=rslnttC08/i     Y=Rsin(U— K) 
2  =  rsiniisinn  - 

transportant  l'origine  au  centre  de  la  terre,  et  appelant 
x', y^V  les  nouvelles  coordonnées  de  la  planète ,  on  aura  : 

j:'=rcostt —       Rcos(U— K) 

y  =  r  sin  a cos  n  —  R  sin  (U— K)  ]      (2). 

z'  =  rsiniisin/i. 

Mais  la  planète  et  la  terre  décrivant  des  ellipses ,  Ton  a 

/  F 


i— C0S€(a— A)'         1  — Ecos(U— H)' 


f,  e,  h^  F,  E,  U  sont  des  quantités  connues  ;  éliminant  entre 
ces  cinq  équations,  r,  R,  u^  U,  on  obtient  une  équation  entre 
les  trois  inconnues  x\  y\  z'  \ 

Noos  concluons  de  là  que  les  lieux  géocentriques  des  pla- 
nètes se  trouvent  sur  une  certaine  surface  courbe.  Si  on 
voulait  doue  substituer  les  équations  (1)  des  §  4  aux  équa- 
tions (2),  pour  déterminer  les  lieux  géocentriques  des  pla- 
nètes, c'est-à-dire,  si  on  voulait  se  servir  d'un  mouvement 
épicyclique  au  lieu  de  celui  qui  a  réellement  lieu  autour 
du  soleil ,  mais  vu  de  la  terre ,  alors  les  considérations  pré- 
cédentes, montrent  qu'une  telle  hypothèse  ne  peut  sub- 
sister. 

Le  mouvement  apparent  du  soleil  pourrait  se  remplacer 
par  un  mouvement  épicyclique  ;  car,  le  soleil,  vu  de  la  terre, 
se  meut  suivant  une  ellipse  ;  mais  Fhypotbèse  adoptée  par 
les  anciens,  que  tous  les  ccrcUs  sont  dans  un  même  plan,  ne 
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peat  produire  que  le  cercle  et  exclut  Tellipse  ^  ainsi  les  hypo- 
thèses épicycliques  ne  peuvent  môme  servir  à  expliquer  le 
mouvement  apparent  do  soleil . 

Note  du  traducteur.  Cette  dernière  raison  est  applicable 
aussi  aux  autres  planètes ,  et  suffit  pour  exclure  l'hypothèse 
èpicycliqne  ;  car  la  première  raison  que  donne  Tanteur  ne 
me  paraît  pas  concluante  ;  de  ce  que  la  trajectoire  géocen* 
trique  se  trouve  sur  une  surface  de  degré  quelconque  ,  il 
ne  s'ensuit  pas  qu'elle  ne  puisse  être  une  ellipse. 


NOTE 

Sur  la  détermination  du  rapport  de  la  circonférence  mu  dia- 
mètre^ par  la  méthode  des  isopérimètres. 

PAa  K,  J0BÉ  (  BUOBHB  ) , 

Profeiseor  de  mathématiqaei  spéciales  aa  collège  royal  de  Sainl-Omer. 


Quand  on  cherche  à  déterminer  le  rapport  de  la  cir<x>nré- 
rence  au  diamètre  par  la  méthode  des  isopérimètres ,  il  me 
semble  qu'on  arrive  plus  promptement  à  une  approximation 
donnée  que  lorsqu'on  emploie  la  méthode  des  périmètres  ou 
celle  des  surfaces. 

On  reconnaît  d'abord  inomédiatement  que  la  circonférence 
qui  est  égale  au  périmètre  d'un  polygone  régulier  donné  a 
son  rayon  compris  entre  ceux  des  cercles  auxquels  le  poly- 
gone peut  être  inscrit  et  circonscrit. 

Soient  r,R  les  rayons  des  cercles  inscrit  et  circonscrit  à 
un  polygone  régulier  de  p  côtés ,  et  égaux  chacun  à  A  :  ceux 
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du  polygone  régulier  de  même  périmètre ,  dont  le  ncMubre 
des  côtés  est  double ,  seront ,  comme  on  sait , 

et  au  moyen  de  ces  formules  on  pent  calcaler  les  valeurs  de 
ces  rayons  pour  un  polygone  régulier  isopérimètre ,  ayant 
i'.p  côtés.  Nommons  les  /;,,B«. 

A  mesure  que  le  nombre  des  côtés  augmente  >  les  rayons 
des  cercles  inscrits  augmentent ,  et  ceux  des  cercles  circon- 
scrits diminuent  ;  on  voit  en  outre  que  les  polygones  ayant 

des  angles  de  plus  en  plus  grands,  et  des  côtés  de  plus  etf 

plus  petits ,  s'approchent  de  la  circonférence  qui  leur  est 
îsopèrimètre. 

En  nonunant  p  le  rayon  de  celle-ci ,  on  aura  toujours  quel 

que  soit  n,  R^>>p>r^.  Mais  on  peut  prendre  n  assez  grand 

pour  que  B^ — r^  soit  pins  petit  que  toute  quantité  donnée. 

Car  si  a  représente  le  côté  du  polygone  régulier, 

a' 


d'oà 


a^ 


'n        '  % 


KK+ry 


expression  dont  le  numérateur  a  pour  limite  0,  et  le  déno- 
minateur 8p. 
Quand  on  prendra  R^  ou  r^  pour  valeur  de  p ,  Terreur 


commise  sera  moindre  que  --^ ,  et  comme  a  =  -^ , 

pour  avoir  une  approximation  à  moins  de  —s; ,  il  faut  qae  n 
satisfasse  à  la  condition 

"'     <- 


\ 


2-.4(R,+0  ^  10' 


—  w  - 

Comme  R^  >  r^>  roo  pourra  poser  : 

2-  8r  <  10~  ' 

Supposons  maintenant  que  A  soit  le  côté  d'un  hexagone 
régulier,  et  prenons  ce  côté  pour  unité  ;  nous  aurons  : 

R:=l,r=Y/?, 
de  sorte  qu'on  derra  avoir  : 

__L_  =  _L      ='^-^\/ï 

2«8f      /â<10-*">         2L.2 


Vi 


Mais  comme  \  /  t  >  :r,  il  suffira  d'avoir  /*      — ^  ,'■   » 

et  puisque  L.4  >•  0,6 ,  on  pourra  prendre  : 

=    m  5  ^ 

n  ^     — -  —  t     ou    -w  —  1. 
0,6  3 


En  donnant  à  n  cette  valeur ,  on  sera  certain  d'avoir  dans 
l'évaluation  de  p  les  m  —  l  premiers  chiffres  exacts,  et  le 
m«  fautif  au  plus  d'une  unité.  Pour  avoir  le  rapport  de  la 
circonférence  au  diamètre,  il  faudra  diviser  le  demi-péri- 
mètre 3  par  cette  valeur  de  p ,  et  on  sait  qu'alors  le  quotient 

a  autant  de  chiffres  exacts  qu'il  y  en  a  dans  p.  Le  rapport  i: 

1 

sera  donc  calculé  à  moins  de  --=. 

iO* 

Pour  arriver  à  cette  approximation  il  aura  donc  fallu  con- 
sidérer n  polygones  outre  le  premier.  Ce  nombre  est  infé- 
rieur à  celui  que  donne  la  méthode  des  périmètres  ou  celle 
âc$  surfaces  (P^oir  page  160 ,  tome  IV) ,  et  en  outre  les  for- 
mules auxquelles  conduisent  ces  dernières  méthodes  sont 
moins  commodes  à  calculer  que  celles  dont  nous  avons  fait 
usage. 
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NOTE 
Sur  une  question  géonUirique  de  maximum. 

VAB  M.  A.  TAGHETTS  i 

liceDcié  es  scieneei. 


•  PO  A 

1 .  On  a  (fig.  9)  deux  parallèles    /if ,  et  deox  points    sitaés 

hors  de  ces  parallèles  et  de  côtés  différents  ;  on  demande  de 

Iroaver  le  plus  court  chemin  de  À  en  B  ,  par  une  ligne 

iHisée  AMNB ,  telle  que  la  portion  MN  interceptée  entre  les 

deux  parallèles  soit  donnée  en  direction. 

Puisque  la  portion  MN  est  donnée  en  direction  par  l'angle 

Y  qu'elle  fait  avec  les  parallèles^  elle  Test  aussi  en  grandeur, 

A  PO 

et  nous  pouvons  poser  MN  =  ^z.  Si  on  projette      sur     )r, 

U  P  X 

en  ^, ,  en  posant  A'M  =.  x  ,  il  suffira  de  trouver  x  pour  ré- 

soudre  la  question  :  si  on  pose  NE'  :=zy ,  et  qu'on  prenne  x 

pour  variable  indépendante,  y  en  sera  une  fonction.  On  con- 

A  A' -p 

natt  MV  =  ^  ;  et  Ton  peut  poser  ^^,     ^. 

oU  =  q 

La  question  revient  à  chercher  le  minimum  (elle  ne  com- 
porte pas  évidemment  de  maximum)  de  AM  -}-  NB ,  puisque 

MN  est  constant,  ou  de  la  fonction  l/p+^  +I^^H-^- 
Il  s'agit  de  trouver  y  en  fonction  de  x,  ou  une  relation  entre 
xeiy. 
Or ,  dans  le  trapèze  MB'N A' ,  une  relation  connue  donne 

MN'  H- aIv"  =  M»'  +N'V'+2MA'.B'N , 
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d'ailleurs 


MB'"  =  a'+^*— 2a>"  cos  V, 
NA"  =  a' + x'— 2ax  cos  V  i 
et  en  substituant ,  il  vient  : 

d'où  Ton  déduit  aisément  : 

(1)  x+y = a  cos  V  =b  i/b' -a' sin*  V, 

relation  cherchée  entre  x  eiy. 

On  sait  d'ailleurs  que  pour  trouver  le  maxi{pum  de  F(j:,^) 
quand  on  di/{x,y)  =  0,  et  que  x  est  variable  indépendante, 
il  faut  égaler  à  0  la  dérivée  totale  de  la  fonction  F ,  éliminer 

dy 

-f-  entre  l'équation  qui  en  résulte ,  et  la  dérivée  totale  de  la 
dx 

fonction  y  qui  est  identiquement  nulle;  ce  qui  donne  une 

nouvelle  relation  entre  x  ct^^  qui,  jointe  à  la  première, 

peut  servir  à  déterminer  les  variables. 

Ici: 

On  aura  donc  : 

-f-=o, 


d'ailleurs  en  différentiant  (1),  on  obtient  : 
et  la  nouvelle  relation  est  alors 

X 

Au  lieu  de  chercher  les  valeurs  de  —  au  moyen  des  équa- 

tioDS  (1)  et  (2) ,  on  remarque  que ,  si  on  élève  au  carré,  on 
aura  : 


{ 


—  kl  — 

x'_x'-\-p'  _p' 

donc  on  a  : 

p     X     V  x^  '\'P^ 

ÎAMA' 
sont  semblables,  ce 

qui  nécessite  le  parallélisme  de  AM  et  de  NB. 
Il  est  d'ailleors  facile  de  trouver  maintenant  x  et  ^ ,  an 

moyen  de  -  =^ ,  el  de  l'équation  (i). 

2.  La  question  peut  se  résoudre  sans  calcul. 

PaoBLftHB  I.  Construire  un  parallélogramme  dont  on  con- 
naît deux  sommets  opposés ,  el  l'un  des  côtés  en  grandeur  et 
en  direction. 

En  menant  par  chaque  sommet  une  droite  indéfinie  paral- 
lèle à  la  direction  donnée ,  et  portant  sur  cette  droite  dans 
les  deux  sens  la  longueur  donnée  à  partir  du  sommet ,  on 
aura  quatre  parallélogrammes  équivalents,  non  superpo- 
sables  y  satisfaisant  à  la  question. 

Théorème I,  Si  on  coupe  un  parallélogramme  ABCD{fig.  1 0] 

par  deux  droites  parallèles ,  l'une  des  diagonales  KL  du  pa- 

rallélogranune  d'intersection  IKML ,  est  parallèle  aux  côtés 

AB 

P^  j  si  toutefois  AB  est  égal  à  la  longueur  QR  inscrite  entre 

PO 
les  parallèles  ^ly  parallèlement  à  AB 

En  effet,  si  KL  n'était  pas  parallèle  à  AB ,  en  menant  KG 
parallèle  à  AB ,  on  aurait  KG  =  AB ,  mais 

KH  =  QR  =  AB, 
ce  qui  serait  absurde. 

PO 
PROBLiMsII. Étant  données  deux  parallèles  ,l!:,(/î^.  11),  et 
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deax  points  „  de  côtés  différents  en  dehors  de  ces  (Nirallèles , 
II 

on  peut  toajoors  mener  de  A  en  B  un  chemin  brisé  AMNB» 

de  façon  que  la  portion  MN  interceptée  entre  les  parallèles , 

AM 
ait  une  direction  donnée,  et  que  les  portions  ^     soient  pa- 
rallèles. 

Par  A  on  mène  AD  égale  et  parallèle  à  M'N' ,  par  B  on 
mène  BC  égale  et  parallèle  à  VL'N  ;  d'après  le  théorème  I , 
MN  est  égale  et  parallèle  à  M'N\  et  le  chemin  AMNB  satis- 
fait à  la  question ,  en  vertu  du  problème  I ,  il  y  aura  deux 
chemins  satisfaisant  à  la  question  :  c'est  d'ailleurs  ce  qu'in- 
dique la  solution  analytique. 

Mais  de  ces  deux  chemins ,  le  premier  AMNB  va  du  point  A 
à  la  première  parallèle  PQ ,  et  du  point  B  à  la  deuxième  FQ\ 
le  second  âM''N"B  va  du  point  A  à  la  deuxième  parallèle  FQ\ 
et  du  point  B  à  la  première  PQ. 

Les  deux  autres  parallélogrammes  du  problème  I,  ayant 
AB  pour  un  de  leurs  côtés ,  ne  peuvent  satisfaire  au  pro- 
blème actuel. 

Théorème  II.  Tout  chemin  brisé  AMNB  tel  que  MN  ait 

AM 

une  direction  donnée ,  et  que        soient  parallèles ,  est  plus 

court  qu'un  chemin  brisé  AM'N'B^  dont  la  portion  M'N'  a  la 
direction  de  MN. 

En  effet,  menons  BGi/ig.i2)  égale  et  parallèle  à  M'N',  le 
chemin  AM'GB  est  égal  au  chemin  AM'N'B.  MG  étant  dès 
lors  parallèle  à  NB ,  est  le  prolongement  de  AM  «  et*  le 
chemin  AMGB  est  égal  au  chemin  AMNB.  Or  AMGB  est 
évidemment  plus  petit  que  AM'GB,  ce  qu'il  fallait  prouver. 

Noie,  Il  serait  intéressant  do  résoudre  ce  problème ,  qui  a 
uno  application  dans  la  dioplriquc,  pour  un  système  quel- 
conque de  droites.  Tm. 
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NOTE 
Sur  la  ré$oliUi0n  dès  équaiUmi  irigonoméiriquei. 


Ancien  élére  de  PÊcole  nennele. 


I.  Eo  cherchant  l'une  des  lignes  trigonomélriques  de  l'are 
--,  en  fonction  de  la  même  ligne  de  l'arc  a,  n  étant  on  nombre 

n 

entier,  on  est  conduit  à  résoudre  nne  équation  dn  degré  n  au 
moins  ;  cependant  une  seule  racine  de  l'équation  conyieni 
pour  la  n«  partie  de  l'arc  donné  a.  Comment  distinguer  cette 
racine  pour  ne  s'occuper  que  de  sa  détermination  ? 

On  peut  observer  la  régie  suivante ,  évidemment  appli- 
cable à  toutes  les  lignes  trigonomélriques. 

324<» 
Supposons  qu'il  s'agisse  de  trouver  le  sinus  de  — — ,  con- 

«f 

naissant  le  sinus  de  324». 

Une  discussion  connue  nous  apprend  que  les  racines  de 
l'équation  du  neuvième  degré  à  laquelle  on  parvient  »  sont 
les  sinus  de  neuf  arcs  formant  une  progression  arithmétique 

dont  le  premier  terme  est  — —  ==  36",  et  la  raison  — -  =  40*. 
Ces  arcs  sont  donc 

36%  76%  116%  156%  196%  236%  276%  316%  356*. 

.  Je  les  ramène  au  premier  quadrant  ;  ce  qui  donne  pour 
leurs  sinus 

Ami.  DR  MATBiif.  V.  k 


-  60  - 

sin  36*  ;    sin  1 56"*=    siDâ4°  ;    sin  276"*=— sin  Si"" 

sin  76*  ;    sin  196'=— sml6*  ;     sin  316'»=— sm44'» 

sin  1 1 6*=sin  64»  ;    sin236*=-  sin  56*  j    sin  356*=— sin  4«. 

Ce  lableaa  fait  Toir  que  Téquaiion  da  neuvième  degré  doit 
avoir  dans  notre  exemple  quatre  racines  positives,  dont  Tune 

324* 
est  le  sinus  de  ---  ou  36^  Cet  arc  est  le  deuxième  dansFordre 

de  grandeur  parmi  les  arcs  du  premier  quadrant  qui  cor- 
respondent à  ces  racines.  On  calculera  donc  pour  sin  36*  la 
deuxième  des  racines  positives  de  Féquation  trouvée  et  sépa- 
rées dans  Tordre  des  grandeurs  croissantes. 
IL  Prenons  pour  deuxième  exemple  la  recherche  de 

taag.  -  en  fonction  de  tang.  a.  On  arrive  à  une  équation  du 
6 

sixième  degré,  dont  les  racines  correspondent  à  six  arcs, 
formant  une  progression  arithmétique  dont  le  premier  terme 

CL  ir 

est  -,  et  la  raison  -  ou  30°. 
6'  6 


Soit 


£ï  =  306*;  1=51*; 


Les  arcs  indiqués  sont  ici 

51%  81*,  111%  141°,  171*,  201*. 

Je  les  ramène  au  premier  quadrant  ;  ce  qui  donne  en  con- 
sidérant la  tangente 

tg.Sl*;    tg.l41*=— tg.39* 
Ig.Sl';     tg.  1710=— tg.    90 
tg.  111*=— tg.  69*}     tg.20r=      tg.2l*. 

Ce  tableau  nous  apprend  que  Téquation  trouvée  du  sixième 
degré  a  trois  racines  positives,  et  trois  négatives.  Les  trois 
racines  positives  correspondent  aux  arcs ,  dont  la  tangente 


~  51  — 

ne  change  pas  de  signe,  quand  on  les  ramène  au  premier 
qaadraol.  5V  est  Tun  de  ces  arcs ,  et  il  est  le  deuxième ,  par 
ordre  de  grandeur,  parmi  les  arcs  du  premier  quadrant 
ainsi  obtenus  ;  sa  tangente  est  donc  la  deuxième  dans  Tordre 
des  grandeurs  des  racines  positives  de  l'équation  du  sixième 
degré. 

III.  La  même  méthode  sert  à  détarmîner  la  racine  conve- 

3 
nable  dans  les  questions  de  ce  genre.  Trouver  cos  ;-  a ,  con- 
naissant cos  a. 
Je  vais  indiquer  d'abord  la  marche  à  suivre  pour  trouver 

réqnation  du  problème.  Soit  posé  cos  3  ;-  =  jr. 

On  a  d'abord 

* 

cos  3a  =  4cos^^ —  3cosa  =  6\ 
On  emploie  ensuite  la  formule  de  Moivre  qui  donne  cos  la 

CL 

en  fonction  de  cos  a  ,  ou  bien  cos  a  en  fonction  de  cos  -  ; 
00  a  ainsi  une  équation 

y=f{x).  (1) 

dn  septième  degré  en  x,  et  dont  toutes  tes  racines  sont  réelles. 
En  répétant  une  discussion  connue ,  on  trouverait  que  ces 
racines  correspondent  à  sept  arcs  ^  formant  une  progression 

3â  2ir 

arithmétique  dont  le  premier  ternie  est  —  ,  et  la  raison  — . 

U  suffit  de  bien  remarquer  que  le  cosinus  V  est  le  cosinus  de 
3a,  ou  de  2o7r  =b  3a. 
Soit 

Les  sept  termes  de  la  progression  arithmétique  indiquée 
sont: 
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126%  177-  ^,  228«  ?,  280»  ?,  331'  ^,  383*  ^,  WV  - . 

Je  les  ramené  aa  premier  qoadrant ,  et  je  trouve  en  con- 
sidérant le  cosinus 

cos  1 26*'    =  —  ces  54* 
3  .* 

C08l77*-=— cos   2*- 

7  7 

6  6 

cos  228*^  -  =  —  cos  48°  - 


C08  280*  z  =      ces  79*  - 


€08  331*-=        C08  28'- 


cos  383*^-2=      cos23^- 


cos  434*-=      cos  74*-. 
7  7 

Uéqualiou  b'  =/  (x)  a  trois  racines  négatives ,  et  quatre 
positivrs  ;  le  cosinus  de  126*  est  une  des  premières ,  la  plus 
petite  des  trois  en  valeur  absolue  ;  on  séparera  donc  les  ra- 
cines négatives  de  Téquation ,  et  on  calculera  la  plus  petite 
des  trois. 

Il  peut  arriver  dans  un  pareil  calcul  que  l'expression  de 
Tare  multiple  ma ,  contienne  sous  un  radical  carré  la  ligne 
trigonométrique  de  l'arc  simple  a. 

Soit,  par  exemple,  à  trouver  sin —  étant  donné  sina 


(^ 


peut  toujours  être  supposée  irréductible  j .  Il  peut  se  pré- 

5 
senier  trois  cas  :  1*  /net  n impairs;  ex.  :  -a.  2*'  m  impair, 

5  ^      4<< 
n  pair  î  ex.  :  -  « .  3'  tn  pair  et  n  impair  ;  ex.  ;  ~-. 

6  ' 
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f"  eoi.  Trouver  sio-a  connaissant  sina=:b, 

7 

Oo  calculera  tàn5a=f[b)=:b'  d'après  la  formule  de 
Molvre.  Puis  on  emploiera  celle  qui  donne  sina  en  fonction 

de  8io-3 ,  en  observant  que  5~  est  le  7*  de  5a.  Si  donc  on 
pose  ha  =  a\  le  problème  proposé  revient  maintenant  à  ce- 
lui-ci :  Connaissant  sîn  ùI  =  b'.  trouver  sin  •=-  =  •^• 

7 

L'équation  du  problème  sera  du  7*  degré. 

La  discussion  se  ferait  absolument  comme  pour  ~.  Les 

7 

racines  correspondent  à  7  arcs  formant  une  progression 
arithmétique  dont  le  premier  terme  est  —  et  la  raison  — . 

2*  COS.  Trouver  sin — ,  étant  donné  sina. 

6  • 

Le  calcul  de  sin 5a  en  fonction  de  sina  par  la  formule  de 
Moivré  ne  donne  qu'une  valeur  &';  en  employant  cette  va« 
leur,  toujours  d'après  la  méthode  de  Moivre ,  pour  trouver 

fÎQ— ,  ou  arrive  à  une  équation 

du  12*  degré.  La  discussion  servant  à  déterminer  les  arcs 

a 
correspondants  aux  racines  se  ferait  comme  pour  •-  ;  il  suiBt 

6 

d'observor,  en  posant.  5a  =  a\  que  connaissant  sin  5a ,  ou 
ma!=zb\  on  cherche  sin—. 

3*  eot.  Trouver  sin  -  a ,  connaissant  sin  a:=zb. 

7 

On  diercbera  d'abord  sin  ha  au  moyen  de  la  formule  de 

Moivre  : 
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sia4a  =  4  sinacos^a  —  2  s\n^a  cosa , 
=  (4  sin  a  —  6  s\v?a)  cosa , 

=zb  \/i — sin'rt  (4  sin  tf  —  6  sin^tf)  j 
ou  bien 


sm  4a  =  dt  t/1  —  ^»MW  —  6*')  =  ±  ^'. 
Poar  continocr  le  calcal ,  îl  faudra  employer  successive- 
ment Tune  et  Taulre  de  ces  valeurs  pour  trouver  sin  -  4a , 
d'après  la  formule  de  Moi  vre ,  qui  donne  sin  a  en  fonctioD 


a 


de  sin  ^i^  ;  nous  aurons 


7 


6'=/(x),  (0 

-  b'  =/(x) ,  (2) 

» 

que  nous  pouvons  réunir  en  une  senle  : 

On  voit  facilement ,  par  l'algèbre ,  que  les  équations  (1)  et 
(2)  ont  toutes  leurs  racines  différentes,  à  moins  que  bue 
soit  0.  Nous  allons  vérifier  cette  circonstance  par  la  discus- 
sion des  formules  trigonométriqnes ,  laquelle  nous  apprend 
aussi  que  chacune  de  ces  équations  a  toutes  ses  racines  réelles. 

En  effet ,  nous  avoiis  : 

b^  =  sin4a  j     —  b'  s=  —  sin  4a  =  sin ( —  4a). 

Par  conséquent  toutes  les  racines  de  (1)  correspondent  aux 
arcs  des  deux  formules  suivantes  : 

4a   ,    ^kn       —4a    ,    (âit  +  Dit 
7  7  7  7 

celles  de  (2)  aux  arcs  des  formules  suivantes  : 

—  ♦a        2*jt       ka       (2A  +  1)it 

-y- 4-—,     y+  7 •  m 
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Je  ne  ferai  pas  la  discussion  qui  apprend  que  tous  les 

ircs  des  formolca  (a)  ont  mêmes  sinus  que  7  arcs  formant 

une  progression  arithmétique  dont  le  premier  terme  est 

4a  2ff 

-^y  et  la  raison  — .  De  même  pour  les  arcs  de  la  formule  (|3). 

Je  vais  seulement  montrer  que,  pour  des  valeurs  quelcon- 
ques de  ^1 ,  les  7  arcs  de  la  première  progression  ont  des  sinus 
dîfierents  de  ceux  des  7  arcs  de  la  progression  déduite  des 
formules  (?). 

Deux  arcs  des  formules  -=-  +  -r-  >  ^-r h  2ihr  ne  peu- 

7  7  7 

▼ent  avoir  même  sinus ,  pour  a  quelconque ,  que  dans  le  cas 

ou  la  somme serait  un  nombre  entier  impair  de 

demi-circonférences  ^  or  cela  est  impossible ,  car  ce  quotient , 
s*il  était  entier ,  serait  évidemment  un  multiple  pair  de  ir. 
iw-  A     t         ,     4<»   ,   2Amc      ,    4a   ,  (2A:  +  i)7r 

Deux  arcs  des  formules  --  +  -— - ,  4-  --  H = —  ne 

7  7  7  7 

peuvent  avoir  même  smus  que  si  la  différence —- 

est  un  nombre  entier  pair  de  demi-circonférences,  ce  qui  est 
impossiUe  \  car  on  peut  regarder  2A:"4~  1  ?  et  2^:^  comme  étant 
chacun  moindre  que  2x7. 

Même  raisonnement  peur  démontrer  qu'un  arc  de  la 
deuxième  formule  (a)  ae  peut  avoir  même  sinus  «  quand  a 
est  quelcooqoe ,  que  l'un  des  arcs  des  form«deft  (% 

On  peut  d*aillenrs  facilemeat  déterminer  des  vèkurs  de  a  ; 
telles  que  deux  arcs  de  ces  fomulcB.  aient  même  sinus.  Par 
exemple ,  oo  posera  : 

4tf    .   2A'ir        /-.4tf   .    2Fiï\       ^ 
7^7  \7^7/  ' 


OU 


%a   .   2(it'-.ife"),r 


—  sa  - 

d'où  enfin 

4a=7.»ic  — (^'— r)ic, 

dans  laquelle  k'  et  k*  ont  toutes  les  valeurs  entières  de  0  à  6  ; 
d'où  il  résulte  que  k' —  k*  a  aussi  toutes  les  valeurs  entières 
de  0  à  6.  Ce  résultat  est  conforme  à  ce  que  demande  Talgèbre 
pour  que  les  équations  (1)  et  (2)  aient  des  racines  communes , 
à  savoir ,  que  V  =  sin  4a  soit  égal  à  0  ;  car ,  dans  la  dernière 
égalité ,  ^a  est  un  multiple  de  ir. 

Il  est  évident  que  la  règle  exposée  au  commencement  de 
cette  note  servira  à  choisir  la  racine  convenable  parmi  cdles 
des  équations  obtenues  dans  les  différents  calcute  que  nous 
venons  d'indiquer. 


NOTE 

sur   les  fractions    continues. 


9AWL  M.  OVIXiMnr  V 

AdcIcd  élève  de  l'Ecole  normale. 


Puisque  j'ai  l'occasion  de  vous  écrire ,  permettet-moi  de 
vous  communiquer  une  réponse  à  la  question  qui  mta  été 
faite  jadis  à  propos  des  fractions  continues  considérées  en 
algèbre  élémentaire.  Cette  réponse,  je  Tai  faite  immédMaU" 
meni  à  M.  Catalan ,  qui  l'a  trouvée  satisfaisante  ;  mais  comme 
il  s'agit  d'une  définition  qui  n'est  écrite  explicitement  nulle 
part ,  son  insertion  dans  votre  journal  pourrait  être  utile  aux 
élèves. 

Qu'entend-on  par  valeur  d'une  fraction  continue  composée 
d'un  nombre  illimité  de  termes  ? 
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Les  réduites  de  rang  impair  d'ane  pareille  fraclion  forment 
une  suite  croissante  ;  les  réduites  de  rang  pair  forment  une 
suite  décroissante.  Les  nombres  de  la  première  suite  oni  une 
limite  supérieure  j  car  aucun  d'eux  ne  saurait  dépasser  un 
nombre  pris  à  Yolonté  dans  la  deuxième  ;  les  nombres  de  la 
deuxième  suite  ani  une  liipite  inférieure  ;  car  aacun  d'eux  ne 
saurait  être  moindre  qu'un  nombre  pris  à  volonté  dans  la 
première. 

Ces  deux  limites  sont  égales  ;  car  elles  sont  comprises  entre 
deux  réduites  conséculives  quelconques ,  et  par  conséquent 
leur  différence  est  moindre  que  tout  nombre  assignable.  Cest 
celte  limite  commune  qui  est  la  valewr  de  la  fraction  continue. 


Trouver  la  êomme  de  Umles  les  perrMUaiûmi  iifférenUi  d'un 

fiotnfrre  downé. 


f 

Soldât  au  71*  régiment  de  ligne. 


Soit  en  général  N  un  nombre  composé  de  n  chiffires  ;  trois 
cas  peuvent  se  présenter  :  ou  ces  it  chiffires  sont  tous  diflé- 
rents ,  ou  parmi  eux  il  y  en  a />  d'une  espèce ,  q  d'une  antre 
espèce,  etc.,  ou  bien  le  nombre  proposé  est  composé  avec  un 
seul  et  même  chiffire. 

1*'  eoi.  Soit  If. .  .,dcba  le  nombre  proposé  de  n  chiffres  dif- 
férents ;  il  fournira,  comme  on  le  sait,  1.3.3....n  permuta- 
tions. Or,  dans  Taddilion  de  ces  1.2.3....ii  nombres,  il  est 
facile  de  voir  :  t  «  que  tontes  les  colonnes  verticales  donneront 
nne  même  somme  partielle ,  prise  en  valeur  absolue  ;  â*  que 
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cette  sominc  constante  en  valeur  absolue ,  n'est  antre  chose 
qoe  la  somme  des  cbiCTres  du  nombre  proposé ,  multipliée  par 
le  nombre  des  permutations  de  (n— 1)  lettres.  D'où  il  résulte 
que  les  sommes  partielles  des  diverses  colonnes  verticales 
sont  : 

{a+b-^c+d+.,..+n)  [1 .2.3....(/i— 1)]  pour  la  T'a  droite, 
(a4-6+c4-^....+/i)[1.2.3. ...(«-!)]  X  10  pour  la  2", 
(a+^4-c4-rf+....-f/i)[1.2.3....{/i— 1)]  X  10*  pour  la  3*, 


(<z+fc+c-H/+....+/i)  [i.2.3....(n— 1)]  X  10*"'  pour  la  n*«»«  ou 
dernière , 

et  que  la  somme  demandée  peut  s'écrire  : 

(tf4-^+c  +  ££+....+/t)(i+104-10*+i0»+....+i0*"'); 
n 

ou  bien ,  en  désignant  par  s  la  somme  des  chiffres  du  nombre 

10* — 1 
proposé ,  et  en  observant  que  le  quotient  -^ — - ,  équivalent 

au  dernier  facteur  entre  parenthèse ,  est  un  nombre  composé 
de  n  chiffres  tous  égaux  à  1 ,  on  arrive  à  la  formule  : 

S=   X  5  X  lllii ....  (en  nombre  n). 

n 

'  Exemple  :  Soit  proposé  de  trouver  la  somme  des  permu* 
tations  différentes  du  nombre  1846.  Nous  aurons  : 

S  =  ^'^'^'^  .  19  .  1111  =114  X  1111  =  126654. 
4 

2*  ca$.  Si  le  nombre  donné  n'a  pas  tons  ses  n  chiffres  dif- 
férents ,  il  faut  alors  remarquer  que  le  nombre  des  permuta- 
tions n^est  plus  1.2.3..  n  pour  n  lettres;  mais  ce  produit 
divisé  par  1.2.3..../>,  s'il  y  a  /?  de  ce?  n  lettres  semblables , 


\ 
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oa  divisé  par'l.S.d..../^  X  1.2.3....^,  s'il  y  en  a  /i  d'une 
espèce ,  q  d'ane  aolre ,  etc. 

Soit  proposé,  par  exemple ,  de  trouver  toute  la  somme  des 
permutations  différentes  de  22-21 1 . 

La  formule  donnera  : 

S  = rr — Xo  X  11111=  177776. 

jfXi.a.yXi'.i:  '''' 

3'  coi.  Supposons  enfin  que  le  nombre  proposé  soit  com- 
posé avec  un  seul  et  même  chiffre.  Dans  ce  cas ,  /?  =  /i. 

Soit  le  nombre  555555  dont  on  demande  la  sonune  des 
permutatioiis.  11  est  évident  à  priori  que  cette  somme  n'est 
autre  chose  que  le  nombre  lui-même.  La  formule  donne 
un  résultat  parfaitement  identique  avec  celui-ci  ;  elle  con- 
duit à  : 

_  1.2.3.4.5.6        ^^    ^.,-.. 

S= .  30.  111111 , 

6  X  1.2.3.4.5.6 

=  5X  111111  =  555555. 

II.  Les  Hindous  rangeaient ,  parmi  leurs  règles  d'arithmé- 
tique ,  la  règle  qui  donne  le  moyen  de  trouver  la  somme  des 
permutations  dont  tous  les  chiflires  sont  différents  (1'^  cas] ,  et 
M.  Reuben  Barrovr  nous  a  conservé  l'énoncé  suivant  : 

Place  au-<les8us  des  chiffres  du  nombre  donné  une  progres- 
sion arithmétique  commençant  par  1 ,  au  rang  des  unités,  et 
allant  en  croissant  d^unc  unité  :  divise  le  produit  des  termes 
de  cette  progression  par  le  nombre  des  chiffres  qui  entrent 
dans  le  nombre  proposé  :  multiplie  la  somme  des  chiflres  do 
ce  même  nombre  par  le  quotient  ainsi  obtequ  ;  et  ce  produit, 
écri»-le  autant  qu'il  y  a  de  chiffres  dans  le  nombre  donné ,  en 
le  reculant  successivement  d'un  'rang  vers  la  droite  ;  la 
somme  de  ces  lignes  est  la  somme  de  toutes  les  permutations^ 

Exemple  déjà  cité  :  1846. 
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tu 

114 

4321 
1846 

114 
*-^'*. 19  =  114    114 

S  =  126654 

NOTE 

Sur  le  problème  de  MalfaUi. 

9AM,  ■.  OATAlAir. 


Pboblèmb.  Inscrire  dans  un  triangle  donnée  trais  cercles 

tangents  entre  eux,  et  tangents  aux  côtés  du  triangle. 

Ce  problème  a  été  l'objet  des  recbercbes  d'uD  assez  graod 
nombre  de  géomètres.  La  solation  qa'oo  va  lire  n'est  qae  la 

réduction  de  celle  qai  a  été  donnée  par  M.  Lschmutx ,  dans 

les  Annales  de  Gergonne  (tome  X). 

ABC  (Pig.  7)  étant  le  triangle  donné  ;  soient,  O  le  centre 
do  cercle  inscrit  ;  X,  Y ,  Z  les  centres  des  cercles  cherchés. 
Nommons  x ,  ^ ,  z  les  rayons  de  ces  cercles  ;  prenons  ponr 
unité  le  rayon  OÂ'  da  cercle  inscrit,  et  représentons  par 
«,  p.  7  les  angles  AOB'=  AOC',  BOC'=BOA',  C0A':=:COB' 
que  forment,  avec  OA,  OB,  OC,  les  rayons  menés  aux  points 
de  contact  B',  C,  A'. 

Soient  ensuite  D,  F,  G  le  point  de  contact  mutuel  des  deux 
ccrdes  X,  Y ,  et  les  points  de  contact  de  ces  deux  cercles  avec 
AB.  En  menant  la  tangente  commune  DE,  nous  aurons,  ainsi 
qu'il  est  facile  de  le  voir ,  à  l'aide  des  droites  EX ,  EY  ;   . 

DE  =  V/^,  FG  =  2V/^. 
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Si  donc  nous  projetons  AXYB  sur  AB ,  nous  aurons  aussi  » 
à  came  de 

AF  =  j:  tang  a^BG=jr  tang  p ,  etc.  : 

xtanga  +  ytangP  +  ^V^^=^°8«+tdiVP-    W 

A.fin  d'éyiter  les  radicaux ,  je  prends  pour  inconnues  auxi- 
liaires 


ce  qui  donne 


np  mp  mn 

m'  n  p 


L'équation  (1)  devient  par  la  substitution  de  ces  valeurs  : 

/^  (n*  sin  a  cos  |3  +  m*  sin  p  ces  a  -|-  ^tmn  cos  ce  cos  |3) 

=  mnsin(«+p).  (3) 

A  cause  de  la  quantité 

A*  SÎnaCOS  P-4- 2mn  cos  aCOS^, 

laipelle  forme ,  à  un  facteur  près ,  les  deux  premiers  termes 
du  carré  de  n  sio  «+  ''^  cos  a,  je  transforme  comme  il  suit 
l'équation  (3)  : 

pcos  p  (n*sin  a  -f-  Smn  cosa)  =  mnsin(a-|-p) — m*p  sin  p coss, 
pcoê  p  (it* sin'a  -f-  â''»^  sin aCOS a)= 

mn  sin  a  sin  (a  +  p)-— m'/isinasin^cosa, 

/rcosPCnsin  a-|- m  cosa)*  = 

mnsInasinCctrj-P)  — m'/^sina  sinPcosa  +  '^V'COs'oecosp. 

=  mn  sin  a  sin  («4-^)4'  m*p  cos  a  cos  («  -|-  P)  • 

Mais 
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dODC 

p  C05P(n sin  a  +  ''^  cos  ay=mn  sioa  sipy—  m*p  C09«  oos  7.  (4) 

Dans  cette  éqaatioo ,  chaDgeons  m  en/>,  a  eo  7  et  vice  versa  ; 

nous  aurons  : 

« 

/iicosP(nsin7-}^/7COS7)'=/'/isin78ma — mp^cosTCOS», 

Ces  deux  équations  donnent  : 

|i*(«8ina-t-'»cosa)*=m*  (/isin7+/?cos7)*. 

Extrayons  les  racines  des  deux  membres ,  et  ne  considérons 
que  les  valeurs  positives  de  m,  /i,  p,  lesquelles  répondent  aux 
cercles  intérieurs  ;  nous  aurons  : 

p  (/isina-|-''ïC0Sa)  =  w(/isin7  •4-/>COS7).         (5) 

Un  calcul  semblable  au  précédent  nous  donnerait  évidemment 
les  deux  autres  équations  suivantes,  que  Ton  déduit  de  celle- 
ci  par  une  permutation  tournante  : 

m{psm^'\'ncos^)==n  (p  sin  a  -{-  m  cos  a),        (6) 
n  [m  sin  7  -{-p cos 7)  =p  («  sin  p  +  » cos  P).        (7) 

En  ajoutant  les  équations  (5)  et  (7) ,  et  supprimant  le  fac- 
teur /7 ,  on  a  : 

m(cos7+8inp— co8a)  =  /i(cos7  +  î»îna— cosP).  (8) 
Par  une  transformation  bien  connue ,  on  obtient  : 

cos7  +  sinp  — cosK=4co8-psin- (a+p-— y)cos- (P-I-7— •) 

24  4 

=4cps^pcos(45*+l7)8in(45«+^a), 

COS7  +  sina— H»sp=4 cos  -a  oos  (45** -|--7  j  sis  (♦5*'-f--p) i 
ce  qui  donne ,  au  lieu  de  l'équation  (8) 
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1  +  tg-a 


(9) 


ObserTODB  actuellement  que  l'éqnation  (3)  peut  être  mise  sous 
la  terme  -. 

/» (^  tg  «  +  ^  tg p  +  2j  =tg«+tg p. 


m 


Si  donc  on  remplace,  dans  cette  dernière ,  le  rapport  —  par 


n 


sa  Takor  (9) ,  on  aura  successiTement 


.  1 


+ 


Usl? 


(i+»8ipX*-'»5")    (*+'«fr)(*-'40 


+1 


te::* 


i-t«-^ 


+ 


^i? 


*-tg'lp 


f  [tgi-(l  +tg|a)  (l-tglp)  +»g  ^(l+tg^p)  [i  -«g^-) 
+(,_,g.*.)(,_tg.lp)]=,gl«(,-,g-^p)+.g^p(|-.g-^«). 


1    1 


oa  bien ,  en  supprimant  le*facleur  1  —  'g  ~  "  'S  ô  ^  >  ^  ^^''^' 
plaçant  Ig-fl^  +  lg^PP»^ 
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/'[l+<g5(«+P)]=«g^(«+P). 
d'eu  enfin 

Od  obtiendrait  des  valears  analogaes  pour  m  et  pour  n, 
La  valeur  de  p  peut  se  construire  facUement. 
On  a ,  en  effet  : 

CO  +  OA— CA'=-i — f-l— tgv 

2cos'-7— 2sin-7C08-7  2cos^7  ^ 

"^  ^ï  TTî  ^       i      ,    .    1     "^  p 

cos"-7  — sin"-7  co8  27  +  8in-7 

Ainsi  : 

;,=  î  (C0+  OA'  -CA% m= i  (AO  +  OB'  -  AB), 

«=i(BO+OC'  — BC). 

Je 

Note,  Nous  donnerons  avec  Thistorique  de  ce  célèbre  pro- 
blème, la  solution  géométrique  de  M.  Steiner ,  qui  s'applique 
aussi  au  triangle  sphérîque.  Tm. 
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QUESTION  D'EXAMEN  (rair  t.  IV,  p.  648). 

9AWL  M.  G.  HaOUXTS, 

Blér«  du  oollége  royal  militaire  de  La  Fléebe. 


D'an  point  m  de  la  circonférence  d'one  ellipse,  on  mène 
deux  cordes  mFQ,  mPP  passant  par  les  foyers  j  démontrer 

que  la  somme  _  j^  ^_  est  constante  (fig.  8). 

Je  rapporte  l'elUpse  an  foyer  de  droite  P  et  à  Taxe  focal  ; 
on  a  alors  l'éqaation  polaire  : 

1  +«COSw* 

Si  on  la  rapportait  à  Fautre  foyer  comme  pôle  et  an  même 
axe  polaire ,  on  aurait  : 

p=~. £ 

1  —  CCOSw 

Soicnl  p',(u'  les  coordonnées  da  point  m,  et  <>">'"  les  coor- 
«kmnées  da  point  P  dans  le  premier  système  -,  p",»"  celles  da 
point  m  ;  p"«,"  celles  da  point  Q  dans  le  second ,  on  aani  = 

p'= P        ■»»—      P  „_      P         ,.         p 

De  pins , 

*»'"==  «'+  ^ ,    d'où    cos  «*'"=  ^  cos»\ 

6i'v=w'L(-w,     d'où     COSi»i^=  —  006fr>". 

On  aura  donc,  en  égard  à  ces  valeurs  : 

p':= -P  ù"'=        P  ff P  P 

i+«coso."     !-«x)s..''  f  -iz^js^'  p' -îiii^ss;:^- 

A»H    DS  MaTIIÉM.   V.  5 


-  «6  - 

P    .    P" 


Il  faut  démontrer  qac  -^  +  -i;  ^t  constant  ;  ce  qai  re- 

p        P 

Tient  à  chercher  la  valenr  de 

1  —  C  COS»'         1  -{-  C C08 w" 

1  -J-ccosw'  '    1  —  ecos»"' 

t>r,  la  relation  qui  existe  entre  les  deax  systèmes  est  que 

p'-|-  p"z=z  2â  ;  ou  bien ,  en  mettant  les  angles 

/y(2  +  eco8»>^ — ecosw^O  _^ 

(1+CCOS»)  (1  — «C0S6>")^ 

^       û  a  a 

Donc/i  =  a(t  — e*].  L'égalité  précédente  donne  cos»'  en 

fonction  de  cosw', 

,,     c'cosw'-f-âe  +  coflô»' 

«>S«"  = r-r-rr ,  .     ;     . 

c'-|-2cco8»'4-l 

Puis ,  substituant  cette  yaleur  dans  la  somme  à  calcula,  et 
réduisant  au  même  dénominateur,  il  vient  : 

(1+e')(6'cosV+2ecos»'  +  <)     ^„     al+l" 
(1  —  O  (e'cosV  -f  2e C08«'+  i)  1  — «"  ' 


valeur  constante.  On  peut  vérifier  cette  valeur  pour  l'ex- 
trémité du  grand  axe.  On  a,  dans  ce  cas  : 

a  —  c  .   fl  +  c      _fl*4-c'         l+«* 

■  J L—  s=  2  — ■ =a  2 

On  peut  aussi  résoudre  ce  problème  sans  se  servir  des  coor- 
donnéespolaires^en  observant  que  les  abscisses  des  points  P,  Q 
peuvent  se  déduire  des  lignes  de  la  figure  et  de  l'abscisse  du 
point  m,  au  moyen  des  triangles  mFf» ,  ¥pP  ;  mFV  et  qPQ , 
qui  sont  semblables  deux  à  deux.  Puis ,  substituant  ces 
abscisses  dans  les  expressions  des  rayons  vecteurs ,  savoir  : 

d=a pour  le  foyer  F,  d's=:a'\ pourTautreF. 
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SUR  LA  RÉSOLUTION 

d'wM  certaine  classe  d^ équations  à  plusieurs  inconnues  du 

premier  degré. 


Soit  le  système  de  m  équations 

•jr.  +  x,  +  x,-f XM=b, 

«,jr,-t-df,x,-|-tf,j:,4- amXm^^b\ 

a*x,+a^x^+aix^+  ....  Omî'xm^b", 


^tf  ^*^  x^..,.  Xm  SQOt  Jt  înconiuias  ;  a^y  a^ ,  ^i ....  om  sont 
m  quantités  connues  inégales  ;  fr,  6' ....  fr(<>^0^  m  autres  quan- 
tités connues  quelconques.  Soient  k ,  k!,  k" ....  â(«*-2)^  i^i — | 
quantités  oooslantes  indéterminées ,  et  rq[)résentons  par  f  (a) 
la  fonction  i^-f^'^ï4"^'^*+••••  +û*~'=<p(a);  on  a  donc  : 

Pour  trouver  la  yaleur  de  x,,  prenant  pour  t{a)  une 
fonction  algébrique  qui  ait  pour  racines  ^x.,  â,  ....a^i  les 
quanlités  k^K ,,,.  A<*>-0  seront  déterminées ,  et  Ton  aura  : 


X. 


calculons  la  fonction 

(a-a  J  (a-aj. . .  \a-^a^)z=f{a)  =s^**+Pa*'-'+Q/***"'+. .  .Ta+U, 
P,  Q . .. .  T,  U  sont  des  quantités  connues  \  or 


Q(fl)  =  (a  — !!,)(«— «,)....(«  — <i,„)  = 
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donc ,  d'après  des  théorèmes  connus , 

iK«*-2)  =  a^  -I-  p  ;    AK«-s)  =  tf;4-  Ptf,+  Q ,  etc.  ; 

et  ^  {a)  =/^{a,)  ou/*  désîg^ne  la  dérivée /(a)  par  rapport  à 
a,  qnî  ne  peut  jamais  être  nulle ,  pQisqaey*(a)  =  0  n'a  pas 
de  racines  égales  ;  on  calculera  de  même  la  valeur  de  jt.  , 
X, ,  etc.  ;  ainsi  la  détermination  des  inconnues  exige  seule- 
ment la  formation  de  la  fonction /(a). 

Observaiion.  Ce  genre  d'équations  se  pitsente  souvent 
dans  le  calcul  intégral ,  et  nous  avons  extrait  ce  qui  précède 
du  Cours  lithographie  de  M.  Sturm  (  2*  année  ).       .  Tm. 

(La  êuUe  prochainemeiU.) 


THEOREME  SUR  LES  NOMBRES. 


ff 

Licencié  èB  sciences  mathématiqnef  et  physiques. 


Théorème.  Il  est  impossible  de  trouver  deux  nombres 
tionneb  dont  le  produit  soit  égal  à  la  difiérence  de  leurs 
carrés. 

Ainsi  l'équfttion 

(t)  «r=^-y 

«st  impossible  en  nombres  raticmnels. 

a 
j?=  — 

Démofutraiion,  Si     sont  fractionnaires  ,  on  les  ré- 


•^=-ï 


N 


dnit  au  même  dénominateur        ^,y  et  Téquation  est  rame- 


^  =  D 


née  à  des  nombres  entiers. 
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On  peut  sopposer     premiers  entre  eux  ;  car  t'ib  ont  un 

bctenr  ecMamuD  a ,  ce  factenr  disparaîtra. 
L'équatioa  (1)  revenant  à 

xjr  =  {X  +jr)  {x  —y) , 

__    sont  premiers  entre  eox  ;  sinon ,  leur  somme  âx  et 
leur  différence  2x  auraient,  ou  un  factenr  oommon  antre 

X 

que  deox  qoi  devrait  diviser  à  la  fois     ,  on  le  facteur 

y 

X    I    ^ 

commun  2  qui,  divisant  à  la  fois        '     ,  entraine  pour 
I     ia  nécessité  d'être  tous  deux  pairs  ou  tous  deux  inqmin  \ 

I    étant  premiers  entre  eux  ne  peuvent  être  qu'impairs  ; 

mis  alors  x* — y^  serait  pair,  tandis  que  xy  serait  impair  ; 
on  aurait,  par  l'équatioii  (i),  un  nombre  impair  égal  à  un 
nombre  pair,  ce  qui  est  absurde. 

Retnarque.  Le  théorème  résulte  immédiatement  de  la  réso- 
lution directe  ;  on  a  r 

yii±\/b)  -xddbV/s) 

x=^ ^ — ^     ou     y=  ■        ■    > 

y  étant  rationnel ,  x  ne  peut  Vétre. 
Auiremeni  encore.  Puisque     sont  premiers  entre  eux,    , 

y  y 

le  sont  aussi ,  et  Ton  aurait  dans  xy  des  facteurs,  qoi  n'entre- 
raient pas  dans  x*— ^*. 
GénéraleBDOit,  l'équation 

est  impossible  en  nombres  rationnels,  par  une  raison  ana- 
logue. 
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Un  CM  particulier  de  celte  éfWtiOD  est  : 

On  peut  faire  (xff  =  a*,  si /> = mn^  car  alors  » = {xyf  ; 

est  impossible  pour  loat  nombre  z  qui  est  one  poîssance  do 

produit  des  deux  premiers  nombres    .  C'est  peat-étre  une 

lueur  jetée  sur  le  célèbre  théorème  de  Fermât,  que^  passé 
le  deuxième  degré ,  Téquation  x*-|-^**=s  z"*  est  impossible. 

Note.  11  saflSt  de  démontrer  ce  dernier  théorème  pour 
le  noMfere  4  et  pour  les  exposants  acnasbres  prenien.  Fermât 
Ta  démontré  ponr  4;  Euler  ponr  3;  Legendre  pour  5; 
M.  Dirichlet  pour  14 ,  et  M.  Lamé  ensaite  pour  7  ;  déasoos- 
tratipnqae  M.  Lebesgue  a  considérablement  simplifiée  (f^otr 
LioBYille,  t.  V,  1840).  Tm. 


THÉORÈMES 
sur  les  Puissances  des  Némbr^s. 


I.  Théorème.  S'il  est  impossible  de  satisfaire  à  Téquation 
X«**f  rr=:Z%  ilcstaossi  «possible  «k  aatisfaireàréquatioa 
a"" +y"  =  i' (Lebesgue). 

Démonstration,  11  suffît  évidemmenidedcnKMiIrer  le  théo- 
rème pour  des  nombres  entiers. 

a)  Si  deux  des  trois  x,  y,  z  ont  un  facteur  commun ,  il 
divise  aussi  le  troisième;  ou  peut  ainsi  le  faire  disparaître  ; 
donc  deux  quelconques  des  trois  nombres  peuvent  ^(re 
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supposés  premiers  entre  eux  et  il  n'y  a  qu'on  seul  des  trois 

nombres  qui  aoil  pair. 

fr)  z  ne  peut  être  pair  ;  ^  serait  divisible  par  4^  et  x  et  ^ 
étant  alors  impairs,  la  somme  des  deux  carrés  impairs 
(x*)*-^(r*)*  ne  peot  donner  nn  nombre  divisible  par  4; 
donc  Van  des  deux  nombres  x,  y  est  nécessairenjent  pair  et 
l'antre  impair.  Soit  donc  x  »  i^pq  \  m  est  au  moins  égal  à 
Tnnité  ;  p  et  9  sont  deux  nombres  impairs  et  premiers  entre 
eox,  et  pouvant  être  l'imité,  cbaou  on  ensemble.  Ainsi  les 
quatre  aondnm  y^p^  f ,  z  sont  impairs  et  premiers  entre 
eu,  pris denx  à  deux. 

Premier  cas.  n  pair. 
L'équation   peut  alors   évidemment   prendre  la  forme 
11*4-  (T*  =*•;  ou  «^Vy*4- 1^  «  a'  î  2**  p^q^  = 

=  (*— •)(z4-«i»). 

a)  z-f  !>-  et  a  — p*  n'ont  d'antre  facteur  commun  que  2  j 
car  oe  facteur  commun  appartient  à  la  somme  Ss  et  à  la  dif- 
fbteaod  2p*  ;  z  et  1^  étant  premiers ,  2z  et  2^  n'ont  que  2  pour 
fadenr  commun. 

h)  Il  n'y  a  donc  que  ces  deux  décompositions  possibles  r 

z+p'  =  2p*, 

z— i^=2*^*î*; 
on  bien: 

z  —  >^  =  2p*, 

z  +  p'  =  2**"*î*. 

Le  premier  système  donne  j^'ss/i*— 2**^ç*  ;  et  le  second, 
1^=1  2**^jr*— p*.  Or,  cette  dernière  équation  est  impos- 
sibie;  car  elle  d<mne  : 

I»'  et  p^  étant  deux  carrés  impairs ,  leur  somme  ne  peut  être 
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divisible  par  4  ;  on  ne  pent  donc  admettre  que  le  premier 
système,  dont  on  tire  2**^jf*  =  (p*H-^)  (p*— ^).  Faisons 
q  z=zrs,  rets  étant  deux  nombres  impair^  premiers  entre 
eux  ;  et  raisonnant  comme  dessus ,  on  aura  ces  deux  sys- 
tèmes possibles  : 

;?•  —  p  SB  2*  *"'  s<  1     p'  +  p  =  2*  *"•  5* 

L'un  et  l'autre  système  donne /y*  =b  r^  +  (2*^^  s)*  (i)  *,  donc 
si  l'équation  (2*>?)*  +  (^  =  /^  est  possible ,  celle-ci ,  l'équa- 
tion (1)  le  sera  aussi,  ou/?,  v^  «sont  des  nombres  impairs  pre- 
miers entre  eux,  et  m  est  diminué  d'une  unité  \  en  continuant 
ainsi ,  on  parviendra  enfln  à  une  équation//*  =  /^^  +  «'^,  ou 
p\  r\  /  sont  des  nombres  impairs,  résultat  absurde  ;  donc 
aussi  la  somme  de  deux  bicarrés  ne  peut  être  un  bicarré. 
Théorème  de  Fermât  (Théorème  des  Nombres ,  t.  II,  p.  5, 
3'édit.  1830). 

Deuxième  cas.  n  est  impair. 

Faisant  toujoTurs  x  =  ^^pq ,  il  vient  (2*/?^)'*+^*  =  **  » 
(2*7??)'*  =  (z — r*)  (*  +J^*)i  d'où  deux  systèmes  possibles  : 
a— jr«  =  2/,«,   •oul?lens+j^''  =  2p** 

Le  second  svstème  donne 

y'  =  p-^  —  T'^q'^  ^ip""^  (2"*-*^")*]  [p''+  (2"^*  ^")T  ; 

faisant  ^  =  r^  en  supposant  rct  5  impairs  et  premiers  eotre 
eux ,  on  aura  : 

r''=^''  +  2-*"'ç*i  «*  =/?•  —  2""^>ç'';  d'où  r"— 5''=2*'*y"=     * 

r 

Or,  cette  équation  est  supposée  Impossible;  donc...  etc. 
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Pour  le  premier  système ,  il  suffit  de  supposer  que  y,  ou 
(pie  l'on  des  diYiseurs  r  ou  «  est  négatif  et  Ton  parvient  à  la 
même  conclusion. 

Si  n  =  1,  en  obtient  la  solution  connue  : 

z  =  p-  +  (%^qf 

X  =  Vpq.  (Voir  Annales ,  1. 1,  p.  184.) 

ObêervoHon,  La  première  partie  du  théorème ,  savoir  que 
la  somme  de  deux  quatrièmes  puissances  ne  peut  être  un 
carré  y  est  indépendante  du  théorème  de  Fermât  sur  Fimpos- 
silnlité  de  trouTer  une  puissance  de  nom  quelconque,  la  se- 
conde exceptée,  égale  à  la  somme  de  deux  puissances  de 
même  nom. 

II.  Théorème,  y*  —  jr*  =  2**  est  une  équation  impos- 
sible ,  en  nombres  rationneb  pour  />  >>  1 . 

Hémofulralton.  Faisons  x""  +  2""  =  tt 4  tt+a*=^; 
a— a*=ra:*-  ii*-2'*=  (xr)*;  d'où  (xyy+z'^  =  u\ 

équati<Mi  impossible  d'après  le  théorème  précédent  ;  donc. . . 

Corollaire.  Ainsi  la  différence  de  deux  bicarrés  ne  peut 
être  égale  an  double  d'un  carré. 

Oftfsrooljofi.  Ce  théorème  est  de  M .  Liou ville  (Joum.  des 
jtfarft.,  t.  y ,  p.  360.  1840). 

III.  ITiéorême.  La  diffëreoce  de  deux  bicarrés  ne  peut 
être  un  carré. 

DémomiraHon.  Soit  l'équation  a:^  ^y*  =  z%  H  snflBt  de 
prouver  l'impossibilité  de  cette  équation  en  nombres  en- 
tiers et  premiers  entre  eux,  pris  deux  à  deux;  il  y  a  donc 
deux  nombres  impairs  et  un  nombre  pair  ;  a:  ne  peut  être 
pair,  car  la  somme  jr*-^z*  de  deux  carrés  impairs  ne  peut 
être  égale  à  an  carré.  11  y  a  donc  deux  cas  possibles  : 
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Premier  cas.  x  impair  -,  y  pair  ;  z  impair. 

Faisons  ^=2**/'?  *  ^  ^^  moios =1  ;  p  et  ^  nombres  impairs 
premiers  entre  eux  et  premiers  avec  x  et  z  ;  réqaation  de- 
vient (x'  -h  z)  (j:'— -z) =2**7ï<ç*  ;  j:'  +  z  et  x*— z  n'ont  que 
2  pour  factenr  commun  ;  donc  x*±:  z  s  2p* 

ar'zpz=2**^"^^ 

X*=/?4+24"^"^*  ;  (x  ^f)  {x-Yf)  =  2<^'^*  î 

X — p'  et  X  -)-/''  n'ont  qae  2  en  facteur  commun  ;  d'où  : 

équation  impossible ,  car  la  somme  de  deux  carrés  impairs 
ne  peut  être  égale  à  un  carré  ;  donc. . 

Deuxième  cas.  x  impair  ;  y  impair  \  z  pair. 

x=2>7;  (x'-jr")  {Jr>  +  y)  =a^pV;  ar*+y=S^*; 

jr»-y  =2-^^-  ;  x'  =/»'+2**^^'  ;y  =/,«— 2-^y  ; 

xy=p*-(2*^*^)*; 

si  m  =1,  l'équation  est  impossible ,  puisque /»,  q^  x^y  sont 
des  nombres  impairs  ;  si  m>  1,  l'équation  rentrant  dans  le 
cas  précédent ,  est  encore  impossible. 

Le  second  système,  x'  — y^ = 2/i'  ;  x*  +>'' =2^^*  j*  mène 
à  l'équation  impossible^''  +p'  =  2**^9*;  donc»  etc. 

Corollaire,  Donc  ni  la  somme  de  deux  bicarrés ,  ni  leur 
différence  ne  peut  être  un  bicarré. 

lY .  Théorème.  Lorsque  k  somme  des  deux  carrés  est  un 
carré ,  le  produit  des  racines  ne  peat  être  le  double  d'an 
carré. 

DémonUration.  Soit  x^+y^'sszu*;  a:r=9^';  on  en  tire 
( j?'  —yy  ss  ii4 — (2p)^  ;  mais  la  diffi&rence  de  deux  bicarrés 
ne  peut  être  im  carré;  donc... 
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ObÊ0vaiûm,  Lorsque  les  côtés  d'iio  triaDgle  rectangle  sont 
des  nombres  rationnels ,  Faire  ne  peut  élre  un  nombre 
Gsrré. 

y.  Théorème.  L'équation  x^+4^  =s  z*  est  impossible , 
excepté  pour^=0. 

Démomiraiion.  xeiz  sont  impairs  et  premiers  entre  eux  ; 
x^=z(z  -f-^  (z — ^)  ;  ces  deux  derniers  facteurs  sont  im- 
pairs et  premiers  entre  eux  ;  donc  : 

équation  impossible  (théorème  III)  ;  donc... 

Ohgervaiion.  Une  démonstration  analogue  fait  Yoir  que  la 
formule  jp^ — J^  ne  peut  devenir  un  carré. 

VI.  Théorème.  L'équation  x^-f  %y^  =  z*  est  impossible  en 
nombres  ratSonnels ,  excepté  pour  j^  :c=0. 

DèmonsiratUm.  Raisonnant  toujours  comme  ci-dessus ,  il 
est  éyident  que  x  et  z  sont  impairs  et  premiers  entre  eux  ; 

2^*  =  a-— x*=:(«  +  x')(z  — jr»}f 

le  second  nombre  est  pairement  pair  ;  donc  y  doit  être  pair. 
D'après  la  théorie  des  carrés,  on  a  : 

z=p*+^*  ;  x'  =  p'  -  V  i  r'=  ^pq  î 
parla  même  théorie ,  l'équation/»*  — x*  s=:  29'  donne  : 

d'où  j^'  =  4mn  (m*  -|-  2ii')  ;  m  et  n  sont  premiers  entre  eux  ; 
il  faut  donc  que  m,  n,  m* — 2n*  soient  des  carrés.  Faisons 
mssj^  ;  n=g^  ;  ni/ni  g  ne  peut  devenir  nul,  à  moins  qu'on 
ait^=0;  nous  devons  donc  avolr/<+%*  *=  i^'  =/?,  équa- 
tion semblable  à  celle  qui  est  donnée  ;  mBHp'<Cz\  *f<C\/z  ; 
le  second  membre  de  1  équation  donnée  peut  donc  aller  en 
diminuant  sans  pouvoir  devenir  nul,  ce  qui  est  impossible  ; 
donc... ^  etc. 
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VU .  Théorème.  L'équation  j;^—  a^<=  z*  est  impossible  en 
nombres  rationneb,  excepté  poor^ = 0. 

Démomtration.  On  déduit  de  cette  équation 

équation  impossible,  etc. 

VIII.  Théorème.  L'équation  x«  —  *r*  =  z^  est  impossible 
en  nombres  rationnels,  excepté  pour^=0. 

Démonêtraiion.  On  a 

JC*=:p*  +  q';  ^»=p._^*.     s  =  ^y  ;  d'OÙ  S^y  =/?*  —  ^ *, 

équation  impossible  (théor.  II). 

IX.  Récapiiulaiion. 

J^±y*=z''  5  j:4— ^4  s=  g»*;  xt+  2^=*'; 

sont  des  équations  impossibles  en  nombres  rationnels  (  Voir 
Ijegenire,  Théorie  des  nombres). 

X.  Théorème.   Aucun  nombre  triangulaire ,  excepté  l'u^ 
nité ,  n'est  égal  à  un  bicarré. 

Démonstration.  Soit  j:(x—  1)  =  2z*  ;  faisons  z  =  mn  ;  il 
n'y  a  que  deux  décompositions  possibles. 
Première  décomposition  : 

x  =  2in*;  x+i  =  n<  ;  d'où  1  =  «4  —  2m< ;  ou  2m*+ 1  =«4, 

équation  impossible  (th.  YI). 
Deuxième  décomposition  : 

x=n*;  x+l==2»^J;  l=2i»4  — »*; 
on  en  tire  : 

équation  impossible  (th.III),  à  moins  de  supposer  m=/ie?t. 
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XI.  Thècrème.  Ni  la  somme  d'an  oombrc  et  de  son  réci- 
proque ,  Di  leur  diflëreoce  ne  peat  être  un  carré. 

1 
Démonstration,  Soit  l'équation  z±-=  v^j    z  étant  un 

nombre  quelconque  entier  on  fractionnaire ,  on  en  tire  : 

«  =  -  1^  ±:  -  I/j^  zh  4  :  et ,  faisant  >>  =  -  ,    »*  ih  4^*    ne 
2  2  î 

peut  être  un  carré  \  donc..}  etc. 
Autrement.  Soit  z  =  ^  \  peiq  nombres  premiers  entre 

eux  :    alors    = ^  j  p'  ±  ^'  et  pg  sont  aussi 

z  pq       '^ 

premiers  entre  eux  ;  donc,  pour  que  cette  expression  soit  un 

carré,  il  faut  quep^  eip^  ±  ^  soient  des  carrés  ;  or,  p  et  ^ 

étant  premiers  entre  eux ,  il  faut  que  p  et  ;  soient  chacun 

un  carré ,  et  alors /?'  ±  9'  étant  la  somme  ou  la  différence  de 

deux  bicarrés,  ne  peut  être  un  carré  \  donc...,  etc. 

Observation.  —  ±:  -  ne  peut  donc  être  un  carré  :  donc  on 

y     X      ^ 

X         Y 

ne  peut  avoir  — ±  — =  1,  ou  x^  ±y  =s  xjr  (Tftoréme  de 

M.  Vachette,  voir  p.  111). 

XII.  Trouver  à.  quelle  condition  on  peut  satisfaire  en 
nombres  rationnels  à  l'équation  y*  -\-  mjrx*  -4*  a  =  0  ;  m  et 
a  sont  des  nombres  donnés. 

Solution.  x  =  —  -  ax*  ±:  -  l^rn'x*  —  4a  ;   ainsi  il  faut 

que  la  formule  m*p^ — ^^q*i  ou  ce  qui  revient  au  même, 
quela  somme  p* — kanCq^ puisse  devenir  un  carré. 

XIII.  Aernorgue.  Quelquun  répétait  devant  d'Alembert 
l'assertion  banale  que  la  géométrie  servait  à  recti6er  l'esprit. 
Oui,  reprit  d'Alembert,  à  rectifier  les  esprits  droits.  Cette 
réponse  spirituelle  est  d'une  grande  justesse.  Il  est  vrai  pour- 
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tant  de  dire  que  Tétude  des  sciences  exactes  rend  en  général 
l'esprit  diflScile  sur  le  mérite  des  prmveê.  Euler  croit  que  la 
théorie  des  nombres  en  particulier  est  plus  propre  encore 
que  la  géométrie  à  donner  de  la  rectitude  au  jugement  et 
de  l'intensité  à  la  faculté  méditative.  Si  l'on  introduisait  les 
principales  propositions  de  cette  théorie  dans  l'enseignement 
classique,  les  examinateurs  acquerraient  un  excellent  cri- 
térium pour  classer  les  intelligences.  Ce  moyen  est  infiniment 
préférable  à  celui  qui  est  en  usage ,  et  qui  consiste  à  rendre 
diflBdles  des  lieux  communs ,  à  accumuler  des  minuties  puri- 
taines ,  plus  propres  à  cambrer  les  esprits  qu'à  les  rendre 
droits.  Admettons  donc  dans  nos  collèges  le  calcul  diffé- 
rentiel pour  faciliter,  abréger,  étendre  les  études,  et  la  théo- 
rie des  nombres  pour  en  augmenter  la  force.  La  véritable 
logique  s'apprendra  alors  dans  nos  classes.  Surtout  depuis 
que  nos  philosophes  désertent  les  sciences ,  ne  yeulent  plus 
être  que  des  écrivains  et  des  littérateurs  et  croient  pouvoir 
se  passer  des  sciences  exactes.  Platon ,  Aristote ,  Descartes , 
Leibnîtz,  Mallebranche ,  Gassendi,  Spinosa,  Glarke,  Kant, 
n'étaient  pis  de  cet  avis.  On  ne  voit  pas  ce  que  la  philosophie 
a  gagné  à  cette  ignorance-là. 

Comment  d'ailleurs  nos  prétendus  disciples  de  Platon  fe- 
raient-ils pour  entrer  dans  l'école  du  maître,  laquelle  pM*tait 
l'inscription  connue  :  o^U  à^uaitixçfTfcr^ç  ûtkfo,  qu'ancon  non- 
géomètre  n'entre  ici  ? 

Dans  un  article  spécial ,  nous  signalerons  les  nombreuses 
lacunes ,  l'état  honteusement  arriéré  de  renseignement  ma- 
thématique  universitaire  et  nous  indiquerons  les  moyens 
faciles  d'y  remédier,  par  les  programmes  d'examen. 

Tm. 
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RECUEIL  DE  FORMULES  ET  DE  VALEURS 
rtloHves  aux  fonctions  circulaires  et  logarithmiqties. 


t.  e=z 2,718281 82845904523536028 

2.  r.10  =  2,30258  50929  94045  68401  79914 

/'  désigne  le  logarithme  Dép^ieo. 

3.  îr75  =  <^i*342  9448  1903  2518  2765  11289 

If*^  /Wlî  fm^ 

4.  ..(,  +  .)  =  ._! +|_|. 

^     ^1.2^1.2.3^1.2.3.4^ 


lorsque  it=oo. 


='('+7)('+ë)('+ê)('+iC-).-«- 

2    ,         ^1.2^1.2-3.4^ 


r-f;^ K=î)  =  log kxH^^H- ^'^^ 


x' 


|/^— I  -|-  c-«l/  —I  e«J^— » — g— a?  l/— 1 


11.  cosj:= : >    8idj:=  

^  2V/— 1 
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1  —  \/ — 1  /laDgx 
13.  €«V^-*=C08x+I/— t.sinar;  c-*1^-*=C08j:— l/^sinx. 

li.  cosx  =  l -----  + 7---—-— -etc. 

1.2   '    1.2.3.4 

x^  x^ 

15.  sinx^x  — [-  —  etc. 

1.2.3^1.2.3.4.5 

111 

16.  X  =  tangx  —  •-  tang^x  +  ~  tang^x  —  - tang^x  + .... 

3  5  7 

(2  2  4  \ 

sia  w +-  sin'tt+ ^  %\n^u  +  ....) 
3  3.5  / 

•   «   /l    1    *    .' .     .4     ,   -     ,    4.6     .  .         \ 
^^  tangx     /2      tang*x       ,   2.4        tang^x 


l  +  taDg'x\3  1+tang'x  '   3.5  (l+lang2'x) 
2.4.6        tang^x 


2.4.6        tang^x  \ 

"*"  3,5.7  (1  +lang'x)3+'"7' 


19.  ir  s  3,14159265358979323846264338  ; 

Lnr  z=:  0,4971498726941 33854351 1 268288  =  log  ir  ; 

h  =  1,4447298858494001741434237  ; 

3.60 
log =  1,758122632409172215452526413  , 

.     3.60* 

log =  3,536273882792815847961293211  ; 

,     3.60» 

log =  5,314425133176459480470060009. 

20.  Arc  ^al  au  rayon  =  57%29577951 3082320876798  = 

=  343r,74677078493925260788 
=  20626V',8062470963551564728 
=  57».  ir.  44".  48'".  W^. 29^.  21^'. 
(Saite.) 
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DETERMINATION 


dn  axes  principaux  de  rotation  d'un  corps ,  par  * 
^  M.  Th.  Gbiuen ,  de  Manicb. 


(Crelle,  c.V,  p.383.) 


I 


La  aolation  ordinaire  condait  à  une  équation  da  troisième 
degré ,  un  peu  compliquée  ;  la  méthode  suivante  donne  à  l'é- 
quation une  forme  plus  symétrique  ;  elle  a  été  employée  par 
M.  Gausa  pour  la  solution  d'un  autre  problème  ;  l'origine  est 
au  centre  de  gravité  du  oorps  ;  axes  rectangulaires  ;  x^x^z^ 
coordonnées  d'un  point;  x\y^z\  coordonnées  du  mémo 
point  relativement  aux  axes  principaux  ;  on  a  : 

ffdm  =  p  ;     fyzdm  =  t  J         (|) 
f^dm  =  7  ;     fzxdm  =  6 

Les  six  lettres  grecques  représentent  des  quantités  connues* 
Et  relatif  ement  aux  axes  principaux  : 

/y'rfi7i  =  u;     fyz'dm=zO\      ,    (2) 
fz'*dm  =  r  j     fz'jc'dm  =  0 


ctsoil 


x'=  ax -{-by  -{-cz 

y^^za'x  +  ù'jr  +  c'z  ]  (3) 

z'z=a"x+by  +  c''z 

A!l!l.     T.  M\Tfltll.  V.  6 
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OD  doit  avoir  x*  +y +  «*«  x'  +/'+«'  ;  donc 

b'+b''+V'*  =  i,    frc  +  6V  +  6V=0}     (4) 
c'_|-c"  +  c"*  =  l,    «c4-aV  +  aV  =  0 

Ainsi  nous  avons  doute  inconnues,  S,v,ç  et  les  neuf  coiffi* 
cients  des  équations  (3)  ;  mais  aussi  douze  équations ,  savoir 
lès  systèmes  (2)  et  (4). 
Les  équations  (3)  donnent  : 

jr  =  bx'+l/y  +  b'A         (5) 
a=cx'+cy+c'v) 

d'où 

a*+b'+c'  =  \j        aa'  +  bb'+ce'ssO\ 

a^+V'  +  c"  =  1,      a'a"+W+cV'=oj     (6) 

Substituant  dans  les  équations  (1),  les  valeurs  déduites  de  (5) 
et  (â) ,  il  vient  : 

7  =  c'ç  +  c'\u  +  c"m; 
.  =r  ftc?  +  *V,v  +  *  V'.t 

celles-ci  donnent,  ayant  égard  aux  équations  (6) 

Çisa^a+p^>  +  «c  }  (8) 

u6'=^a'+p6'  +  ic'}  (9) 
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ç^"=:Ja"+pfe"+ic"[  (10) 


Par  rélimiiiaUoii  de  a^b^c^  des  équations  (8) ,  on  trouve 
l'éqoation  suivanteentre  E,  et  les  quantités  connues  «,^,7,  etc.  : 


On  voit  de  suite  qu'on  trouve  une  semblable  équation , 
en  V  et  en  (,  en  étiminant  a',b^^c'  entre  les  équations  (9) ,  et 
â",6",c^  entre  les  équations  (10)  ;  ainsi ,  si  on  développe  Fé- 
quatiOD  (H),  et  qu'on  remplace  (  par  u,  on  obtient  : 

+  p6'4-ï^  — 2J«0  — «P7  =  0;         (12) 

les  trois  racines  sont  les  valeurs  de  C,  v  et  S. 
Les  équations  (8)  donnent  : 

^((«— «Ç-^o;=ft((p— 5)E-&)=c((7-.ç)ç-e*) 
1 


la= 


U  = 


Xc  = 


(a— ?)Ç-^ 

1 

(p— Ç)ï— f^ 

i 
(7— «)5— <>« 


(13) 


((«-5)5-^9/ ^((p-5)ç-^)*    ((7-.ç)ç-o.y 
On  trouve  de  la  même  manière  a\b\e^  en  v,  et  a!\V\c^'  en  X,* 
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DÉMONSTRATION 

de$  formules  qui  donneni  sin  {a  +  b)y  etc. 

VAa  M.  A.  USPAL , 

Elère  de  l'Ecole  normale. 


On  peut  arriver  à  la  démonstration  de  ces  formules  d*une 
façon  très-simple  et  dès  le  commencement  même  de  la  tri- 
gonométrie, en  donnant  les  définitions  suivantes  des  lignes 
trigonométriques. 

BAC  étant  un  certain  angle , 

Si  on  abaisse  d'un  point  quelconque  D  de  AB  ^  une  per- 
pendiculaire DF  sur  AC , 

DF    DF    AF 
Les  rapports  — ,  -jr=L ,  —  sont  constants  pour  Tangle  A, 

quelle  que  soit  la  perpendiculaire  DF. 

Ces  rapports  peuvent  donc  servir  à  déterminer  parfaite- 
ment cet  angle. 

DF 
Le  premier,  -—= ,  est  appelé  tangente  de  Tangle  A. 

DF 
Le  deuxième ,  ~-Tr ,  est  dit  le  sinus  de  Tangle  A. 

AD 

AF 
Et  le  troisième  >  77^  ?  est  appelé  le  cosinus. 

Alors  nous  ne  dirons  plus  les  lignes ,  mais  bien  les  rapports 
trigonométriques  C^). 


(*)  ces  défloUionf  sont  celles  du  Manuel  de  géométrie  et  derraient  éire 
adoptées.  Tm. 
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Ces  défioitiODS  nous  donnent  immédiatement  : 
DF=AF.tangA,  DFsADsînA,  AF  =  ADco8A. 

La  troisième  nous  montre  qne  la  projection  d'une  ligne 
snr  une  au  Ire  est  égale  à  la  longueur  de  cette  même  ligne 
multipliée  par  le  cosinus  de  Fangle  compris  ;  car  AC  est  la 
projection  de  AD. 

On  aurait  anasi  dès  lors  : 

DF  =  ADcosD, 
mais  DF=:AD8inA; 

donc  sin  A  =  cosD  =cos(9Ô^—  A)  ; 

ce  qoi  montre  que  le  sinus  d'un  angle  est  égal  au  cosinus  du 
complément  de  cet  angle. 

Ou  Toit  aisément  que  si  on  projette  AF  et  FD  sur  Thypo- 
ténose  AD,  cette  hypoténuse  AD  est  égale  à  la  somme  des 
projections  de  ces  deux  lignes. 

Donc  AD  =  AFcosA-f  FDcosD. 

^      AF  ^      FD 

cosA  =  ^,     cosD  =  _. 

Subsfitoant  cea  deux  valeurs,  il  Tient  : 

,^       AF*  .  FÔ' 
^^  =  ÂD+ÂD^ 


on  AF'  +  FD'  =  AD'' 

ce  qut  déoioatre ,  en  passant ,  le  carré  de  l'hypoténuse. 

Si  le  triangle  est  quelconque,  comme  ABC,  on  pourra 
voir,  avec  la  plus  grande  simplicité ,  que  les  côtés  sont  enire 
eox  dans  les  mêmes  rapports  que  les  sinus  des  angles  opposés. 

Venons  maintenant  à  la  démonstration  qui  fait  l'objet  de 
ce  théorème. 

Je  suppose  que  j'ai  deux  angles  a  et  & ,  dont  la  somme  est  : 

<iS0*(fig.9bit). 
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Elle  peat  différer  aussi  pea  de  180®  qo'on  voadra ,  et  le 
théorème  n*en  sera  pas  moins  yrai. 

Smr  une  droite  indéfinie  AB ,  je  fais  un  angle  BAC  =  a. 

En  un  point  quelconque  C  de  la  droite  AC,  je  fais  un 
angle  ==  b. 

J'obtiens  ainsi  le  triangle  ACD^  dans  lequel  Fangle  exté- 
rieur CDB=  a +ft. 

Par  le  théorème  des  projections ,  on  a  immédiatement  -. 

AC  =  ADcosa  +  GDcos^. 

[  On  sait  que  cette  égalité  est  Umjonrs  yraie  ;  car  si»  par 
exemple,  Tangle  b  était  obtus,  le  deuxième  terme  du 
deuxième  membre  serait  négatif  ;  mais  le  cosinus  d'un  angle 
obtus  est  négatif.  On  a  donc  deux  signes  —  qui  se  réduisent 
à  -f-  par  les  règles  de  la  soustraction.  ] 

Si  maintenant  je  remplace  dans  FégaUté  précédente  les 
côtés  par  les  sinus  des  angles  opposés,  ce  qui  ne  trouble  pas 
l'égalité ,  puisque  ces  sinus  sont  proportionnels  aux  côtés , 
j'aurai  l'égalité 

sinD  srsin^  cosa-|-sinacos6. 

Or  sin  D = sin  {a-\'b)y  puisque  ces  deux  angles  sont  supplé- 
mentaires. Donc 

sin  (a-\'b)^  sina  cos&  -(-  sin6  oosa. 

On  aurait  de  même  : 

AD  =  ACcosa  —  GDcos(a  +  ^)  > 

d'où 

CD .  cos(a -f  &)  s  AC  cosa  —  AD. 

Et  en  remplaçant ,  comme  tout  à  l'heure ,  les  côtés  par  les 
sinus  : 
sina .  cos  (a  +  6)=  cosa .  sin(a  -{-b)  —  sin6  , 

=s  cosa[sina  cos6  +  sin^  cosa]  —  sin  6f 
s  sina  [cosa  cos  b  —  sina  sinfr]. 
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« 

Donc  cos(a^b)  =  oos^coftfr  —  uiaasinb. 

Si  mamtenant ,  dans  les  deux  formales  que  nous  yenons 
de  trouver,  on  fait  a-|-6=a',  b=a!—a ,  elles  deviennent  : 

sin  a  .  oos(a' —  a)  -f-  sin  (^ —  a]  cos  a  =  sina\ 
oosa  •  cos(a' —  a)  —  sin  a  sin  (a'—  a)  =  cosa'. 

Ces  deux  formales ,  qui  sont  deux  équations  du  premier  de- 
gré, donneront  : 

cos  (a' —  a)    et    sin  {a! —  a) . 
On  a  donc  les  quatre  formules  : 

sin  (a  4- fr)  =  sin  a  cos6 -t- sî>^  ^  ^^*  » 
oos  (a -(- 6)  =  cosa  0Qs6  —  sina  sin  6 , 

sin(a  — 6)  =  sinacos6  —  sin  6  cosa, 

cos  (a — b)  =  coBacosb'{'^aamb. 

Puisque  les  trois  dernières  formules  ont  été  déduites  de  la 
première .  on  voit  qu'il  suCBt  de  démontrer  la  généralité  de 
la  première.  Or  elle  est  vraie ,  tant  que  Ton  a  a-f  fr  <  180»  ; 
il  est  donc  fadie  de  retendre  au  cas  où  l'on  aurait  a+&><80*, 
et  en  général  à  tous  les  autres  cas. 

Ainsi  9  par  exemple,  si  on  a  : 

a  +  é>180, 
je  puis  supposer  : 

a+6=i80  +  a'+6'; 

tf  =  90-fa',     6  =  90  +  6'. 

Alors 

sin(a  +  6)  =  sln(180  +  a'+ 6')  =  -  sin(a'+ 6'). 

Oro^^- fr"  étant  <  180,  on  a  : 

—  »in(a'+  ft')  «s  —  aina'cos6'—  sinft'cosa'. 
Mais  8ina'=sin(a— 90)  =  — cosa, 

cosa'as  cos  (a  —  90)  S8  sin  a. 
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De  même  sinfr'  =  —  sin^, 

Ainsi        —  sin  (a'+  b')  —  sinacoêb-^-sinbowa. 
Or  sin  (a  +  ^)  =  —  sin  {a'+ 1/) . 

Donc  sin(a  -j-  ^)  ='  sî°  ^  <^s  ^  ~l~  sinfr  cosa. 

On  pourrait  ainsi  étendre  la  formule  à  tous  les  cas  possibles. 

Cette  généralisatioDr montre  immédiatement  que  la  formule 
est  vraie  de  0"*  à  360*^  ;  car  a!-{-  b'  est  aussi  peu  différente  de 
1 80®  que  l'on  voudra.  D'ailleurs,  a  -f-  &  est  >>  180*  ;  donc  on 
voit  que  la  formule  est  vraie  de  180"*  à  360*",  comme  de  O^"  à 
I80'.  Nous  avons  posé  a  +  &  =  180  +  a'-j-  b'  ;  donc  a-{-b 
est  aussi  peu  différent  qu^on  le  veut  de  360*^. 

Or,  au  delà  de  360%  on  retombe  sur  les  mêmes  valeurs 
des  rapports  trigonométriques  que  de  0*"  à  360*.  Ainsi  la  for- 
mule est  toujours  vraie  et  dans  tous  les  cas ,  lorsque  aeXh 
sont  positifs. 

On  prouverait  avec  la  même  facilité  que  la  formule  est 
toujours  vraie ,  lorsque  a  -|-  ^  ou  Fun  des  deux  angles  est 
négatif.  Elle  est  donc  vraie  dans  tous  les  cas. 

Note,  Cette  démonstration  rentre  dans  celle  qui  a  été  in- 
diquée dans  une  note ,  t.  III ,  p.  375.  Tm. 


DÉMONSTRATIONS  ÉLÉMENTAIRES 

de  phMiewrs  propriétés  de  la  spirale  logarithmique. 

9AJBL  U.  TU&QVAH, 

Professeur  au  Collège  royal  de  Pontivy. 


1*  Le  lieu  de  l'équation  r=  kê«^?  rapportée  aux  coordon- 
nées polaires  r  et  ?,  est  une  spirale ,  qu'on  a  appelée  loga- 
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rithniiqae ,  parce  que  l'angle  ?  croissant  en  progression 
arithmétique ,  les  rayons  vecteurs  corresp<»idants  croissent 
en  progression  géométrique. 

On  voit  facilement  que  k  est  le  rayon  yecteor  correspon- 
dant  à  <p  =  0 ,  et  qa*en  faisant  varier  la  direction  de  Taxe 
polaire ,  on  peut  faire  passer  k  par  tous  les  degrés  de  gran- 
deur ;  et  que  réciproquement  si  on  fait  passer  le  ooeflBcient  k 
par  différents  degrés  de  grandeur ,  on  changera  seulement 
la  direction  de  Taxe  polaire  ;  et  qu'ainsi  la  grandeur  de  ce 
coeflScient  n'a  aucune  influence  sur  les  dimensions  de  la 
courbe.  D'ailleurs  ce  coeflBcient  ne  peut  pas  être  nul. 

Une  des  propriétés  les  plus  remarquables  de  la  spirale  lo- 
garithmique y  qui  peut  lui  servir  de  définition  géométrique , 
c'est  celle  de  couper  ses  rayons  vecteurs  sous  un  angle  con- 
stant. On  démontre  assez  facilement  cette  propriété,  en 
cherchant  Texpression  de  l'angle  que  la  tangente  en  un  point 
donné  fait  avec  le  rayon  vecteur  qui  aboutit  à  ce  point  ;  car 

cet  angle  est  donné  par  la  formule  tang  0=r  lim-y  ;  r  étant 

le  rayon  vecteur  du  point  donné,  k  la  différence  de  ce  rayon 
vecteur  et  du  rayon  voisin ,  et  h  l'angle  de  ces  deux  rayons. 
On  aura  donc  : 

tange==rlim?:^=:rlim       ^'"""^       — 


=  rlim j -^ — -; 

'«*|* +7^2  (?.  +  ?) +Y^(?."  + f.f +  ?*) +-.J 

et  à  la  limite ,  quand  7.  =  <p 


tang6  =  rx 


/  m 


r         i^ 
mr       m 


H  est  essentiel  de  remarquer  que  la  constante  m  est  la  co- 
tangente  de  l'angle  0. 
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2*  Réciproquement  la  ooarbe  qui  coupe  ses  rayons  vec- 
teurs sous  un  angle  constant,  est  une  spirale  logariOiniique. 
Car  si  (fig.  10  bis),  MM'H',..  est  le  lieu  géométrique  de- 
mandé ,  et  qu'on  mène  les  rayons  vecteurs  AM ,  AM'...  qui 
fassent  entre  eux  un  angle  constant ,  qu'on  mène  des  tan- 
gentes aux  points  MM'M",  et  qu'on  prolonge  les  rayons  vec- 
teurs jusqu'à  la  rencontre  des  tangentes  en  TTT'...  ks 
triangles  AM'TAM'T'  AM'"T"...  seront  équiangles  et  sem- 
blables, donc  AM  est  à  AM'  dans  le  même  rapport  que  AM' 
est  à  AM''. . .  etc.  C'est-à-dire  en  d'autres  termes  que  l'angle  ? 
croissant  en  progression  arithmétique,  le  rayon  vecteur  croit 
en  progression  géométrique  ;  donc  le  rayon  vecteur  r  est  lié 
à  l'angle  f  par  la  relation 

r=ka9    ou    rs::ké^9    en  posant    a  =  e*». 

3*  Si  on  fait  croître  l'angle  f  depuis  une  certaine  valeur  <p, 
jusqu'à  r.  +  ^^)  ^'^^^  décrit  par  l'extrémité  du  rayon  vecteur 
s'appelle  une  spire.  L'angle  continuant  à  croître  de  la  même 
quantité  2ir ,  on  aura  une  seconde  spire.  Ces  deux  spires  sont 
des  arcs  semblables. 

Supposons  pour  plus  de  simplicité ,  que  ces  deux  spires 
commencent  à  l'axe  polaire  ;  si  par  le  pôle  on  mène  une 
droite  qui  fasse  avec  cet  axe  polaire  un  angle  quelconque  », 
et  qu'on  joigne  les  points  où  cette  droite  rencontre  les  deux 
spires ,  à  l'origine  des  spires ,  on  aura  deux  triangles  sem- 
blables ,  comme  ayant  un  angle  égal  compris  entre  côtés 
proportionnels.  En  effet ,  le  rapport  de  ces  deux  côtés  pour 
le  triangle  inscrit  dans  la  première  spire  est 

r  k  1 


le  rapport  des  deux  côtés  homologues  du  triangle  inscrit 
dans  la  seconde  spire  est 
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Une  autre  spire  dont  l'origine  serait  ailleurs  que  sor  l'aie 
polaire  serait  encore  on  arc  semblable  aox  deux  spires  pré* 
cèdentes.  En  eflet  soit  f ,  l'angle  qne  la  droite  qoi  passe  par  le 
pôle  el  Vorigine  de  la  spire  fait  avec  l'axe  polaire ,  menons 
on  rayon  Tectenr  qui  fasse  avec  celte  droite  on  angle  a ,  et 
joignons  le  point  où  il  rencontre  la  spire  à  l'origine  de  cette 
spire  ;  le  rapport  des  côtés  qui  comprennent  l'angle  «  dans  le 

triangle  ainsi  formé ,  sera  encore  — . 

On  Toit  facilement  maintenant  que  si  r.  et  r,  sont  deux 
rayons  Tectenrs  qui  fassent  entre  eux  un  angle  quelconque  a, 
et  f*  et  f**  denx  autres  rayons  Yecteurs  qui  fassent  entre  eux  le 
même  angle ,  ces  rayons  yecteurs  étant  prolongés  indéfini- 
ment, intercepteront  sur  la  spirale  unç  infinité  d'arcs  qui  sont 
semblables. 

4*  Il  résulte  de  là  que  pour  voir  si  deux  spirales  logarith- 
miques sont  semblables^  il  suffit  de  mener  dans  chacune 
deux  rayeras  yecteurs  faisant  entre  eux  le  même  angle  ;  de 
joindre  les  extrémités  de  ces  rayons  yecteurs,  et  d'examiner 
si  les  denx  triangles  ainsi  formés  sont  semblables.  Soient 
doac: 

r=  ke^9     et    5  =  k'é^'9 , 

les  équations  de  denx  spirales  logarithmiques ,  en  faisant  les 

constroctioBS  du  numéro  précédent  ;  le  rapport  des  deux 

cMés  comprenant  Fangle  égal  pour  le  triangle  inscrit  dans  la 

r        1 
première  q^irale  sera  -^  =  — ,  le  rapport  de  ces  deux  côtés 

s         i 

pomr  Je  triaof^e  inscrit  dans  la  seconde  spirale  sera  -^sr — ^. 

Or  ces  deux  triangles  ne  pourront  être  semblables ,  et  par 
oonséqnent  les  deux  spirales  elles-mêmes  ne  pourront  être 
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semblables  ,  qu'autant  qu'on  aura  m  =  m\  Mais  alors  les 
deux  spirales  seront  égales  ;  et  seront  seulement  différemment 
placées  si  k'  est  différent  de  A. 

Ainsi  la  spirale  logarithmique  jouit  de  cette  propriété  sin- 
gulière ,  de  n'avoir  aucune  courbe  semblable  à  elle-même. 

5»  La  spirale  logarithmique  est  facilement  rectifiable  ;  en 
effet,  si  on  considère  un  polygone (/^.  11  bis)  MM'M''M"^.. 
dont  les  côtés  coupent  sous  un  angle  constant  AM'''M''=0 
les  rayons  vecteurs  qui  aboutissent  à  ses  extrémités,  qu'on 
projette  les  côtés  MM',M'M',M"M'"...  sur  AM.  AM'^AM"'... 
et  qu'on  rabatte  les  projections  des  sommets  sur  le  rayon 
vecteur  AM'"...  La  longueur  M"W,  différence  des  rayons 
extrêmes  Ap  et  AM'"  sera  égale  à 

MM'  cos  0  +  M'M"  cos  6  -f-  M"M'"  cos  ô  —, 
d'où 

MM-M"M"'=^^'~^^. 

cos  9 

Or  cette  propriété  a  lieu  indépendamment  de  la  longueur 
et  du  nombre  des  côtés  MM',M'M' \  M'W...  etc.  Donc  elle 
aura  lieu  aussi  quand  ces  côtés  seront  inGniment  petits  ; 
maïs  alors  Ap  deviendra  AM  ;  et  le  polygone  se  changera 
en  une  spirale  logarithmique.  Donc  un  arc  de  spirale  loga- 
rilhmiqne.  est  égal  à  la  différence  des  rayons  vecteurs  qui 
aboutissent  à  ses  extrémités ,  divisé  par  le  cosinus  de  l'angle 
constant  6 ,  sous  lequel  ces  rayons  vecteurs  sont  coupés  par 
la  courbe. 

De  là  la  construction  suivante  :  si  par  Textrémilé  M"'  de 
l'arc  MM''',  où  aboutit  le  plus  grand  rayon  vecteur,  on 
mène  une  tangente ,  qu'on  prenne  sur  AM"'  une  longueur 
Al»  s=  AM  ;  que  par  le  point  m  on  mène  une  perpendiculaire  à 
A  M',  et  qu'on  prolonge  cette  perpendiculaire  jusqu^à  ce 

i 
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qu'elle  rencontre  la  tangente  en  T  ^  la  partie  M"'T  sera  égale 
àVarc  MM'". 

Tontes  ces  propriétés  subsistent ,  quelle  que  soit  la  gran- 
deur du  rayon  k  correspondant  à  f  =  0.  Ainsi  rien  n'em- 
pêche de  supposer  ce  rayon  infiniment  petit  et  de  compter 
l'arc  MM'  à  partir  de  son  extrémité,  ou,  ce  qui  sera  la  même 
chose,  à  compter  les  arcs  à  partir  du  pôle  lui-même  ;  alors, 
d'après  la  construction  précédente,  si  par  le  pôle  on  mène 
une  perpendiculaire  à  AM',  et  qu'on  prolonge  cette  per- 
pendiculaire jusqu'à  la  rencontre  de  la  tangente  eu  T',  la 
partie  MT'  de  cette  tangente  sera  égale  à  l'arc  de  spirale  lo- 
garithmique compté  à  partir  du  pôle  jusqu'au  point  M'. 
Et  cet  arc  a  une  longueur  finie ,  quoique  composé  d'un 
nombre  infini  de  spires. 

Si  la  distance  mM!  est  partagée  en  R,  en  deux  parties 
proportionnelles  à  deux  longueurs  données  a  et  6,  la  per- 
pendiculaire élevée  à  AM'  par  le  point  R  partagera  aussi 
MT  dans  le  rapport  ie  ahb;  d'où  il  résulte  que  si  du  pôle 
cooune  centre  avec  un  rayon  égal  à  AR  on  décrit  une  cir- 
conférence, cette  circonférence  partagera  l'arc  MM'  dans  le 
rapport  ieakb. 

On  voit  facilement  par  quelle  construction  on  partagerait 
un  arc  de  spirale  logarithmique  en  autant  de  parties  égales 
qu'on  voudrait.  Je  ferai  seulement  remarquer  que  le  rayon 
du  cercle  qui  partage  cet  arc  en  deux  parties  égales  est  la 
moyenne  diflérentielle  des  rayons  vecteurs  des  extrémités  de 
cet  arc. 

6*  Je  passerai  maintenant  à  la  quadrature  du  secteur 
compris  entre  deux  rayons  vecteurs  et  l'arc  qu'ils  intercep- 
tent. Je  partage  l'angle  de  ces  deux  rayons  vecteurs  en  un 
nombre  n  de  parties  égales,  assez  grand  pour  que  les  arcs 
interceptés  par  les  rayons  vecteurs  de  division  puissent  être 
pris  pour  une  ligne  droite.  Soient  r„r„r, ...  r^,  la  suile  de 


\ 
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ritbmiqQe,    en   remarquant   qne    tang6=— ,    et    que 

fit 


A  =  ^(rVi-0. 


Oq  aura  encore  : 


.       1     /'•»+i— rA    . 
A  =  r  *  I J  sin6  , 


2    V      2 

« 

en  appelant  s  l'arc  compris  entre  rn+j  et  r,. 

Soit  R  un  rayon  vecteur  qui  partage  Taire  A  en  deux  par- 
ties proportionnelles  à  a  et  6 ,  on  aura  la  proportion  : 

rn^^-V:K'-r;::a:b,  d'où  V=.^rn^,*+^^r:. 

a+b       .       a+£> 

Ainsi ,  si  l'on  cherche  le  côté  d'un  carré  qui  soit  au  carré 
construit  sur  r»+i  dans  le  rapport  debk  a  +  by  et  le  côté 
d'an  carré  qui  soit  au  carré  de  r,  dans  le  rapport  de  a  à  a-|-6, 
puis  que  dn  pôle  comme  centre  airec  un  rayon  égal  à  la  dia- 
gonale du  rectangle  construit  sur  ces  deux  côtés ,  on  décrive 
une  circonférence ,  et  qu'on  joigne  le  pôle  au  point  où  elle 
rencontre  Tare  du  secteur  ;  ce  rayon  vecteur  partagera  le 
secteur  en  deux  parties  proportionnelles  kaei  b. 

V  PtkT  les  points  M  et  M'  {fig.  12  bis)  menons  les  tan- 
gentes, les  normales  et  les  rayons  vecteurs  ;  le  quadrilatère 
formé  par  les  deux  tangentes  et  les  deux  normales  sera  in- 
scriptible  ;  il  en  sera  de  même  du  quadrilatère  formé  par  les 
deux  rayons  vecteurs  et  les  deux  tangentes.  On  voit  même 
que  ces  deux  quadrilatères  seront  inscriptibles  dans  nne 
ménae  circonférence  qui  aura  pour  diamètre  la  droite  qui 
joint  le  point  d'intersection  des  deux  normales  au  point  d'in- 
tersection des  deux  tangentes. 

Si  maintenant  on  imagine  que  le  point  M' se  rapproche 
indéfiniment  du  point  M  jusqu'à  venir  coïncider  avec  lui ,  le 
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point  d'intersection  des  deux  normales  deviendra  le  centre 
de  courbure  ;  en  même  temps  la  droite  qui  joint  le  pôle  aux 
points  d'intersection  des  deux  tangentes  se  confondra  avec 
le  rayon  vecteur  du  point  M. 

Donc  la  projection  du  rayon  de  courbure  sur  le  rayon  vec- 
teur est  égale  à  ce  rayon  vecteur  lui-même.  Donc  on  aura  : 

1 


m 


rsspsînO,     d'où     ^=^r>c. —  ;  p=:r  j/^i  4-  ^*- 


Par  conséquent ,  si  du  pôle  on  mène  une  perpendiculaire 
au  rayon  vecteur ,  cette  perpendiculaire  ira  rencontrer  la 
normale  au  centre  de  courbure ,  et  la  partie  de  la  normale 
comprise  entre  ce  point  et  le  point  M  sera  le  rayon  de 
courbure. 

La  distance  r  du  pôle  au  centre  de  courbure  sera  donnée 
par  la  proportion 

r^  ir  \\  cosô  .  sinO  ou  r'  :  r  ::  m  :  1  ,  d'où  r'  =^mri 
OU ,  si  on  remplace  r  par  sa  valeur  en  fonction  de  f, 

Ce  qui  fait  voir  que  le  lieu  des  centres  de  courbure  ou  la  dé- 
veloppée est  une  spirale  logarithmique  égale  à  la  première , 
mais  différemment  placée. 

8""  Si ,  par  un  point  M  (^^.  13) ,  on  mène  une  tangente  et 
le  rayon  vecteur  du  point  M  ;  puis ,  par  le  pôle ,  une  droite 
qui  fasse  avec  le  rayon  vecteur  un  angle  quelconque  a ,  et 
qu'on  prolonge  cette  droite  jusqu'à  la  rencontre  de  la  tan- 
gente en  T.  Si ,  par  un  autre  point  M',  on  mène  encore  une 
tangente  et  un  rayon  vecteur  ;  puis ,  par  le  pôle ,  une  droite 
qui  fasse  avec  ce  rayon  vectcar  un  angle  égal  à  a ,  et  qui  dé- 
terminera sur  la  tangente  un  point  T'  ;  le  lieu  des  points. 
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T,  T*  sera  ane  spirale  logarithmique  ;  car  les  triangles 
àMT,  A.M'T'  étant  semblables  comme  équianglei,  les  an- 
gles MT A ,  MT'A  sont  égaux .  Or  la  tangente  MT  est  évi- 
demment normale  au  lien  des  points  T.  Donc  cet  angle  MTA 
est  le  complément  de  Fangle  sous  lequel  ce  lieu  géométri- 
que coupe  ses  rayons  vecteurs  AT.  Cet  angle»  sous  lequel 
cette  nouvelle  spirale  coupe  ses  rayons  vecteurs,  n'est  plus 
égal  à  l'angle  0 ,  mais  à  Fangle  B  augmenté  de  Texcés  de 
Taogle  MAT  snr  un  angle  droit ,  si  l'angle  MAT  est  obtus , 
ou  diminué  de  l'excès  d'un  angle  droit  sur  l'angle  MAT,  si 
cet  angle  est  aigu. 

Cette  spirale  ne  sera  une  développante  de  la  première  que 
dans  un  seul  cas,  celui  où  l'angle  MAT  est  droit  ;  et ,  dans  ce 
cas,  le  lien  du  point  T  est  une  spirale  logarithmique  égale  à 
la  première.  Dans  ce  cas  encore ,  le  point  T  est  l'extrémité  de 
la  sous-tangente. 

Note  Cette  méthode  ingénieuse  est  celle  de  WaUis,  celle  qui 
r^nait  avant  l'invention  des  nouveaux  calculs.  Mais  pourquoi 
marcher  en  arriére?  Pourquoi  rendre  long  et  pénible  ce  qui 
est  court  et  facile?  Le  calcul  différentiel  est  chose  élémentaire 
et  aassi  rigoureux  que  l'échafaud^e  perpétuel  des  limites  ; 
mais  CD  ne  renseigne  pas.  Cette  négligence  est  la  honte  de 
Fenseigiiement  collégial  en  France.  Tm. 


SOLUTION 
d^un  problème  sur  les  arrangements. 


f 

Profetsear  ao  Collège  de  Poitiers. 


1 .  Étant  données  plusieurs  espèces  de  ieUres  a^b^c .,..  r^s 
llATaiii.  V.  7 
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et  un  nombre  déterminé  de  lettres  de  chaque  espèce ,  de  ma- 
nière que  leur  prodoit  puisse  être  représenté  par  a%^c'.,.. 

r^s"  trouver  le  nombre  des  arrangements  de  ces  lettres  n  k 

n.  (Le  nombre  total  des  lettres  a^-  6 +7  +  ...  +  p+  <x=m.) 

On  adopte,  pour  les  arrangements  en  question,  la  notation 

{ab^c*  ..../^s'aJ.  Cela  posé,  le  nombre  des  arrangements 

qui  ne  contiennent  pas  a  est  évidemment  {b^c^  .„.r^s''Aj, 
Pour  avoir  ceux  qui  contiennent  a  une  fois ,  on  arrangera 

n  —  1  k  n  —  1  les  lettres  b  c' ,..,  i^t  ,  et  dans  chacun  de  ces 
arrangements,  on  placera  a  à  toutes  les  places  posûbles  au 
nombre  de  /t  ;  le  nombre  des  arrangements  en  question  sera 

donc  ii(fr  c^....r^/A^^).  Pour  avoir  les  arrangements  qui 
contiennent  a  deux  fois ,  arrangeons  n  —  2àn  —  aies  let- 
tres b^c* ....  r^s"  et  disposons  dans  chacun  de  ces  arrange- 
ments, de  toutes  les  manières  possibles ,  les  lettres  a  et  a'  ;  la 
lettre  a  pourra  être  placée  k  n  —  1  places  différentes  ^  et  en 
prenant  un  des  résultats  obtenus ,  la  lettre  a'  pourra  encore 
y  être  placée  à  n  places  différentes  \  donc ,  dans  chacun  des 
arrangements  en  question ,  il  y  aura  n[/»—  1)  manières  de 
disposer  les  lettres  a  et  a'.  Supposons  actuellement  a  =  a'  ; 
en  prenant  un  des  arrangements  précédemment  formés ,  et 
en  y  permutant  de  toutes  les  manières  possibles ,  c'est-à-dire 
de  1 .  2  manières ,  les  deux  lettres  a  et  a\  sans  toucher  aux 
autres  lettres ,  on  aura  autant  d'arrangements  qui  précédem- 
ment étaient  différents  et  qui  maintenant  deviennent  les 
mêmes.  Donc,  en  résumé ,  le  nombre  de  manières  de  dispo- 
ser deux  lettres  semblables  dans  chacun  des  arrangements 

«  —  2  à  n  —  2  de  6V  ....r^s"  se  réduira  à  ;  donc 

le  nombre  total  des  arrangements  qui  contiennent  a  deux 

fois  est  représenté  par  — - — - —  (^ V  . . .  .r's''A^_X   On  trou- 

1  •  •« 
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vera ,  par  des  raisonoemeiils  analogues ,  que  le  nombre  des 
arrangemeots  qui  contiennent  a  trois  fois  est  exprimé  par 

M         ^(^V ....  H**' A-J  ;  que  le  nombre  des  ar- 
1.2.3  *^     ^ 

rangements  qui  contiennent  a  a   fois  est  exprimé  par 

„(„_i)(„-2)....(n-,+  f)/t^,       ^  Y    ^^ 

1.3. 3. ...a  \  "~"  y 

OD  a  la  fmrmale  générale  : 

(a«è V ....  f^»'A  J =(6 V. . . .  r'-s'Aj + 1»(6 V. . . .  i^*'A^+ 

+  ....  +  nin-i)in-2)....in-a+t)^^,^      ^^.^^ 

Cette  formule  ramène  le  problème  proposé  à  d'autres  du 
même  genre,  mais  plus  simples,  sur  lesquels  on  raisonnera 
de  la  même  manière. 

On  observera  1*  que  si  «  >-  n ,  on  pourra  évidemment 
le  réduire  à  n  sans  rien  changer;    de  manière   que  si 

s^/i,  € 71,  7  _n....,le  problème  se  ramènera  à  celui 

des  arrangements  complets  des  lettres  a^b^c.,.,rjs  pris  n  à  n. 

2?  Qne  si  a=6  =  7  = ...  =<j=  i ,  le  problème  devient 
on  problème  d'arrangements  ordinaires. 

3*  Que  si  6  +  7  +  •••'  +?  +  <''<'»*  l'expression 
(^V. .. .  Wj  A  J  =  0  i  dfî  même  pour  les  autres ,  dans  les  cas 
semblables. 

4*  Que  si  /!  =  «,  l'expression  (b  c'.,..  r^s  Ao)  devra  être 
coosidérée  comme  égale  à  1 . 

On  parviendra  finalement  à  avoir  à  calculer  des  expres- 
sions telles  que  s^  A^ ,  et  une  pareille  expression  revient , 

d'après  la  première  remarque,  si  (r  n,  à  ^'^A^  =  1  ^  et  si 

c<in^  elle  est  égale  à  0,  d'après  la  troisième  remarque. 
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2.  Examinons  le  cas  particalier  de  m  =  n  ;  ak>n ,  dans  la 
formule  générale ,  tons  les  termes  du  second  membre  dispa- 
raissent ,  excepté  le  dernier ,  et  on  a  successirement  : 

(«  b  c'....  r  .  A«;  _ j.2.3....a 

(6V....A'A«_.), 


c 


7 


, . , ,  T*  8  Am'—»'-^)  — 


(m-a-Ç)(w-a-6-1)....(m-a-6-7+i) 
i.2.3....7 


(m — or — 6 — 7—, ...)....  {m — a — 6 — y—. ... — p-f-1  ) 

\S  A«t— «—6«»Y— .  •  •  ,fi)  y 
(m-a-6-7- . .  .-p){m-a-6-7 . .  .-p-1) . . .  (m-a-€-. .  .-p-v+1  ) 


=:(5»Aa)=. 


1  •^•«f  •■  ■•(! 

d'oà 


l*^.  O.a.  .(7 

er((r— l)(eF— 2)....l 


=  1; 


/  ce.€  y       ^  »A     ^  i. 2.3.4  ....  (m— 1)m 

^  (1.2.  ..a)(1.2....6)....(1.2....<j) 

mule  connue. 

3.  La  question  analogue  pour  les  combinaisons  se  traite  de 
la  même  manière  \  seulement ,  dans  la  formule  générale , 
tous  les  termes  du  second  meçibre  ont  1  pour  coefficient. 
(  Cette  formule  relative  aux  combinaisons  m'avait  été  donnée 
autrefois  et  je  Tai  élendue  aux  arrangements.  ) 
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NOTE 

fur  la  convergence  da  iéria. 


I.  La  convergence  des  séries  présente  beaaconp  d'analogie 
a?ec  rasymptotisme  des  oonrbes.  En  effet ,  lorsqu'une  conrlie 
a  Qoe  asymptote,  soit  rectiligne ,  soit  parabolique  on  hyper- 
bolique ,  cela  signifie  que  les  parties  très -éloignées  de  l'ori- 
gine se  confondent  sensiblement  avec  une  droite ,  une  para- 
bole on  hyperbole  de  divers  degrés ,  et  peuvent  être  calculées 
comme  telles.  11  en  est  de  même  des  séries.  Lorsque  des 
termes  très-éloignés  du  premier  se  déduisent  les  uns  des 
antres  d'après  une  loi  sensiblement  la  même  qu'on  observe 
dans  une  seconde  série  connue ,  on  peut  dire  que  la  première 
série  s'approche  asymptotiqoement  de  la  seconde  et  en  par- 
tage les  caractères  ;  si  donc  celle-ci  est  convergente  ou  di- 
vergente pour  certaines  valeurs  de  la  variable ,  la  première 
série  sera  aussi  convergente  ou  divergente  pour  ces  mêmes 
valeurs. 

II.  Il  s'agit  donc  de  trouver  des  séries  types  bien  connues 
qui  puissent  servir,  par  moyen  de  comparaison ,  à  établir  les 
caractères  de  convergence  des  autres  séries.  Le  premier  type 
qui  s'offire  naturellement^  c'est  la  progression  géométrique , 
couTergente  ou  divergente ,  selon  que  le  rapport  est  inférieur 
ou  supérieur  à  Funité.  Si  donc  une  série  a  chacun  de  ses 
termes  respectivement  moindre  ou  plus  grand  que  le  terme 
de  même  quantième  d'une  progression  géométrique  conver- 
gente ou  divergente ,  il  est  évident  que  la  série  elle-même 
sera  aussi  convergente  ou  divergente. 

Soit  M, ,  n, ,  II, ....  tt^  +  etc. ,  la  forme  générale  d'une  série 
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DDiDériqDe  ,  si  l'on  a,  pour  terme  génénl,  m,=  -,  ,  ,  -,  a 

étant  un  nombre  constant  et  r  an  nombre  inférieur  à  l'nnité  ; 
f  (n)  nue  ronction  essenlieUement  croissante  avec  n  ;  nue  telle 


pose /i  =  11,  on  aura  e  =  2,7182818,  et  l'erreur  cominise 
est  moindre  que 

=  ' =  0,00000002  ; 

1  .2.3....10.f0       36288000        '  ' 

de  sorte  qu'elle  n'altère  pas  la  septième  décimale  {*), 

• 

III.  1**  THÉoRiMB.  Lorsque  dans  la  série  numérique 

u,,  «,.... tt^-t"®^c.  (A) 

chaque  terme  est  inférieur  à  celui  qui  le  précède ,  cette  sé- 
rie (A)  et  la  suivante 

«, ,  2i*. ,  4m,  ,  8«„  1 6i#„ ,  32«3, 4-  etc.  (B) 

sont  en  même  temps  convergentes  et  divergentes  C*)  i  1^  >i>- 
dices  sont  une  série  récurrente  ayant  pour  échelle  de  rela- 
tion, 2,  +  l. 
Démomiration,  On  a  : 

tto  ^  «o  , 

2u,  =  2tt. , 

4ii,  <  21*3  +  2w. , 

8«,  <  2u,  +  2tt«  +  2a,  +  2a, , 

etc. 
Donc 

«0  +  2tt,  4-  ***•  +  ®^C.  <  «0  +  2(a,  -(-".+  ••••  +  ®^C-) 
Ainsi ,  si  la  série  (A)  est  convergente ,  la  série  (B)  Test 


On  a  encore  : 

2tt,>tt.-fa.. 


'*)  Cftoeby,  Coun  d'analyse ,  1921 ,  p.  139. 
(")  Ikid,,  p.  ISS. 
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Donc 

«0  +  2«*.  +  *a,+  etc.  >  tt.  +  a,  +  a. 4» .... 

4 

Si  donc  la  série  (A)  est  divergente ,  la  série  (B)  est  diyer 
gente  à  fortiori  ;  donc  aussi  réciproquement. 
lY.  Exemple  : 

On  aura  pour  (B)  : 

1  J^  21-;*  4. 41-A*  4-  8*-/*  4-  etc. 

Cette  série  (B)  est  une  progression  géométrique  conver- 
gente pour  [&>•  1 ,  et  divergente  dans  le  cas  contraire.  Ainsi 
(A)  est  convergente  si  h*  >  ^  »  ^^  divergente  si  \^=i  ou  est 

<1. 
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mée  hamumique ,  parce  que  les  rapports  entre  deux  termes 
consécutifs  représentent  des  intervalles  musicaux.  Ainsi  une 
corde  de  longueur  1  rendant  un  son , 

celle  de  longueur  --  rend  Toctave  de  ce  son. 


2^ 
3 
3 
4 

4  (r.j>.  la.) 


la  quinte. 


la  quarte  juste. 


5 

5 
6 

8 
9 


la  tierce  majeure. 


la  tierce  mineure. 


la  seconde  majeure. 


On  suppose ,  d'ailleurs ,  que  les  cordes  ont  même  tension 
et  même  diamètre. 
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yi.  Celte  progression  hanuoniqae  jouit  de  la  propriété 
que  trois  termes  consécutifs  forment  une  proportion  harmo^ 
nique ,  qui  s'énonce  ainsi  :  La  différence  des  deux  premiers 
tennes  est  à  la  différence  des  deux  derniers ,  comme  le  pre- 
mier est  aa  dernier. 

^  _  1.  1  — *      1*1 
3       4-4       5 ''3  "S* 


Quatre  points  A,  B,C»  D  se  succédant  en  ligne  droite,  si  Ton 
a,  entre  les  trois  distances  AB,  AC ,  AD ,  la  proportion 

AC— AB:  AD  — AC::  AB:  AD, 

les  quatre  points  sont  situés  harmoniquemefU, 

YII.  Quoilpie  la  série  harmonique  soit  divergente,  la 
somme  augmente  tré»-lentement  ;  ainsi  Euler  trouve  que  la 
aonuBedes  1000  premiers  termes  est  7,4849708605503,  et  en 
prenant  le  premier  million  de  termes  ;  14,3927262228657  C); 
Euler  parvient  à  ces  résultats  par  des  considérations  fondées 
sor  le  calcul  diflérentiel  ;  mais  on  peut  arriver,  sans  sortir 
des  élémenls,  à  une  limite.  En  effet,  la  somme  des  termes, 

depuis  — r—  jusqu'à  —  compris ,  est  renfermée  entre  n— 1 

Ji  —  i  4  1 

et :  ainsi  la  somme  de  rrx  Jusqu'à  -— -  est  <4;  en 

n  200  1000 

raisonnant  de  la  même  manière ,  on  trouve  que  de  1  à  -— -, 

1 
la  formule  est  aussi  inférieure  à  4  ;  donc  de  1  à  rr—  la 

lUUv 

umaae  est  moindre  que  8. 

YIII.  Lorsque  r  est  un  nombre  entier  pair,  Euler  a  dé- 
montré que  la  limite  de  la  série  A,  divisée  par  ir'',  donne 
toujours  un  quotient  rationnel  ;  par  exemple  : 

D  huêUmUouês  etUtuli  éifferêmi.,  t.  i ,  p.  446 ,  édit.  de  Pétenbeurg. 
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'+h+l+'''-^     =1^5  §^* 

*^2«  +  3»  *^^'  ""   i. 2.3.4.5.6.7      3     " 

Les  paissances  de  ^  sont  imiUipliées  par  deax  factears ,-  la 
formation  du  premier  est  évidente  ;  le  second  facteur  se 
forme  à  l'aide  de  certains  nombres,  dits  Bernoalliens,dunom 
de  lear  auteur,  Jacques  Bernoulli  ;  la  loi  de  ces  nombres  a 
élé  trouvée ,  la  première  fois,  je  crois,  par  Laplace.  Ainsi , 
si  Ton  pouvait  démontrer  Firratâoiialité  de  la  limite  de  la 
somme  des  puissances  réciproques  paires  des  nombres  natu- 
reb,  l'irrationalité  den""  serait  aussi  démontrée. 

IX.  Lorsque  (&estun  nombre  entier  impair,  la  limite  est 
encore  inconnue  ;  on  ne  sait  de  quelle  transcendante  elle  est 
dépendante.  Il  est  probable  qu'elle  dépend  d'une  transcen- 
dante hyperbolique  ou  elliptique.  En  effet,  soit  la  courbe 

hyperbolique  ifig,  14)  donnée  par  l'équation  y  =  — ^^^  ; 

q  étant  positif  ;  O  est  l'origine  ;  OX ,  OY  les  axes  des  coor- 
données, asymptotes.  Soit.  00'=  1,  et  0M  =  1;  on  dé- 
montre facilement  que  l'aire  asymptolique  renfermée  entre 
la  courbe   MM'IV1^..  {fig.  14),    l'ordonnée  OM  et  l'axe 

O'ABC...,  a  pour  limite  -  ;  prenons  les  distances  00^,  O'A, 

AB,  BC,  etc.,  égales  chacune  à  l'unité,  et  menons  les 
ordonnées  AM',  BM'',  CM"',  et  achevons  les  rectangles 
O'AM'D,  ABlvr'D',  BCM'"D",  etc.  ;  on  aura 

AM'=A.BN''=3l,;CM-=pL, 
les  aires  des  rectangles  seront  exprimées  par  ces  mêmes 
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fractions  ;  or  Taire  aa^ymptotique  étant  limitée ,  Il  s'ensuit 
que  la  somme  des  aires  rectangulaires  est  aussi  limitée  ;  mais 
lorsque  q  est  négatif ,  l'espace  asymptotique  a  pour  limite 
-)-  oc ,  et  alors  on  démontre  aisément  que  Faire  du  rectangle 
est  plus  grande  que  la  mqitié  du  trapèze  rectiligne  O'AM'M  ; 
or  la  somme  de  ces  trapèzes  est  évidemment  infinie  ;  donc 
la  smnme  des  rectangles  est  aussi  infinie.  Je  dois  cette  se- 
conde partie  de  la  démonstration  à  l'obligeance  de  M.  le 
inrofeasenr  Bourdonnay  -  Dnclésio  ,  auteur  d'une  savante 
thèse  mathématique  sur  la  distribution  de  l'électricité  sur 
la  surface  des  corps  conducteurs.  Le  théorème  général  est 
dû  à  M.  Gauchy  f).  Cela  snflBt  pour  faire  voir  la  connexion 
entre  la  somme  des  puissances  réciproques  et  les  aires  hy- 
perbohques- 

X.  A  l'aide  du  théorème  que  nous  venons  de  citer,  M.  Ber- 
trand prouve  fadlement  (**)  qoe  les  séries  : 

^^^     *"^2/2(/S)«    "^  3l0g3{tt3)«  '^  nln.iUn)^'^'"  ^^^ 

*  "^  212U2  [imy  ^'"  nlnlln  (Uln)^  '*"'"  ^*^ 

sont  toutes  convergentes  si  a  est  >  1,  et  divergentes  si  «est 
égal  à  1  on  plus  petit  qoe  1  ;  nous  avons  déjà  considéré  la  pre- 
mière série  ;  pour  la  seconde ,  il  faut  recourir  à  la  courbe 
hyperbolique  donnée  par  l'équation 

1 


J^  = 


X  (log  xy  ' 


(*)  KxereiceB  de  nuiUiénMtiquef,  seeoDde  année,  i837,  p.  m. 
(**)  Jonrul  des  Malbénetiqvet ,  fév.  1M3,  p.  36. 


y 
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et  dont  Taire  asjmptotique  est  exprimée  par  --■ ,    et 

aiosi  des  autres. 

XI.  Ces  séries  servent  au  même  géomètre  à  établir  des 
règles  de  convergence.  Avant  de  les  donner,  nous  rappel- 
lerons deux  théorèmes  de  M.  Gancby  (*)  qui  servent  de  point 
de  départ 

Théorème  1.  Si  dans  une  série 

U=:tto  +  tt,4-tt.+  ...u^-+.  u^  +  etc.,        (!) 

tous  les  termes ,  à  partir  d'un  certain  rang ,  sont  positifs  ;  et 
si  de  très^randes  valeurs  de  n  font  converger  le  rapport 

-^  vers  une  limite  R  \  la  série  sera  convergente  lorsqu'on 
*• 

aura  R  <C  i,  6t  divergente  lorsqu'on  aura  R  >>  1  (Algèb. 
Fourcy,  p.  52%  3*  édit.).  En  eflet,  le  rapport  ayant  une  ten- 
dance à  devenir  constant ,  la  série  s'approche  asymptotique- 
ment  d'une  progression  géomé(rique  et  en  prend  le  carac- 
tère. 

T%éorême  II.  Si  dans  la  même  supposition ,  pour  de  très- 
grandes  valeurs  de  n ,  i/u^  converge  vers  une  limite  R  ;  la 
série  est  convergente  on  divergente ,  suivant  qu'on  aura 
R  <  1  ou  R  >  1  (Algèb.  de  Fourcy»  p.  524).  Lorsqu'on  a 

constamment  -^^  =  y^u^^  la  série  est  une  progression 


u 


11+1 

géométrique  ;   car  on  aura  ainsi  -^  =   Vu^^ ,     rem- 


plaçant  dans  le  second  nombre  u,^  par  sa  valeur  tirée  de  la 
première  équation ,  il  vient  :  -^  =  k  ii.  ;  on   voit  donc 


u. 


que  lorsque  f^u^  s'approche  d'une   valeur  Gxe ,    la  série 


(*)  Ooun  d'analyse,  p.  133,  134. 
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oonyerge  encore  vers  une  iMrogressioo  géométriqae;  et  cette 
limite  est  identique  à  celle  qni  est  donnée  par  le  théorème 
précédent  {Cours  d'analyse  ^  p.  134).  Ainsi  les  deux  théo- 
rèmes ne  diffèrent  que  pour  Ténoncé. 

XII.  Ce  théorème  est  en  défaut  :  r  lorsque  R=:t  ^  2»  lors- 
que R  est  tantôt  au-dessus  tantôt  an-dessous  de  1  ;  ce  qui 
arrive  ponr  certaines  séries  que  Legendre  a  désignées  sous  le 
nom  de  séries  semi-cùnvergentes. 

Pour  trouver  les  caractères  à  employer  lorsque  R=l, 

examinoQ8(a)  la  série  qui  a  pour  terme  général         *  s  loga, 

et  étant  nne  constante  ;  on  en  déduit  u^^ssa"  -,  ainsi  toute 
série  qni  pour  de  grandes  valeurs  de  n,  satisfaite  cette  équa- 
tion ,  s'approche  d'nne  progression  géométrique  et  participe 
aux  caractères  de  cette  progression ,  comme  il  a  déjà  été  dit 
d-des8U8  ;  il  n*y  a  du  doute  que  lorsque  log  a  =  0 ,  et  re- 

log  u^             "  u^ 
marquonsque  = =. 

log  — 
(à)  La  série  qui  a  pour  terme  gàiéral  -j ^  =  «  ;  on  en 

tire  u^  =  —  Y  ce  qui  est  la  première  des  séries  (A)  ;  donc 

il* 

dans  toute  série  où   le  rapport  -r s'approche   d'un 

'  nombre  constant  pour  u  très-grand ,  tend  à  s'identifier  avec 
la  première  de  (A)  ;  ainsi  si  a  >  1 ,  il  y  a  convergence  ;  et  si 
a<1,ilya  divergence  ;  il  y  a  doute  si  a  =1  {Cours  d* ma- 

log  —  log  — 

/yie ,  p.   137  ).  On  a  :  -r— ^  =  r-— .  =  =  «  ;   or , 

'        "^  logn        log  n        n 


n 

pour  n  inBni  s est  infini. 
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Donc ,  pour  que  «  Hoit  one  quantité  finie ,  il  fant  qœ 

2  soit  dqI.  Par  oonséqaent ,  le  second  caractère  ne 

peat  avoir  lien  qae  lorsque  le  premier  est  eo  défaut. 
Exemple.  Soit  la  série 

Le  rapport  de  deax  termes  consécutifs  est         ^;  la  limite 

de  ce  rapport  est  =  1  ^  ainsi  la  première  règle  est  iusuffi  • 
santé  $  la  deuxième  règle  donne  : 

log(^+l)(^  +  2)  _  log»+^   ,  log»-l-2 
log»  logn  log» 

pour  n  =  oc ,  la  limite  =  2  ;  donc  «  >  1,  et  la  série  est  con- 
vergente. 

En  effet ,  elle  est  égale  à  1 ,  car  on  peut  la  mettre  sous 
cette  forme 

('-^)+(H)+a-i)+-='- 

(c)  La  série  qui  a  pour  terme  général  -; — r-^  =?  a  :  on  en 

log  //î 

tire  log  —  =  log  (/«)«  ;  d'où  —  =  (/«)«  ;  m  = 


log  — 
nu 
Ainsi  lorsque  le  rapport  -j — --2  tend  à  devenir  constant,  la 

série  s'approche  de  la  seconde  des  séries  (A). 
Or 

log  —  ,       log  — 

°  nu,^  In         °  nu^  In 


Un  log//i        In  log  In 
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Lonqae  n  est  iofini  le  premier  facteur  est  iofini  ;  il  faut  donc 

log  — 
que  le  second  facteur  s'approche  de  zéro,*  ou  que  -r 

deYienne  égal  à  FoDité  ;  ainsi  lorsque  la  troisième  règle  a 
lien  la  seconde  est  Bécessairement  en  défaut.  Soit  la  série 

1+-1~+    |^+...-J-+... 
2V/2       3|/3  «Kl» 

l'*  Règle.  Rapport  de  deux  termes  cousécutifs 


;,  fesant  n  =  oc , 


(/i+l)F«+i 

ce  rapport  deyient  égal  à  I  -,  ainsi  cette  règle  n*est  pas  appli- 
cable. 


-«^— 


à-  Règle.  H^V^  _  ^4  1 .  fesant  /i  =  oc,  ce  rapport 
log/i  n     ' 

=  1  ;  donc  la  deuxième  règle  u'est  pas  applicable. 


.«>— 


3"*  Régie,  log  "^^^  -- 1;  fesant  1»  =  oc ,  le  rapport  =  0, 

nlogn       n 

par  conséquent  a  <  1 ,  et  la  série  est  divergente  et  à  fortiori 
la  série  suivante 

14.—  +  —  +  -—+..-—, 
V/i       i^S       |/4  v^n 

{d)  Si  le    rapport  précédent  est  égal  à  Tunité,  il  faut 

log^-^ 
prendre  le  rapport  -j — j~y  et  ainsi  de  suite. 

[roir  Lebesgue ,  t.  IV,  p.  66.) 
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THÉORÈMES  ET  PROBLÈMES. 


107.  Étant  données  deux  sphères  fixes ,  trouver  la  distance 
des  deux  centres ,  en  ne  se  servant  que  de  la  régie  et  du 
compas. 

108.  Deux  quadrilatères  ABCD,  A'B'G'D' étant  inscrits  dans 
la  môme  conique  ;  si  les  trois  points  d'intersection  (AB,  A'B'), 
(BC,BC;,  (GD,G'D')  sont  sur  une  même  droite  le  point  d'in- 
tersection (DA,D'A')  sera  sur  la  même  droite  (Pliicker). 

109.  Un  polygone  de  2/n-|-4  côtés  étant  inscrit  dans  une 
conique;  les  côtés  opposés  donnent  m  -f  ^  points  d'intersec- 
tion ;  si  m  -^  1  de  ces  points  sont  sur  une  même  droite ,  le 
point  restant  est  sur  la  môme  droite. 

1 10.  Un  polygone  de  2/n4-^  côtés  étant  circonscrit  à  une 
conique  ;  m  -j-  2  diagonales  passent  par  les  sommets  opposés  ; 
si  m  -f- 1  de  ces  diagonales  se  coupent  en  un  môme  point,  la 
diagonale  restante  passe  par  le  môme  point. 

111.  Lorsqu'un  corps  pesant  flottant  est  en  équilibre  dans 
un  liquide,  la  distance  du  centre  de  gravité  du  corps,  au 
centre  de  gravité  de  la  masse  liquide  déplacée ,  est  un  maxi- 
mum ou  un  nnnimum  (Ciausen). 


ANNONCE. 


M.  Aristide  Marre,  connu  de  nos  lecteurs  (voy.  t.  III, 
p.  317),  et  qui  s'applique  avec  ardeur  à  l'élude  des  mathé- 
matiques et  des  langues  orientales ,  est  occupé  à  traduire 
l'ouvrage  classique  deBoha-Eddin  sur  l'algèbre,  qui  donne 
une  idée  de  Tétat  de  cette  science  au  douzième  siècle. 
Nous  en  enrichirons  les  Nouvelles  Annales.  11  est  à  dé- 
sirer que  ce  jeune  homme ,  soldat  au  71"  de  ligne,  soit 
bientôt  entièrement  rendu  aux  lettres ,  où  il  pourrait  ausi»i 
rendre  au  pays  un  genre  de  service  qu'on  ne  saurait  trop  en- 
courager, surtout  depuis  que  nos  relations  avec  l'Orient 
prennent  de  jour  en  jour  plus  d'importance.  Tm. 
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RECTIFICATION  ESSENTIELLE. 


Les  problèmes  f09  et  110  (page  112)  doivent  étreainti 
énoncés  : 

109.  Un  polygone  de  4^  -f-  2  côtés  étant  inscrit  dans  une 
conique .  les  côtés  opposés  donnent  2i»  -f- 1  points  d^inter* 
section  *,  si  2m  de  ces  points  sont  sur  une  même  droite ,  le 
point  restant  est  sur  la  même  droite. 

110.  Un  polygone  de  4m  -f-  â  côtés  étant  circonscrit  à  une 
oooiqae ,  2m  -|- 1  diagonales  passent  par  les  sommets  oppo- 
sés ;  si  2m  de  ces  diagonales  passent  par  le  même  point ,  la 
diagonale  restante  passe  par  le  même  point. 

En  ch^chant  les  démonstrations ,  j'ai  trouvé  !e  vice , 
d'ailleurs  évident ,  de  l'énoncé  que  j'ai  copié ,  par  inadver- 
tance^ dans  Grell. 


OBSERVATIONS 

sur  k  mode  actuel  â^ examen  pour  l'admisri&n  d  Fécole  de 

Saint-Cyr. 


Le  nouveau  mode  de  concours  a  eu  un  effet  rétroactif  assez 
ficbeux.  Comme  dans  le  midi  de  la  France  on  ne  s'attendait 
pas  à  subir  les  examens  le  15  juillet,  les  professeurs  ne  s'é- 
Jaient  pas  arrangés  de  manière  à  avoir  terminé  leurs  cours  à 
celte  époqae.  De  là ,  lorsqu'ils  ont  été  assez  tardivement  in- 
A?Mi.  os  Matbémat.  v.  8 


stroîts  des  nouvellefl  dispositions ,  la  Dècessité  de  se  h&(er  ; 
inconvénient  d'autant  plus  grave  qu'il  portait  sur  les  parties 
les  plus  élevées  du  cours ,  la  trigonométrie  et  la  géométrie 
descriptive. 

Examinons  maintenant  en  elles-mêmes  les  nouvelles  dis- 
positions. 

La  création  de  vingt-sept  commissions  d'examen  n'établit- 
elle  pas  une  inégalité  injuste  entre  les  différents  candidats? 
Les  unes  ne  seront-^lles  pas  trop  sévères ,  les  autres  trop 
indulgentes  ?  Je  citerai  un  exemple  du  premier  de  ces  excès, 
le  plus  à  craindre  dans  une  simple  épreuve  d'admissibilité. 
Dans  une  académie ,  à  ma  connaissance ,  un  candidat  a  été 
exclu  des  épreuves  orales^  sous  prétexte  qu'il  n'avait  pas 
terminé  sa  composition  de  trigonométrie.  Il  avait  cependant 
résolu  le  triangle  qu'on  lui  avait  donné ,  mais  n'avait  pas 
eu  le  temps  d'en  trouver  la  surface  ;  il  s'était  borné  à  indi- 
quer la  marcbe  à  suivre  pour  la  trouver.  On  a  cité  un  article 
du  règlement  qui,  je  croiâ ,  n'était  pas  fait  pour  la  circon- 
stance :  n'est-ce  pas  là  une  sévérité  outrée? 

Le  choix  des  examinateurs  est  encore  une  cause  d'inégalité 
entre  les  candidats.  Ce  sont  des  hommes  honorables ,  mais 
pris  dans  le  pays  même  ;  et  ne  pouvant ,  avec  la  meilleure 
volonté  du  monde,  se  soustraire  tout  à  fait  aux  influences 
locales,  aux  nécessités  de  leurs  positions.  Ainsi ,  des  profes- 
seurs ont  eu  à  interroger  leurs  propres  élèves. .  Or  un  élève 
habitué  aux  méthodes  de  son  professeur,  à  la  tournure  de 
son  esprit ,  familiarisé  avec  sa  manière  d'interroger,  n'aura- 
t*il  pas  infiniment  plus  do  chances  de  réussite  qu'un  candidat 
soumis  à  l'émotion  inévitable  d'un  examen  passé  devant  une 
personne  étrangère  ? 

Enfin ,  dans  une  académie  que  je  pourrais  citer ,  Ton  des 
candidats  était  le  fils  du  président  de  la  commission  ;  un 
antre ,  frère  de  lexaminateur.  L'impartialité  de  ces  per-  • 
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lOBueft,  que  j'ai  l'ImineQr  de  connaître  particulièrement, 
ae  Caît  |KHir  moi  l'objet  d'aacan  doute  :  mais  cela  est-il 
fé^ier? 

J'ignore  quelles  sont  les  intentions  de  l'administration 
pour  cette  année  ;  mais  il  est  yiTement  à  désirer  qu'elle  re- 
vienne à  l'ancien  mode,  qui  n'avait  jusqu'à  présent  soulevé 
aocuneopposition.On  cherche  aujourd'hui  à  tout  perfection- 
ner. Cette  disposition  d'esprit  a  son  hon  côté  ;  mais  il  ne  faut 
pas  qu'elle  dégénère  en  manie.  On  a  d'ailleurs  beaucoup 
exagéré  Vinconvénient  qui  résulte  du  trop  grand  nombre  de 
candidats.  Il  n'y  a  guère  que  les  candidats  sérieux  qui  subissent 
toutes  les  épreuves  ;  les  autres  sont  toujours  éliminés ,  soit 
aux  compositions ,  soit  au  premier  examen« 

Note.  On  dit  qu'une  commission  a  été  nommée  pour 
s'occuper  de  la  révision  du  mode  actuel  d'examen  pour 
Saint^yr. 


THÉORÈME 
sur  les  racines  imaginaires. 


'  TutomÈHK.  y  (-a^)  étant  une  fonction  algébrique  entière ,  si 
fx{jc--a)  renferme  2A:-hl  variations  de  plus  que/(j:), 
alors  celle-ci  a  au  moins  2k  racines  imaginaires. 

Démonstration.  Conservons  la  notation  indiquée  t.  II, 
p.  250  ;  ainsi  pour  le  polynômc/jr ,  T  désigne  le  nombre  de 
termes;  /,  nombre  de  termes  manquants;  v,  nombre  total 
des  Tariations  ;  ^S  nombre  de  variations  répondant  à  des 
lacnoes  impaires  ;  ^\  nombre  de  variations  répondant  à  des 
lacunes  paires  ;  p-,  nombre  total  des  permanences  ;  p\  nombre 
de  permanences  à  lacunes  impaires  ;  ^",  nombre  de  perma- 
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nenoes  à  lacunes  paires  ;  O ,  uombre  4e  racines  posilîTcs  ; 
N ,  nombre  de  racines  négatives  ^  I ,  uombre  de  racines  ima- 
ginaires ;  z,  nombre  positif  indéterminé.  Les  lettres  grccqaes 
T,  T ,  f ,  <p',  <f",  r. ,  ^,  7c",  désignent  les  quantités  analogacs 
pour  le  polynôme /r{j:  —  a). 

Ona:  7r  +  ^  +  T=:0  +  N  +  I+l;  (i) 

car  le  polynôme  fx{x  —  a)  a  une  racine  positive  de  plus 
qne  le  polynôme ^x  ; 
çp  =  (^4-2^  +  l,  par  hypothèse;  ir  =  7r'-f-7r" j  0  =  t' — 2; 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (1),  il  vient  : 

w'+7c"+|/+  2A:4- 1  +  ii'+(p'+2"=f'—  2  +y'+  :r"—  2'+I  +  l  \ 
d'où  I  =  2ir'+  2k  +  a"+  2  +  z. 

Donc  I^2it  +  2it'.  C.Q.F.D. 

OiMTtMiliofi.  Ce  théorème  est  de  M.  Sturm. 

Correction  importante.  Dans  l'article  sur  les  imaginaires 
(t.  ly,  p.  236) ,  au  lieu  de  trois  termes  consécutifs^  il  faut 
,lire  trois  premiers  termes  consécutifs.  Cette  correction  m'avait 
été  indiquée  immédiatement  par  le  savant  auteur  de  Farticle  ; 
à  mon  grand  regret ,  j'ai  oublié  de  la  mettre  dans  l'errata. 


NOTE 

sur  la  méthode  d'approximation  de  Newton. 


VAJk  M.  &ÉOW  AWWX, 

Ancien  élève  de  l'Betle  polytechnique. 


Soity(a^=:0  une  équation  ayant  une  racine  réelle  a 
plus  grmde  ou  plus  petite  que  a;  posant  x^za-^y^  il 
vient  : 
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/{a.  +  y)  =/(.)  +  j/'(«)  +y^-^  + .. .  . 

Cette  équation  a  poar  racines  les  m  restes  qn'on  obtient 
en  retranchant  de  a  cbacane  des  m  racines  dey(jr)  =  0. 
L'one  d'elles  est  (a  —  a)  et  le  résaltat  de  sa  sobstUotion 

/(a)  +  (a-a)/(a)+ j-^ 4.  ....  4_____ 

est  identiquement  nul. 

La  méthode  de  Newton ,  comme  il  est  dit  dans  tontes  les 
âlgébres ,  suppose  la  différence  (ïz  —  «)  assez  petite  ponr  que 
l'ensemble  des  termes  qui  suivent  les  deux  premiers  puisse 
être  négligé ,  et  que 

donne  pour  y  une  ralenr  €  qui ,  ajoutée  à  a ,  forme  un 
nombre  a-4-  6  =  a'  différant  encore  moins  de  a ,  c'est-à-dire 

e(  enfin ,  appliquant  les  mêmes  calculs  et  les  mêmes  hypo- 
thèses ,  non-senlement  à  a',  mais  encore  aux  résultats  suc- 
cessifs, les  quantités 


«ï 


coDTergent  de  pins  en  plus  vers  a. 

Hais  oomme  il  existe  un  grand  nombre  de  circonstances 
incompatibles  avec  de  telles  hypothèses ,  cette  méthode  est 
sootent  en  défaut  et  ne  doit  son  emploi  qu'à  Texcessivc  sim- 
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plicité  de  son  application  ;  bien  plus ,  si  Ton  exprime  ces 
qaantités  en  décimales ,  et  en  ne  prenant  qa'un  nombre  dé- 
terminé de  décimales ,  le  calcol  pourra  donner  pour  a',  a", 
a"....  des  nombres  moins  rapprochés  que  ces  fractions  dont 
on  n'a  pas  ainsi  la  valeur  exacte ,  et  la  méthode  pourra  de- 
venir fautive  uniquement  par  cette  restriction. 

Pour  interpréter  analytiquement  les  circonstances  qui 
peuvent  rendre  cette  méthode  exacte  ou  fautive ,  il  faut  re- 
marquer que  résoudre  l'équation/C x]  =  0 ,  c'est  chercher  à 
exprimer  numériquement  les  abscisses  des  points  d'intersec- 
tion de  la  courbe  ^=/(j:)  et  de  Taxe  des  x;  cette  intersec- 
tion peut  se  faire  sous  l'une  des  quatre  directions  des  6g. 
15  et  16. 

Soit  oR  =  /z,  oA  =  a,  AB=/(a),  ou  AB.=/(a}.  Au 
point  B  ou  B.  je  mène  la  tangente  BA'  ou  B.A';  au  point  A'  je 
mène  une  ordonnée  A'B'  ou  A'B.' ,  puis  la  tangente  B'A''  ou 
B/A'^,  et  ainsi  de  suite  -,  et  l'on  obtient  une  suite  de  pieds  de 
tangentes  A',  A",  A"'....  s'approchant  de  plus  en  plus  de  R  > 
et  ces  triangles  donneront  : 

4  4f  AB  /(a) 

ou  bien  AA'=-i^=^. 

tangB.A'A      /'(«) 

Comme  ici/ (a)  et/'(a)  sont  de  signes  contraires,  —  "^-^^  est 

J  (») 
positif  Y  et  par  suite  : 

ou  (A,.  16)        AA'=— ^=.^, 

tang  BA'A       /'(a) 


ou  bien  AA= 


AB.  /(«) 


tangB.AA       -/'(«)' 
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Ici  /(a)  et/'(oi)  sont  de  «éme  «gne ,  —  ~?7^  est  négatif ,  et 
par  suite  : 

c' ==  «  — 4rT  =  oA  —  AA' =  oA'. 

Ainsi  R  sera  la  limite  sapérieore  des  points  A',  A",  A'".... 
dans  le  premier  cas ,  et  sera  dans  le  second  cas  lenr  limite 
inférienre. 

Ces  points  A',  A",  A'"....  ne  dépasseront  pas  le  point  R  si , 
dans  ton  te  l'étendue  de  Tare  BR,  les  ordonnées  sont  con- 
slaniment  décroissantes  de  B  en  R ,  ainsi  que  les  coeflScients 
dlnclinaison  (abstraction  faite  du  signe).  Pour  cela,  il  faut 
qoey^(x)  n'admette  de  B  en  R  ni  maximum  ni  minimum , 
c'est-è-dire  que  Tare  BR  n'ait  ni  somifiets  ni  inflexions. 
Pour  qu'une  fonction  soit  croissante ,  il  faut  et  il  suflSt  que 
la  dérivée  reste  positive  ;  puis  une  quantité  négative  est  d'au- 
tant plus  grande  que  sa  valeur  absolue  est  plus  petite.  Cela 
admis  : 

V  J\x)  ^f{x)  ^  f\x)  ne  doivent  pas  changer  désigne 
pomr  toute  valeur  de  x  comprise  entre  a  et  a, 

â«  De  B  en  R  {^q.  15)  ou  de  R  en  B  (/îj.  16)  ,/'(x)  aug- 
mente ;  donc  f\x)  reste ,  comme  f{x) ,  positif  entre  ces 
limites. 

3*  De  B.  en  R  (/l^.  15)  ou  de  R  en  B.  (/I;.  16)  ,/'(x)  dimi- 
Boe;  donc  y  (x)  reste,  comme  /(x),  négatif  entre  ces 
Hautes. 

D'où  il  suit  que  la  méthode  ne  sera  pas  en  défaut  : 

r  Si  l'on  a  deux  nombres  a ,  7  comprenant  entre  eux  une 

ndoe  ô%/{x)  =  0  et  une  seule. 
2*  Si,  pour  toute  valeur  de  x  comprise  entre  «  et  7,  les 

fondions  /{x) ,  f\x) ,  f%x)  ne  changent  pas  de  signe.  (  Le 

(béoréme  de  M.  Sluni  permettra  de  déterminer  toujours  a 

et  7  dans  ces  conditions.) 
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3*  Si  foo  prend  pour  première  approximalioû  de  la  racinif 
àej\x)  =  0  celui  des  deux  nombres  dont  la  substilulion 
dans  /( x)  el  /"{x)  donnera  deux  résultats  de  même  signe. 

On  voit ,  d'après  cela ,  que  si  les  nombres  a,  a',  a"....  con- 
vergent de  plus  en  plus  vers  une  certaine  limite ,  celte  limite 
est  la  racine  a  ;  il  serait  donc  utile  de  reconnaître  si  en 
effet  il  y  a  convergence ,  c'est-à-dire  de  déterminera  chaque 
nouvelle  opération  une  limite  de  l'erreur  commise.  On  pour- 
rait ,  à  cet  effet ,  substituer  aux  tangentes  les  cordes  des  arcs 
ayant  le  point  R  pour  un  de  leurs  points ,  comme  Tindique 
M.  Lefebure  de  Fourçy  dans  sa  Géométrie  analytique ,  ou 
bien  des  parallèles  aux  tangentes ,  ainsi  qu'il  suit. 

Soit  oA  =  a  une  limite  inférieure ,  et  soit  oC  une  limite 
supérieure  de  oR  =  a  ;  supposons  que  Tare  BD  n'ait  ni  som- 
mets ni  inflexions ,  il  est  clair  que  si  par  le  point  D  Ton  mène 
BC  parallèle  à  BA',  le  point  R  sera  compris  entre  A'  et  C  ; 
menant  l'ordonnée  CD'  du  point  C  et  la  parallèle  D'C"  à  la 
tangente  B'A'',  on  aura  deux  nouveaux  points  A'',  C  plus 
rapprochés ,  et  néanmoins  comprenant  entre  eux  le  point  R , 
et  ainsi  de  suite }  de  sorte  que,  comparant\es  deux  construc- 
tions, on  aurait  : 

oA  =  a  ,  oC  =  7  , 

oA   =«   =a -— -,  oL    =7   =7  —  ——, 

et  ainsi  de  suite  ^  et  l'erreur  commise  à  chacune  de  ces  ap- 
proximations est  évidemment  moindre  que  7  —  « , .  y  —  «', 

Ainsi  on  pourra  prendre  pour  valeurs  approximatives! 
celles  qui  sont  formées  des  décimales  communes. 
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Il  est  clair  que  ce  calcul  serait  identique ,  si  la  courte 
avait  l'une  quelconque  des  quatre  courbures  dessinées  Gg,  15 
et  fig.  16. 

Nous  croyons  utile  aux  élèves  de  leur  faire  connaître  suc- 
dnctement  cette  méthode ,  due ,  comme  chacun  sait ,  à  l'il- 
lustre Fourier.  Elle  est  exposée  avec  beaucoup  d'étendue 
dans  Fourrage  posthume  publié  en  1831  sous  le  titre  d'^no- 
lyu  des  épicUions  déierminées  ;  il  ne  renferme  que  deux  livres, 
dont  le  premier  traite  de  la  séparation  des  racines ,  et  le  se- 
cond du  calcul  approché  de  ces  racines  selon  le  procédé  nevf- 
tonien  perfectionné.  Dans  ce  second  livre ,  on  trouve ,  pour 
le  même  objet,  l'ingénieuse  abréviation  de  la  division  or- 
donnée, qui  a  passé  dans  les  traités  élémentaires.  Nous  em- 
pruntons au  même  ouvrage  l'exemple  suivant ,  qui  peut 
servir  d'exercice  (p.  209)  t 

x'— 2j:— 5  =  0. 

1'*  val.  app.  X  =  2,09  à  0,01  près  ;  on  ne  sait  si  c'est  en  plus 

ou  en  moins. 
2*  xs=:2»#i45,à0,001  id. 

3«  X  =  2,09^55148  »  moindre  que  la  racine. 

i«  X  =  2,0945514815423265 ,  à  moins  d'une  déci- 

maledul  6'  ordre  ;  plus  petit  que  la  racine. 
5«  X  =  2,0945514815423265914823865405793. 


DÉMONSTRATION  DU  THÉORÈME  55  (t.  I,  p.  521) , 

sur  le  binôme  de  Newton. 


PAS  M.  BBMBI  B'AiniRÉ, 

élère  de  l'inttUution  Laville. , 


Théorème,  ^exposant  du  binôme  de  Newton  étant  de  la 
forme  a* —  1  où  a  est  un  nombre  premier  vi  p  un  nombre 
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entier  posUif  quelconque ,  aucun  coefficient  du  binôone  n'est 
divisible  par  a  ;  si  Texposant  est  e?^  tous  les  coefficients ,  les 
deux  extrêmes  exceptés,  sont  divisibles  par  a. 
Démmstraiiim,  W  cas.  Le  coefficient  du  terme  général 

a  un  tel  binôme  est  évidemment  — r-ir-z » 

1.2.3        ....      n 

nombre  essentiellement  entier,  a  étant  un  nombre  premier,  il 
est  nécessaire  de  considérer  seulement  les  facteurs  divisibles 
par  a. 

Soit  ka"  ou  A  <;  ^  un  des  facteurs  du  dénominateur  ;  il 
existe  dans  le  numérateur  un  facteur  correspondant  a^ — Ara*"; 
les  deux  facteurs  sont  donc  divisibles  par  a**  et  donnent  des 

quotients  non  divisibles  par  a;  ôtant  donc,  baut  et  bas, 

M 
les  diviseurs  a ,  on  parvient  au  ncnnbre  entier  ^ ,  où  ni  le 

dividende,  ni  le  diviseur  ne  contiennenrcomme  facteur  le 
nombre  premier  a  ;  donc  ce  nombre  entier  n'est  pas  divisible 
par  a.  C.  Q.  F.  D. 
2"  CM,  Le  coefficient  du  terme  général  est  *. 

1.2.3  ....n  ~      a'— n.l.2..../i  a' — n* 

or  on  vient  de  démontrer  que  L  ne  contient  pas  le  facteurs, 
et  a'—  n  ne  contient  jamais  autant  de  fois  le  diviseur  a  que 
a*  ;  donc  ce  terme  est  divisible  par  a. 


DÉMONSTRATION  DU  THÉORÈME  83  (t.  III,  p.  83)  ; 

/teu  relatif  à  une  parabole. 


élère  de  l'institution  LaTille. 


Théorème.    Une  parabole  variable  ayant  un  foyer  fixe 
cl  touchant  constamment  une  conique  fixe  de  même  foyer , 


le  sommet  de  la  parabole  variable  décrit  une  conchûlde 
ayant  ponr  directrice  nne  circonférence  sur  laquelle  se 
troQTe  le  pôle  -(Cbasles). 

Défnomtraiion.  L'équation  de  la  concholde  s'obtient  im- 
médiatement en  coordonnées  polaires ,  en  prenant  pour  pôle 
le  point  fixe,  et  pour  axe  le  diamètre  qui  passe  par  ce  point. 

Si  r  est  le  rayon  du  cercle  et  d  sa  longueur  constante, 

on  a  : 

p  =  2rcoe<pdrrf. 

Je  suppose  que  la  conique  fixe  soit  rapportée  à  un  système 
d'axes  rectangulaires  ayant  pour  origine  le  foytf  et  dirigés 
l'un  suivant  le  diamètre  de  la  courbe ,  l'antre  suivant  l'or- 
donnée du  foyer  ;  alors  comme  la  directrice  est  parallèle  à 
Taxe  des^,  Téquation  focale  de  cette  conique  sera  -. 

(1)  y  +  jc'  =  {ax  +  br, 

en  désignant  par  x  =  —  l'équation  de  la  directrice. 

L'équation  de  la  parabole  variable  sera  suivant  le  type 
général  : 

(2)  y+^'  =  (niy  +  nx  +/i)- , 

avec  la  condition  m^  -|>  n'  =  1 . 

Je  vais  d'abord  exprimer  que  ces  deux  courbes  sont  tan^ 
gentes  :  pour  cela  il  suflSt  de  chercber  l'équation  qui  aurait 
pour  racines,  les  abscisses  de  leurs  points  d'intersec- 
tion ,  et  d'exprimer  que  ;  cette  équation  a  deux  racines 
égales. 

Conformément  à  la  régie  prescrite  pour  la  résolution  de 
deux  équations  du  second  degré  à  deux  inconnues ,  je  fais 
d'abord  disparaître  le  carré  de  l'une  des  variables ,  et  je  ré- 
sous par  rapport  à  l'autre  ;  il  est  tréfr-facile,  dans  ce  cas  par- 
ticulier, d'atteindre  ce  but ,  en.  égalant  les  seconds  membres 


—  1»  - 

des  équations  des  deux  courbes ,  et  extrayant  k  radoe  en* 
rée  des  deux  membres.  Il  vient  de  cette  manière  : 

.  ,          ,                              (dta — n)xdzb — p 
my+nx+p=::dr{ax+o)  f  on  eu  tire  j^= -, 

Je  porte  dans  Téquation  (1)  cette  expression  de^ ,  ce  qui 
donne ,  en  déYcloppant  et  réduisant  : 

La  condition  d'égalité  des  racines  de  cette  équation  est  : 

\abm*—  [a-^n)  (dz  b  —/?)]•-  [an^iX  Y  [(db  6—/?)'—  b^m']  =  0. 

Efièctuant  les  calculs  et  ayant  égard  à  la  relation  m*-f-/i*=t  , 
ou  trouve  6nalement  : 

p  (a'—  1  )  di  2A  —  2abn  =  0.  (2) 

Actuellement ,  le  sommet  se  trouvant  sur  la  courbe ,  les 
coordonnées  doivent  satisfaire  à  Téquation  : 

[mjr  +  nJo+  pY  — r'+  x' , 


OU  bien  (yyï-f^+ nx+pY=^y+x\  (3) 

Si  on  l'envisage  comme  résultant  de  l'intersection  de  la  courbe 
avec  la  perpendiculaire  abaissée  du  foyer  sur  la  directrice, 
on  anra  encore  : 

y"=.—x\        y=: X.  (4) 

n  n 

Or  il  est  facile  de  voir  que  si  je  donne  kp^  par  exemple , 
une  valeur  particulière ,  je  tirerai  do  Téquation  (2)  une  va- 
leur correspondante  pour  n,  et  en  les  substituant  dans  les 
équations  (3)  et  (4) ,  j'obtiendrai  un  couple  de  valeurs  de  x 
et  dey  qui  seront  les  coordonnées  d'un  point  du  lieu  ;  donc 
si  j'élimine  p  et  n  entre  les  trois  équations  (2) ,  (3)  et  (4) , 
l'équation  résultante  en  j:  et  j^  sera  vérifiée  par  tous  les  cou- 
ples et  par  les  seuls  couples  de  valeurs  de  j:  et  de  j^  »  qui , 
conjointement  avec  une  valeur  quelconque  de  p  et  de  n ,  vé- 
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rifient  les  trois  équations  ci-dessas  ;  mais  ces  couples  de 
Taleurs  sont  les  coordonnées  d'autant  de  points  du  liea  :  donc 
l'équation  en  j:  ct^  sera  yériGée  par  les  coordonnées  de  tous 
les  points  du  lieu>  et  uniquement  par  ces  seules  coordon- 
nées. Ce  sera  donc  bien  Véqaalion  du  lieu. 

Pour  effectuer  Téliroination  le  plus  simplement  possible , 
je  tire  de  Véquation  (4)  : 

X 

n  =  — zz^zr  ;    et  par  suite ,    m  = 


Si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  Téquation  (3),  il  vient  : 

d'où  P  =  =^  Vy+x"  —  \/x'+Jc\ 

Or  p  ne  peut  pas  être  nul  ;  car  la  directrice  ne  passe  pas 
par  le  foyer  ;  la  seule  valeur  admissible  est  donc  : 


p=—2yy+x\ 

Il  ne  reste  plus  qu'à  remplacer  dans  Téquation  (2)  n ,  p  par 
leurs  valeurs ,  et  on  trouve  : 

(«'-  i)  (r'H-  j^')  =  Hh  ^  \/y+  x'+  aà^- 

£n  passant  aux  coordonnées  polaires ,  il  vient  -. 

{a* —  1)  p*  =  zp  *p  +  aùp  cosy . 

J'éte  le  facteur  p,  ce  qui  fait  disparaître  Téqualion  de  l'ori- 
gine^ et  je  parviens  enfin  à  l'équation 

p=  -T-—  ^cOSQqp— —  ^. 
a  —  1  a  — 1 

On  voit  donc  que  le  sommet  de  la  parabole  variable  décrit 
un  limaçon  de  Pascal  ayant  pour  directrice  une  circonfé- 

rence  dont  le  diamètre  serait  représenté  par  —; b ,  et  pour 

b 

paramètre  constant ,  -- — r. 

a  —  1 
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On  pourrait  exprimer  ces  quantités  en  fonctions  des  axes 
de  la  conique  proposée  ;  mais  on  ne  parvient  pas  à  des  va- 
leurs remarquables. 

Note.  On  peut  parvenir  à  ce  résultat  d'une  manière  plus 
simple.  Soit  F  le  foyer  d'une  ellipse ,  pris  pour  origine  ;  F  le 
second  foyer  j  FF'  Taxe  des  x  et  les  coordonnées  rectangu- 
laires. L'équation  de  Fellipse  est  :  ay-^-b^'j^—^b^cx  =  6*  j 

a  =  -  axe  focal  ;  b  =  petit  axe  ;  c'=  a'—  b"". 

Soit  M  {y\  x')  un  point  de  l'ellipse  ;  menons  par  F  une 
parallèle  à  MF  et  rencontrant  en  P  la  tangente  en  M  ;  soit 
MQ  une  perpendiculaire  abaissée  de  M  sur  cette  parallèle , 
et  S  le  milieu  de  PQ  ;  la  parabole ,  qui  a  S  pour  sommet  et 
F  pour  foyer,  touche  l'ellipse  en  M  ;  faisons  FS=p  ;  SFF'=(p  ; 
il  s'agit  de  trouver  une  relation  entre  p  et  ^  ;  faisons  -. 

a  a 

les  triangles  semblables  dooneot  pour  les  coordoonées  de  P  : 


a'  (x'-  2c)  y%' 

•r=  — -, —  ;  y  =  -jr-  0) 

La  parallèle  i  MF  passant  par  l'origine  a  pour  équation  : 

y 

r  =  — ; X. 

^       x'—  2c 

La  perpendiculaire  abaissée  sur  cette  parallèle  a  pour 

équation  : 

,      i2c  —  X 

Les  coordonnées  de  Q ,  pied  de  la  perpendiculaire ,  sont  : 

y(i''-2cjr')  ^'^^ 
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Donc  les  coordonnées  du  point  S ,  milieu  de  PQ ,  sont  : 

b*  (x^—  2c) 


JC  = 

z 


y  —  -f/»  ' 


(3) 


il'où 


,     ô*  6'  r'  J^'-~2c     6'— as" 

p=^î  P=^M  ^°8<P=;;Fi::2^i  cosy=— ^  = 


cz" 


Éliminant  z.",  il  vient  p  =  a  —  c  coscp ,  équation  du  limaçon 
de  Pascal.  Ainsi  C  étant  le  centre  de  l'ellipse ,  on  décrit  une 
circonférence  sur  CF  comme  diamètre  \  prenant  F  pour  pôle, 
et  le  demi-axe  focal  ponr  ligne  constante,  on  construit  avec 
ces  données  le  limaçim  qui  convient  au  lieu  cherché. 

L'éqnatioo,  étant  indépendante*  de  6%  a  donc  lieu  aussi 
lorsque  la  conique  fixe  est  une  hyperbole. 

Observ€i<ton.  Il  est  à  désirer  qu'on  démontre  géométri- 
quement la  propriété  f>z"  =  h^  \  cela  abrégerait  beaucoup  le 
calcul.  Tm. 


SOLUTION  GÉOMÉTRIQUE  DU  PROBLÈME  103. 

(  V.  t.  IV,  p.  500.  ) 

FA&  M.  ▲.  OBOSSOir , 

Profefiear  tu  collège  de  Bourges. 


Soient  M  et  M'  {fig,  17)  deux  points  voisins  de  la  courbe 
demandée;  la  ligne  MM'  sera  une  sécante  à  cette  courbe.  Les 
denx  angles  AMB  et  AM'B  étant  égaux ,  on  pourra  faire 
passer  une  circonférence  par  les  quatre  points  A,  B,  M' et  M; 
et  la  ligne  MM'  sera  aussi  une  sécante  à  ce  cercle.  Conce- 
vons que  le  point  M'  se  rapproche  indéfiniment  du  point  M  \ 
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d'une  part  la  position  limite  de  la  sécante  MM'  à  la  courbe 
cherchée  sera  la  tangente  à  cette  même  courbe  au  point  M  : 
d'autre  part  la  position  limite  de  la  sécante  MM'  à  la  circon- 
férence y  sera  la  tangente  au  même  point  M  à  la  position 
limite  de  cette  circonférence  ,  c'est-à-dire  à  la  circonférence 
passant  par  les  trois  points  P,  M,  Q.  Ce  qu'il  fallait  dé- 
montrer. 

Si  rtiUgle  donné  est  droit ,  on  aura  une  normale  à  la 
courbe  décrite  par  le  sommet ,  en  joignant  ce  sommet  an 
milieu  de  la*corde  qui  joint  les  points  de  contact  des  côtés  de 
cet  angle. 


^NOTE 

Sur  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre ,  et  sur  le  calcul 

de  radicaux  superposés. 

FAa  BC.  A.  G&0880V, 

Professeur  au  collège  de  Bourges. 


En  partant  des  relations  qui  permettent ,  étant  données  les 
aires  des  polygones  inscrit  et  circonscrit  à  un  même  cercle, 
de  calculer  les  aires  des  polygones  inscrit  et  circonscrit  d'un 
nombre  de  côtés  double,  M.  Catalan  a  fait  Yoir  (t.  I^  p.  191  ) 
que  les  aires  des  polygones  successifs  inscrits,  sont  les  termes 
d'une  suite  telle  que  le  carré  de  chaque  terme  est  égal  au 
double  du  cube  du  terme  précédent ,  divisé  par  la  somme 
faite  de  celui-ci  et  du  terme  précédent. 

Si  Ton  représente  par  A,  A', A",  les  aires  de  trois  polygones 
successifs  inscrits  ;  par  B,B',B"  les  aires  des  polygones  sem- 
blables circonscrits,  on  sait  qu'on  a  les  relations: 

A"  =  AB  ,  A'"=  A'B', 

2AB  ^,_     2A'g 

""Â+I^'  "  "A'  +  A- 
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Ëlimiaons  B'  et  B  entre  les  trois  premières,  oo  arrive  à 

Si  00  Eaiit  le  même  calcul  smr  les  périmètres  des  polygones 
saccessifs  inscrits  et  circonscrits,  on  arrive  à  ce  résultat  re- 
marquable que  les  périmètres  des  polygones  successifs  in- 
scrits suivent  identiquement  la  même  loi  que  les  aires  de  ces 
mêmes  polygones. 

Désignons  par  P,F,F'  les  périmètres  de  trois  polygones 
successifs  inscrits  ;  par  Q,Q',Q"  les  périmètres  des  polygones 
semblables  circonscrits,  on  a  les  relations  : 


cf=^,    <?■=<! 


aPO* 


P+Q'      ^      P'-fQ-' 
P^  =  P.Q',    F''  =  F.Q''. 

ËliiniooDS  Q'  et  Q"  entre  les  trois  dernières ,  un  obtieftt  : 
et  en  remplaçant  Q'  par  -^,  on  trouve  :  P'''  = 


F'  P  +  F* 

Si  oo  fait  le  calcul  en  partant  de  Fhexagone  inscrit  »  on 

â    2    2 

arrive  facilement  à  la  relation  2ic  =  6.  -  .  -  •  - 

a    b    e 

En  posant ,  pour  abréger , 

\/2+V'^=a,     1/^+2  =  6,     V/6+2  =  c,etc. 

Aésnltat  d«  même  forme  que  celui  qu'a  obtenu  M.  Catalan, 
eo  partant  de  Taire  du  carré  inscri  t . 

En  s*arrêtant  au  n^^  facteur,  on  aurait  le  périmèlre  du 
polygone  inscrit,  dont  le  nombre  des  cAtés  serait  marqué  par 

6X2*.  Or  onsaitqueQm  — P,,<  j5(Q  — P);  Q«etP«, 

désignant  les  périmètres  des  polygones  obtenus  en  doublant 
«aceessivement  m  fois  le  nombre  des  côtés  des  polygones 

ÀJIN.  DE  MATHiM.   V.  9 
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dont  les  périmètres  sont  Q  et  P.  Dans  le  cas  qui  non» 
occupe  Q  —  P  est  <  1 .  Donc ,  en  s'arrétant  an  n^^  facteur 
le  périmètre  du  polygone  obtenu  différera  de  la  circonfé- 
rence de  moins  de  p  ;  et  par  conséquent  on  pourra  calculer  n 

à  moins  de  --7^  près.  (Voir  t.  IV,  p.  156). 
2.4 

Quelques  mots  sur  la  manière  d'effectuer  ce  calcul,  et  en 
général  sur  Textraction  de  la  racine  carrée ,  des  quantités 
qu'on  ne  peut  évaluer  qu'approximativement. 

Théorème,  Si  on  a  un  nombre  quelconque  de  2/i  -f*  2  ou 
de  2p4-^  chiffres,  et  qu'on  supprime  les  p  derniers  chiffres, 
en  les  remplaçant  par  des  zéros  ;  la  racine  carrée  de  ce  dernier 
nombre  obtenue  à  moins  d'une  demi-unité  près ,  sera  celle 
du  nombre  donné  à  moins  d'une  unité  près.  On  peut  même 
si  l'on  veut,  augmenter  le  dernier  chiffre  significatif  d'une 
unité. 

DémanstraHon.  Soit  N  le  nombre  proposé ,  N  db/1 10'  sera 
le  nombre  mutilé,/ représentant  une  fraction  plus  petite  que 
l'onité.  Soit  £x  la  racine  carrée  de  ce  dernier  nombre  obtenue 
à  moins  d*une  demi-unité  près  ;  alors  on  aura  : 

/'  représentant  aussi  un  nombre  plus  petit  que  Funité.  De  là 
on  déduit  : 


Deux  cas  peuvent  se  présenter ,  ou  bien  le  second  membre 
est  positif,  ou  il  est  négatif. 

S'il  est  positif,  on  a  N  —  a'  >  0  ou  N  >  a\  D'ailleurs  a 
est  au  moins  égal  à  10''  puisque  la  racine  a  /?  ~f- 1  chiffres  ;  de 
sorte  qu*en  supposant  le  cas  le  plus  défavorable ,  où  les  frac- 
lions  seraient  égales  à  l'unité,  /"a-f/.lO'',  est  toujours 
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moindre  que  2a  + 1 .  De  rioégalité  N— a'  <  2a  -j- 1  od  tire 
aîsément  N  <a-4-l)'.Le   nombre  donné  étant  compris 
entre  a*  et  (a  -|- 1  ]'  ;  sa  racine  est  donc  bien  a ,  à  moins  d'une 
nnité  près. 
Si  le  second  membre  est  négatif  ;  on  a  d'abord  N — a*  <;  0 , 

et  par  conséquent  N  -<  a\  D'ailleurs,  pour  peu  que  a  dé- 
passe lO'  d'une  unité  seulement,  ce  second  membre  est 
moindre  en  valeur  absolue  que  2a — 1  ;  on  a  donc  l'inégalité 
N— a'  >  —  2a  -f  1 ,  et  par  conséquent  N  >  a'  —  2a  -f-  1 , 
ou  bien  N  >  (a  —  1  )".  N  étant  compris  entre  a*  et  (a  —  1)"  ,• 
ce  sera  donc  aussi  sa  racine  à  une  unité  prés. 
Il  résulte  de  là  que  si  on  veut  calculer  une  expression  de 

la  forme  V  2  -j-  V^s  à  un  millième  près  par  exemple,  je  cal- 
culerai V^3  à  un  millième  près,  on  ajoutera  2  à  la  racine 
obtenue ,  ci  Ton  calculera  la  racine  du  résultat  a  un  demi- 
millième  près ,  ce  qui  donnera  la  racine  demandée ,  à  moins 
d'un  millième  près. 

Si  l'on  avait  un  plus  grand  nombre  de  radicaux  super- 
posés ,  on  pourra  toujours  continuer  le  calcul  de  la  même 
manière,  extraire  les  racines  carrées  successives  à  un  demi- 
millième  près  ;  ce  qui  donnera  en  dernier  résultat  la  racine 
demandée  à  on  millième  près. 

Ce  théorème  pourrait  servir  dans  la  construction  des  tables 
de  logarithmes  en  arithmétique  :  on  veut  insérer  2*"  —  1 , 
moyens  géométriques  entre  1  et  10  par  exemple,  on  aurait 
la  raison  à  un  dix-millième  près ,  en  extrayant  m  racines 
carrées  successives  de  10  à  un  deoii-dix-millième  près. 

(Yoir  Guilmin ,  t.  1 ,  p.  487 ,  et  t.  IV ,  p.  124 ,  205). 

NaU.  Il  serait  à  désirer  qu'on  eût  une  théorie  analytique 
de  tontes  les  approximations  usitées  en  arithmétique  ;  sur- 
tout pour  celles  de  Fouricr  et  de  M,  Guy.  Tm. 
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LOI  DE  LA  DIFFÉRENCE 

entre  deux  réduites  de  rang  quelconque^  dans  les  fractions 

continues. 


élè?e  en  spéeialei. 


Considérons  un  nombre  quelconque  de  réduites  consécu- 

tiyes  : 

P^   Q     R     S     T^    V 

F    Q'    R'    S'    T'    V" 

et  propo8ons»nous  de  trouver  les  différences  entre  une  quel- 
conque d'entre  elles ,  ^, ,  par  exemple  ,  et  toutes  les  sui- 
vantes. 
Nommons  r,  5,  £,  ^,  les  quotients  incomplets  correspon- 

R  S  T  V 
dants  )iux  réduites  ^  -,  =7,  =r-,  ;  si  nous  formons  ces  réduites 

MX     O      ï       \ 

suivant  la  loi  établie  à  cet  égard ,  nous  aurons  : 

R  _  Qr+P 
R'  ■*  qfr+P 

S_  (Qr+P)5-hQ    _    Qrs+¥s+Q 
S'^'(Q!r+P')s+Q'  "  QW+P'5+Q' 

T        (Q/y+P^+Q)<+Qy+P  _    Q/yr+P^<+Qr+Qr+P 

r""(Q'r5+P5+Q>+Q>+F  ""  Q'rst+Pst+q[t-{-(ïr+f' 

V  (Qry^4-P5/-fQ<+Qr+P)<^+Qry+P^+Q      _ 

V'""  ( Q'/v/+P'5f-|.Q'/+QV+P'  )  t,+Q  rs+]?'s+qf  "" 

_     Qrstv+Vsti^+Qttf+Qrv+V{^'\-Qr8+Vs+Q 

—  Q^rsii^+V'sti^'j'(^tP+q!rV'{-  Fp+Q'5r+P'#+Q'" 


—  138  — 

Supposons  de  plas  que  ^,  soit  une  réduite  de  rang  impair , 

elle  sera  alors  plus  petite  que  toutes  les  suivantes ,  et  toutes 

R       0     S       O 
les  différences  —,  —  ~,   c7  ~"  ^  > seront  positives  ;  si 

nous  eussions  supposé  que  ^,  fût  une  réduite  de  rang  pair , 

elle  eût  été  plus  grande  que  toutes  les  suivantes ,  et  les  diffé- 

R       0 

r^oes  s7  — -  ^ eussent  été  les  mêmes  en  valeur  absolue, 

R       y 

seulement  le  signe  eût  été  changé. 
Gela  posé ,  nous  avons  successivement  : 

R     Q  _  Qr+P     Q  _  (Q/H^P)Q^— (Q  H-F)Q  _ 
R'     Q'""QV+P'     Q*""  R'Q' 

—      R'Q'     ""  R'Q' 

S      Q  _  Qrg+P^-f  Q      Q  _ 
S'      Q'  "'Q'rs+F^+Q'      C^  "" 

QQry+PQf+Q(y— Q(yr5-QF5— Q(y  _ 

_(P(y-QP)S 5_ 

""         Q'S'        ""  Q'S' 
T  _Q  _   Qry<H-P5<+Q^+Qr4-P         Q  _ 
r  ■"  (y  "~  Q'r5£+P5/+Q'^+QV+F       Q  "" 

V     Q  _    Q/yrp-fP^^t^+Qfp+Q/v+Pf^+Qr^-f Pf +Q        Q  _ 
r  ^  ^""  Q'«/i/+F5/p+Q'£p+Q'/v+Ff +Q'rs+F5+Q'      Q'  "" 

On  continuerait  de  même  pour  les  réduites  suivantes. 
Considérons  les  numérateurs  des  différences  successives  f 
te&  numérateurs  sont  : 
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et  les  qaotients  correspondants  sont  : 


r,    s,       t,  V. 


On  voit  immédiatement  que  le  numérateur  de  chaque  dif- 
férence est  égal  au  précédent ,  multiplié  par  le  quotient  in* 
complet  correspondant ,  plus  le  numérateur  de  la  différence 
précédant  de  deux  rangs. 

Cette  loi  est  identiquement  la  même  que  celle  qui  a  été 
établie  lors  de  la  formation  des  réduites  d'une  quantité  déve- 
loppée en  fraction  continue. 

On  voit  alors  qu'en  nommant  les  quotients  incomplets 
successifs /i,9,r,5,/,p,a:,K,z.*«  l^s  numérateurs  des  différences 
seront  r 

Appliquons  ceci  à  un  exemple  numérique  ;  étant  donnée  la 

fraction  rr— :r ,  la  première  réduite  est  r  ,  et  les  différents 
20929  ^     ^  i  ' 

quotients  incomplets  successifs  auxquels  on  est  conduit  lors- 
qu'on la  développe  en  fraction  continue  sont,  4,7,1,3,1,16, 
11^15;  proposons-nous  de  trouver  la  différence  entre  la 

première  réduite  - ,  et  toutes  les  autres. 
Le  numérateur  de  la  r*  différence  sera  1 


V 

i.  1-1-0— 1 

3* 

1.3-1-1=4 

4« 

4.1+1=5 

5« 

5.16-1-4=84 

6«  . 

84.1+5=89 

T 

89.1+84=173 

8» 

173.15+89—2684 
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Quant  aux  dénominateurs ,  ils  sont  égaux  aux  dénomina- 
teurs de  la  réduite  dont  on  retranche ,  puisque  le  dénomina- 
teur de  la  réduite  retranchée  est  l'unité  ;  or,  si  nous  formons 
ces  dénominateurs ,  nous  avons  successivement  : 

7,  8,  31,  39,  655,  694,  1349,  20929. 


Donc  enfin: 

la  diflërence  entre  la  T* 

réduite  et  la 

2* 

est! 

6*  est 

3* 

1 

8 

T 

4* 

4 
31 

8* 

5« 

5 
39 

9' 

84 
655 

89 
694 

173 
1349 
2684 
20929 

• 

oomme  on  peut  s'en  convaincre  en  effectuant  directement  le 

calcul. 

Enfin  pour  vérifier  cette  loi ,  on  peut  encore  considérer 

l'expression 

R  _Q  _  Qr+P       Q  i 

R'      (yQV+F      <?""Q'R" 

1  R     S 

y  changer  ren  r-j-    ,  et  passer  ainsi  de^^,  à  ^,  : 

s  R      o 

s      Q       Qv+;)+^      Q  _  Qr5+Pf+Q       Q_    $ 
S'      Q'~q;/^1\^.p»      Q'~Q'«+P'*+Q'      Q'       Q'S' 

Oo  continuerait  de  même  pour  les  autres  réduites ,  donc... 

S       0      T       O 
Pour  passer  de -^  —  ^à  ^-  ^  ,  il  suffisait  encore  de 

ciiaDger  dans  l'expression  de  la  différence 5  en  5  -|-  -,  et  l'on 
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auraiteti:-  — ^=r=— -  =  -^^f  ce  qui  vénfleed^ 

core  le  résultat  énoncé.  Mais  la  première  marche  était  celle 
qui  se  présentait  tout  d'abord  à  Tcsprit,  c'est  par  suite  la  plus 
logique,  mais  on  voit  (qu'elle  est  loin  d'être  la  plus  simple. 

Note,  Entre  deux  réduites  consécutives  de  même  parité , 

O       S 
par  exemple  entre  ^  et  ^, ,  on  peut  insérer  s  —  1  fractions 

supplémentaires  qui  jouissent  des  mêmes  propriétés  que  les 
réduites,  ces  fractions  sont  : 

Q+R     Q  +  2R      Q  +  3R       Q  +  (^— i)R 
Q.  +  R/  Q.  +  2R/  Q.+  3R/   •Q.+C^-ljR.' 

déjà  employées  par  Huygbens,  les  fractions  supplémentaires 
sont  utiles  dans  plusieurs  questions  ;  entre  antres  dans  la  sim- 
plification de  If  ;  dans  le  problème  de  l'intercalation  ;  dans  le 
nombre  des  dents  des  rouages  pour  certains  mécanismes 
d'horlogerie.  Lagrange  s'en  est  occupé ,  et  nous  ignorons 
pourquoi  on  ne  dit  rien  de  ces  fractions  importantes  dans 
les  traités  élémentaires.  Tm. 


LIEU  GÉOMÉTRIQUE 

relatif  à  Vintersection  de  deux  coniques. 
PAH  m.  mvTiow , 

éléye  en  spéciales. 


Problème.  Deux  courbes  du  second  degré  passant  par  trois 
points,  trouver  le  lieu  géométrique  du  quatrième  point  d'in* 

rsection  lorsque  leurs  axes  principaux  sont  donnés  de  di- 
rection. 
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Solution.  SoicDt  M ,  N,  P  les  (rois  poinls  donnes  ;  je  prends 
pour  origine  des  coordonnées  Tan  de  ces  points ,  N  par 
exemple,  et  pour  axes  les  lignes  qui  joignent  ce  point  aux 
deux  autres.  Soit  p  l'ordonnée  du  point  qui  est  sur  Taxe  des 
y  ;  a  l'abcisse  de  celui  qui  est  sur  l'axe  des  x, 

étant  l'équation  du  second  degré ,  nous  obtiendrons  Féqua- 
tion  générale  des  courbes  passant  par  les  trois  points  en  po- 
sant : 

p=-?,   «  =  — ^,tfoùD  =  -A|3,    E  =  -C«; 

B  A 

posant  alors  —  =  m ,     -^  r=  n ,  Téquation  sera  : 

^*-f-  2mjtx  -f-  nx^  —  py  —  notx=  0. 

Considérons  donc  maintenant  deux  courbes  du  second  degré 
passant  par  les  trois  points  : 

^■+  2mxjr-^na:*  —  Py  —  nax  =  0, 

Si  nous  appelons  a  et  a!  les  angles  que  les  axes  principaux  de 
ces  courbes  font  avec  Taxe  des  or,  on  devra  avoir  a  =  a'+OO"", 
ou  âa  =  2x'  -h  1 80 ,  ou  tang  2a  =  tang  2a',  ce  qui  introduirait 
encore  le  cas  a  =  a ,  cas  où  ils  seraient  encore  parallèles  j 
chercbons  donc  tang  2a  et  tang  2a',  afin  de  les  égaler.  Or, 
lorsque  les  courbes  du  second  degré  sont  telles  que  leurs 
équations  sont  privées  du  terme  xy^  Taie  de  la  courbe  est 
parallèle  aux  axes  des  coordonnées ,  ces  coordonnées  élant 
rectangulaires;  rapportons  donc  la  courbe 

Ay  +  Bx^  +  Cj:"  +  D^  +  Eo:  +  F  =  0 

à  un  système  de  coordonnées  rectangulaires,  on  obtiendra  •. 
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(\  +  Ccos'0  — Bco8  6)  j^'+(Bsine  — 2Asln6cosO):rr  + 

-f  C  sin*  Bx'  +  (Dy  +  Ea:+F)8itfô  =  0, 

de  sorte  qae  maintenant  on  a  : 

_  — B'         B  sin  9  -^  2C  sin  e  cos  0 
^^"K^^-ÂTTc^  —  BcosO  — A-Ccosâ»' 

et  si  nous  remplaçons  B  par  2m ,  A  par  1 ,  G  par  n  - 

2m  sin  0  — *-  72  sin  2d 

tane  2«  = , 

°  2mcose  —  1 — ncosO 

nous  devrons  avoir  :  tang  2x=  tang2a',  ou 

2m  sin  9  —  n  sin  29  2m'  sin  0  —  n!  sin  29 


2mcosO  — /ICOS29  —  1       2m'cos9 —  n'GOs29 — t 
doù 

(  2m  sin  9  —  n  sin  29)  (2m'  cos  9  —  /l' cos  29  —  1  )  = 
=  (2m'  sin9  —  n'sin  20)  (2m  cos  9  —  /tcos29  —  1) , 

ou      ^mw!  sin  9  cos  6  —  2m! n  sin  29  cos  9  —  2mii'  sin  9  CO6204- 
-^nn^  cos  29  sin  29 — 2m  sin  9  -|-  n  sin  26  = 
=  4mm'  sin  9  cos  9  —  2m/i'  sin  29  cos  9 — 2m'/i  sin  9  cos  29  + 
4-  nn'  cos  29  sin  29  —  2m'  sin  9  *(-  ts'  sin  29. 

Réduisant  et  supprimant  le  facteur  2  sin  9 ,  qui  n'est  pas 
nul  : 

2m'n  C0S*6  -f-  mn!  COS  29  +  ''»  —  /icos9  = 

=  2m/i'cos'  9  -4-  m'/i  cos  26-f-  m'  —  n'  cos  0, 

OU  (m'/i — mn!)  (2cos*9  —  cos  29)  +  m  —  m' 

—  (/i  — I»')  COS9=:0; 

d'où ,  enfin , 

mn  —  mn!  +  m  —  m!  —  (n  —  «')  COS  0  =  0.         [h) 

9 

Eliminons  donc  m  et  m'  entre  cette  équation  et  celle  des 
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deux  courbes.  Or,  si  je  multiplie  la  première  équation  de  la 
courbe  par  m\  la  seconde  par  m ,  et  si  je  retranche,  j'ob- 
tiens : 

y  (m'—  m)  (^  —  ?)  +  ('"''*  "~  ''*'*')  (a:*  —  «)  J:  =  0. 

Remplaçant  m'n  —  mn'  par  sa  valeur  tirée  de  Téquation  (k) , 

y  {m'—  m)  (^— P)  -|-  [  (/i  —  w')  cos  G — (/«—m')  x]  [x-^  =  0  ; 
d'où  {m'-^-m)  [^{^— P)+x(x-a)]+(rt-.n')C08Ôjr:(jr— «)  =  0. 
Or,  en  retranchant  les  équations  des  deux  courbes,  on  trouve  : 

,       (71  —  «')  (a—  j:) 
m  —  m  = ^ . 

Sir 

Donc ,  enfin ,  l'équation  du  lieu  sera  -. 

[r  (y  —  P)  +  J?  (•^—  «)  ]  +  ^cosG  =  0  ; 

y+sx^coso-f -^^  ftr  — «^=0  > 

cercle  qui  passe  par  les  trois  points  donnés.  Donc  les  quatre 
points  se  trouyent  sur  une  circonférence  »  et  on  en  conclut 
que  si  les  axes  de  deux  courbes  du  second  degré  sont  con- 
stamment perpendiculaires  ou  parallèles  àdes  droites  données, 
les  quatre  points  d'intersection  sont  sur  une  circonférence. 

Si  FoD  n'eût  cherché  ce  problème  que  dans  le  cas  de  la  pa- 
rabde,  on  eût  obtenu  le  même  résultat  plus  simplement. 

Car  on  arrive  ,  en  posant 

pour  équation  des  paraboles ,  à 

y-{-  2nucjr  -+-  m' j:'  —  f^  —  m*ax  =  0 , 

pour  équation  des  paraboles  passant  par  les  trois  points ,  de 
sorte  que  si  on  prend  une  autre  parabole 


(  On  remarquera  que  m  =  — ,  c'est-à-dire  rinclinaison  de 

Taxe  de  la  courbe  sur  l'aie  des  x.  ) 
Donc  il  faudra  exprimer  que  m  et  m!  satisfont  à  la  condition 

\  -f  mm'—  (m  +  m')  cosO  =  0. 

Or  remarquons  que  dans  ces  deux  équations ,  m  est  dans 
Tune  ce  que  m'  est  dans  l'autre  ;  de  sorte  que  m  et  m  nous 
sont  donnés  par  cetle  première  équation ,  et  on  en  tire  : 

m  +  m  s= ; ;     mm  =  — ^ ; 

'  X  —  (IX  X* — ax 

d'où 

1  +^:Li:2?:+  2^:^  =  o  ouy+ajcr cosô-|-j:'-ftr-flur=0'. 
'    j: — oLx       X — ax 

Note.  Soit  l'équation  de  la  conique  passant  par  les  trois 
points  y+  ^mxy  +  nx^—  ftr  —  ««^  =  ^• 

Le  système  des  axes  principaux  est  -. 

y"(m—cmi)+xy{n—  1)-f«C0S7  — m  =  0  (t.  I,  p.  496). 

Les  axes  devant  rester  parallèles  à  eux-mêmes ,  on  a  donc  • 

n — i  11COS7  —  m 


m  —  COS7  m  —  COS7 

peiq  étant  des  quantités  constantes^  on  tire  de  ces  équa- 
tions n  =  1 ,  m  =  cos  7  ;  substituant  ces  valeurs  dans  l'équa- 
tion ,  on  trouve  y+  2  COS7 x^  +  x'—  p^ — oj:  =  0 ,  équa- 
tion d'un  cercle ,  lieu  géométrique  du  point  cherché. 

Ainsi ,  la  conique  qui  passe  par  les  quatre  sommets  d'un 
quadrilatère  inscriptible  a  des  axes  principaux  d'une  direc- 
tion constante  ;  ce  qui  d'ailleurs  est  évident  à  priori.  En  effet, 
en  vertu  du  théorème  sur  les  segments ,  dans  chacune  de  ces 
coniques  les  diagonales  du  quadrilatère  sont  parallèles  à  des 


diamètres  égaux  -,  donc  los  directiODS  des  axes  principaux  di- 
viseol  les  angles  des  diagonales  en  parties  égales.  Donc  ces 
directions  sont  constantes.  Tm. 


NOTE 

$ur  les  racines  imaginaires. 


Remarque.  Ce  qui  suit  est  une  réponse  à  une  question 
adressée  par  un  abonné.  Nous  engageons  les  élèTes  à  nous 
communiquer  lesdii&cultés  qu'ils  peuvent  rencontrer.  La  pu- 
blicité des  réponses  est  un  moyen  d'être  utile  à  tous  ,  et  de 
plus  elle  provoque  la  discussion ,  et ,  s'il  j  a  lieu ,  des  ob- 
servations critiques  sur  les  explications. 

Pour  remonter  à  l'origine  du  symbole  imaginaire ,  il  est 
nécessaire  d'avoir  recours  à  quelque  préambule. 

La  résolutûm  des  équations  est  l'objet  principal  de  l'algé- 
l)re.  Lorsqu'on  a  autant  d'équations  que  d'inconnues,  l'élimi- 
nation apprend  à  les  réduire  à  l'équation  où  ne  flgure  qu'une 
inconnue,  et  cette  équation  peut  toujours  être  mise  sous  la 
forme  d'une  équation  dont  un  membre  est  un  polynôme  en- 
tier en  X  (l'inconnue)  et  dont  l'autre  membre  est  zéro.  De  sorte 
que  la  résolution  des  équations  algébriques  est  ramenée  à 
découvrir  les  valeurs  de  x  qui  annulent  un  polynôme  donné. 
Or  il  est  de  principe  qne  lorsque  dans  un  produit  un  des  fac- 
teurs est  nul ,  quels  que  soient  d'ailleurs  les  autres  facteurs, 
tous  entiers  y  le  produit  est  toujours  nul.  On  est  donc  natu- 
rellement conduit  à  chercher  à  décomposer  le  polynôme  en 
facteurs  de  moindre  degré  possible ,  et  par  conséquent,  s'il  y 
a  moyen,  en  facteurs  du  premier  degré.  Ainsi  la  résolution 
des  équations  dépend  en  dernière  analyse  de  la  décomposition 
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des  polynômes  eo  facteurs.  Les  algébristes  sont  parvenus  à 
démontrer  qu'il  y  a  trois  classes  de  polynômes. 

I'*  classe.  Polynômes  décomposables  en  autant  de  facteurs 
du  premier  degré  qu'il  y  a  d'unités  dans  l'exposant  du  degré. 

2«  classe.  Polynômes  décomposables  en  facteurs  du  premier 
degré  et  en  facteurs  du  deuxième  degré,  eux-mêmes  indécom- 
posables. 

3*  classe.  Polynômes  décomposables  seulement  en  facteurs 
du  deuxième  degré  indécomposables. 

On  sait ,  de  plus ,  que  les  polynômes  de  degré  pair  peuvent 
renfermer  les  trois  classes  ;  mais  la  troisième  classe  est  exclue 
des  polynômes  de  degré  impair. 

Ensuite  tout  facteur  du  premier  degré  peut  se  mettre  sous 
la  forme  x  —  a^  où  a  est  rationnel  ou  irrationnel  ;  et  tout 
facteur  du  second  degré  indécomposable  est  nécessairement 
de  la  forme  {x  —  sf)'-f-  p',  a  et  |3  élant  des  nombres  rationnels 
ou  irrationnels. 

Ces  deux  genres  de  facteurs  ne  jouent  pas  le  même  rôle 
dans  la  résolution  des  équations;  le  premier  genre  de  facteurs 
résolvent  le  polynôme  en  posant  x  =  a;  ce  sont  les  vraies 
solutions  dans  le  véritable  sens  du  mot.  Pour  les  seconds  fac- 
teurs, il  n'en  est  pas  ainsi.  11  faut  remplacer  partout  x*  par 
2ax  —  u  —  p\  et  opérer  ce  remplacement  jusqu'à  ce  que  le 
polynôme  soit  réduit  à  un  polynôme  du  premier  degré  de 
la  forme  Aj:  -f  B ,  et  on  aura  alors  identiquement  A  =  0  et 
B  =  0. 

Par  exemple,  x^  donnera  d'abord  (2ax^a—^yx  = 
4aV  —  4a  (a'  +  p')  x*  +  (-/  +pyx  =  ^x'  [^'  —  ^a  («Vp')] 
+(a'+P^)*  X,  On  remplace  de  nouveau  x"  par  2oa'  —  «* — p", 
et  ainsi  de  suite.  On  voit  donc  que  les  facteurs  du  deuxième 
degré  fournissent  d'autres  genres  de  solution.  Ces  facteurs 
ne  fournissent  pas  de  solutions  proprement  dites ,  puisqu'au- 
cune  valeur  ne  répond  à  a:  ;  il  s'agit  de  savoir  si  on  ne  pour 
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rait  abréger  ropératioD  si  loogne  de  la  sabstituUon  par  x'  et 
h  ramener  à  une  substitution  par  x  seulement.  On  y  parvient 
au  moyen  de  la  oonyention  suivante  .-  le  facteur  du  second 
degré  (x— «)• — p'  est  décomposable  en  deux  facteurs  (jc-^+p) 
et  j:  —  a  —  p.  On  décompose  de  même  {x  --  a)*-f  p»  en  deux 

fccleurs  x—a+pK^  etx~a—pJ/IIï.Le signe V^^, 
qn^on  prononce  racint  moimun^  indique  que,  dans  la  mul- 
tiplication, on  doit  poser  p  \/— -i .  —  p  V/H?  =  +  p". 
Quoiqu'on  prononce  rocint  moins  wn,  il  n'y  a  là  ni  racine,  ni 
unité  négative  :  c'est  purement  un  signe  qui  porte  pour  nom 
ces  trois  mots-là.  L'avantage  de  celte  notation  consiste  en  ce 
qu'au  lieu  de  remplacer  x%  on  peut  mettre  a:=3t+pV/^M  dans 
le  polynôme ,  et  ayant  égard  à  la  convention ,  le  polynôme 

renferme  deux  parties  :  l'une  sans  le  signe  \/^^et  l'autre 
avec  ce  signe,  et  chacune  s'annule  d'elle-même.  On  aurait 
pu  adopter  tout  autre  signe  et  toute  autre  dénomination  ; 
c'est  VamUogie  qui  a  déterminé  ce  choix.  De  même  que 

P  i/r.  p  J/T=  P',  on  a  p  K~l .  p  i/IT=  ~  p'.  La  première 
équation  a  un  sens  logique  ;  la  seconde  a  un  sens  symbolique 
qui  devient  logique ,  en  la  rattachant  à  la  décomposition  en 

facteurs.  Lorsque  3  =  1  >  alors  1  \/ — 1.1.  \/— l  e=  —  i . 
et  comme  on  supprime  ordinairement  l'unité  lorsqu'elle  entre 
comme  facteur,  on  écrit  l/— 1  .  \/ — 1  =  —  1  ^  dans  cette 
équation ,  il  faut  toujours  sous-entendre  Tunité  omise  ;  car 

é 

la  multiplication  de  deux  signes  est  une  extravagance. 

De  même,  quand  le  polynôme  a  un  facteur  x  —  a,  qu'on 
appelle  a  une  racine,  parce  qu'elle  annule  le  polynôme^  on  a, 

par  analogie ,  donné  le  nom  de  racine  à  a  -(-  p  y — i ,  lorsque 

X  —  a  —  p  y —  1  est  facteur  ;  et  pour  distinguer  ce^enrc  de 
racines ,  on  les  a  surnommées  racines  imaginaires  ;  elles  ont 
toutefois  cette  signification  réelle ,  qu'elles  indiquent  Texis- 


icnce  de  facteurs  du  second  degré  indécomposables ,  comme 
sont  les  nombres  premiers  en  arithmétique,  lovsqpe  le  po- 
lynôme a  plusieurs  de  ces  facteurs ,  par  exemple  quatre , 

(jc  —  y  —  ^  V^^)  ;  ce  produit  peut  s'exécuter  de  six  ma- 
nières différentes ,  et  le  résultat  est  toujours  le  méme^  pourra 

qu'on  reste  fidèle  à  la  convention  p  K — 1 . 7  ^^ —  1  =  —  P?- 
On  donne  quelquefois  aux  racines  imaginaires  d*autres 
formes  symboliques.  Ainsi  on  a  : 


a  =z  \/a -4-  pV  COS  f  ;     p=  \/a'+  P'.  sinç  ; 

d'où  «+pK^=^K^?+P^(co8f +sinTl/=î)=:=K^?4^ 

Le  facteur  \/(i-\-^^  pris  positivement  se  nomme  le  mo- 
dule ou,  selon  Gauss ,  le  norme  de  chacune  des  deux  racines 

a  lî:  Pk — 1 ,  dites  racines  conjuguées.  Les  relations  des  ima- 
ginaires avec  les  lignes  trigonométriques  ont  donné  lieu  à 
l'idée  de  représenter  les  directions  par  des  imaginaires  -.  on 
en  parlera  dans  une  autre  occasion. 

On  a  quelquefois  des  signes ,  tels  que  l^ — 1 ,  proyenant 
de  l'équation  x^-h  1  =  0  j  mais  on  sait  toujours  ramener  ces 

sortes  de  racines  au  type  unique  a  -f-  P  \/— 1 . 
M.  Gauss  représente  v — i  par  la  lettre  italique  *,  ce 

qui  est  plus  commode,  a  l^ — 1  =yi.  Tm. 


PROBLÈME  D'OPTIQUE. 

9ASL  MM.  'VOX8TTM  ST  VAUÇVXUM 

Élèves  de  TÉcole  normale. 


Soit  une  droite  AB  (fig,  18),  donnée  de  grandeur  et  de  po- 
sition dans  un  plan  horizontal.  Considérons  le  point  A  comme 
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Un  élément  de  la  surface  de  ce  plan  horizontal.  Soit  alors  une 
droite  BC  située  dans  le  plan  yertical  qui  passe  par  AB.  £n 
faisant  glisser  sur  BC  une  lumière  d'intensité  constante ,  il  y 
a  une  position  M  du  point  lumineux  pour  lequel  l'éclaire- 
menl  produit  en  A  est  le  plus  grand  possible.  On  demande 
le  lieu  des  points  M  satisfaisant  à  celte  condition ,  quand  la 
droite  BC  prend  toutes  les  positions  possibles  autour  du 
point  B  dans  le  plan  vertical. 

Nous  traiterons  la  question  en  coordonnées  polaires.  Soit 
dune  A  le  pôle,  AB  l'axe  polaire.  Je  pose  : 

MAB  =  W5     MBA=:e;     AM  =  p;      AB  =  a. 

£n^ représentant  par  1  la  quantité  de  lumière  qu'envoie  le 
[K>iot lumineux  à  l'nnité  de  distance,  et  sur  une  surface  sur 
laquelle  le  rayon  tombe  perpendiculairement,  la  quantité  de 
lumière  reçue  par  le  point  A  sera  : 


sm  o> 

(1) 


o' 


Telle  est  l'expression  qu'il  faut  rendre  maximum 
Ijd  triangle  AMB  donne  : 

fi  a  sin  6  a  sin  0 


a  8iu{w  +  6)  SiUa>CO&0-|-8in6cOS&J         Sinw  COt  0 -f- COS'^»^ 

d*où  :  p  =  -r— .  (•>) 

sin  «  cot  ô  4-  cos  M  ^ 

L'expression  (1)  devient  alors  • 

sin  w  (sin  o>  cot  6  -|-  cos  r»)'' 

a 
A 

Et  comme  a'  est  constant ,  il  suffit  de  rendre  maximum 
l'expression  sin  a>  (sin  o)  cot  0  -f-  cosco)'.  Pour  cela  il  faut 
égaler  à  0  la  dérivée  de  cette  expression ,  ce  qui  donne 
en  faisant  les  réductions  : 

^sin  »  cot  0 -{- cos  w)  f3coSb>sin»)COtd-{-i  —  3sin'&>]=0.     (3) 

A!lll.  DE  llATBtM.  V.  10 
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Eq  donnant  à  6  ane  valeur  particulière,  cette  équation  fera 
eonnattre  » ,  et  par  suite  Téquation  (2)  donnera  p ,  de  sorte 
que  le  point  M  sera  déterminé,  et  si  Ton  élimine  0  entre  (2)  et 
(3),  on  aura  Fensemble  de  tous  les  points  M  qui  satisfont  à  la 
condition  demandée.  Or  Fcquation  (3)  donne  : 

cns  0)  ^3  sin'w  —  1 

COt0=s : et      €016  =  --: . 

sm  et)  3  sm  eu  cos  «» 

La  première  valeur  donnant  toujours  pour  p  une  valeur  in- 
finie est  inadmissible ,  et  la  seconde  donne  : 

3acos&> 

p  =  — y-; 

équation  d'un  cercle  qui  passe  au  point  A ,  et  dont  le  dia- 

3a 
mètre  est  ■—. 
2 

Ce  cerde  répond  bien  aux  points  qui  donnent  un  éclai- 

rement  maximum.  Car ,  en  cherchant  la  seconde  dérivée  de 

(sin  &>  Got  6  -|~  <^^  ^)*  >  et  en  y  mettant  la  valeur  de 

p 

3  sinV—  1 


cotO  = 


3  sin  &i  cos  fù* 


cette  seconde  dérivée  se  réduit  à  :  —  -  —^ ^. 

3  sm  «>  cos  o> 

Or ,  pour  avoir  tous  les  points  de  la  courbe ,  il  suffit  de 
faire  varier  co  depuis  0*  jusqu'à  ISO*» ,  et  dans  cet  intervalle 
le  sinus  est  toujours  positif.  Donc ,  la  seconde  dérivée  est 
négative  y  et  par  conséquent,  il  y  a  maximum. 

Note.  Le  point  B  étant  fixe  et  la  droite  BG  quelconque ,  le 
lieu  du  point  M  est  une  sphère ,  passant  par  le  point  A ,  ayant 

3a 
son  centre  sur  AB ,  et  pour  diamètre  --.  Toi. 
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V 


SOLUTION  ANALYTIQUE  DU  PROBLÈME  103 
(t.  IV,  p.  560  et  t.  V,p.  127). 


EM.  JKTOMBT'm  ST  VAUQUBUV 

Elèves  de  l'École  normale. 


Ud  angle  constanl  étant  ciroonscrit  à  une  courbe  plane  géo- 
métriqoe,  la  tangente  an  lieu  géométrique  du  sommet^  menée 
par  un  des  sommets  est  aussi  tangente  au  cercle  qui  passe 
par  ce  sommet  et  les  deux  points  de  contact  correspondants. 

Soit  jr  ==/*(x)  réquation  de  la  courbe  plane  donnée ,  qu'on 
sache  ou  non  trouver  cette  équation.  Nous  supposons  d'ail- 
leurs les  axes  dans  une  position  quelconque ,  mais  rectan- 
gulaire. 

Soient  x'  ,y  -,  a/', y  les  coordonnées  de  deux  points  A  et  B 
de  la  courbe  donnée.  On  a  les  équations  : 

De  plus  soient  AM  ^  BM  {fig.  19)  les  tangentes  à  la  courbe 
dooiiée  aux  points  A  et  B,  et  soit  AMB  l'angle  constant  de  ces 
tangentes;  on  a,  en  désignant  par  Xj^  les  coordonnées  du 
point  M ,  les  relations  : 

El  en  (Msîgnant  par  m  la  tangente  de  l'angle  AMB 

/'(x")-/'(*') 


#71 


i+/'(J^')/'{-«^") 


't\  > 


<     • 


ou 

m  +  mf  {2f)f  (x")  =f  (j:")  --f  (x').         (i) 

Les  équations  {b)  deyienneot  en  chassant  les  dénomioa- 
tears,  et  en  ayant  égard  aux  équations  {a)  : 

/'  ( j:')  ( x-x')  =y  —fipi^),  (2) 

f{x"){x--x^)  ^y^f{x\  (3) 

En  éliminant  x'  et  x"  entre  les  équations  (1) ,  (2),  (3) ,  on 
aurait  une  relation  entre  x  et^  qui  serait  le  lieu  géométrique 
des  points  M  ,  et  de  cette  relation  on  pourrait  tirer  le  coefiB- 

cient  angulaire  de  la  tangente  MT.  Ce  coefficient  est,  comaie 

dy 
on  sait,  -j- ,  x  étant  la  variable  indépendante ,  et  ^  la  fonc- 
dx 

tion  de  x  donnée  par  l'équation  du  lieu  des  points  M.  Cette 
équation  ne  pourra  en  général  s'obtenir  que  quand  on  con- 
naîtra la  forme  de  la  fonction  (/) ,  mais  on  peut  calculer 

dy 

j    sans  connaître  cette  équation. 
dx 

En  effet,  au  moyen  des  équations  (1) ,  (2) ,  (3) ,  chacune 
des  quantités  x',  x",  y  peut  être  considérée  comme  fonction 
de  la  Tariablc  indépendante  x  ;  car  trois  équations  entre  trois 
inconnues  suffisent  en  général  pour  déterminer  chacune  de 
ces  inconnues.  On  peut  prendre  les  dérivées  de  chaque 
membre  des'^équations  (1) ,  (2) ,  (3)  sous  ce  point  de  vue,  et 
exprimer  que  la  dérivée  du  premier  membre  ^le  cdie  du 
second. 

L'équation  (1)  donne  : 

dxf  dx" 

mf  (x")/"  (A-^  +  mf  (x-ir'  (x")  -^  = 

da^'  dx' 

ou 

^/"(x')  ['»/'(x")+ll  +  ^V"  (x")  [mf  {x')  - 1]  =0. 


—  IW  - 
En  remplaçaol  m  par  <a  valeur,  les  binômes 

deriennent  respectivement  : 


i  +r(-r')/'(x")'         i+f{x')f{a/')- 
De  sorte  que  l'éqoation  précédente  devient  : 

g/"(x')  [1+ {f(xn  -  ^/'(^)  [<  +/'(*')'] = 0.   (*j 

L'éqoation  (3)  donne .- 
d'où 

Uéqaaiion  (3)  doone  de  la  même  manière  : 

Portaftt  ces  valeurs  dans  (4) ,  on  a  -. 

ou 

^|(x-jr")[l+  (/•(J:")^-('-J^)[»-t-AJ^)^  j  = 
=  (x-x")/'(x')  [1+/'(j:")']-(x-xVV)  [1+/'(^)'1- 
Ainsi  : 

dx  (x-x")  [i+/'(x")']_(x-j/)  [l+/'(a:')T 

(x-a^y'(x')  [1  i-/'(j:")-]  -  (x-x')/'(jr")  [1  +/'(^ï] 
~  (x-x")  [/•(x")T  -  (X-  x-)  [/'(x-n + x'-x      ' 
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Il  s'agit  maia tenant  d'avoir  le  coelBcieiit  angulaire  de  la 
tangente  an  cercle  au  point  M. 

Ponr  cela  C  étant  le  centre  du  cercle ,  il  faut  chercher  le 
coefficient  angulaire  de  la  droite  CM. 

Pour  avoir  les  coordonnées  da  centre ,  il  suffit  de  prendre 
le  point  d'intersection  des  deux  lignes  EG,  DC  menées  per- 
pendiculairement aux  droites  MA.  et  MB  en  leurs  milieux. 

Les  équations  de  ces  normales  sont  : 

>avecJ 

Les  équations  de  ces  normales  donnent  par  leur  combi- 
naison ,  les  coordonnées  da  point  C ,  on  a  snooessiTement  : 

/•(j:')Y-f-X=PA-r')  +  «, 

Y  [/W)-/"(-r')]  =  p'/'(x")-pr{^J +«'-», 

Y Y 

Le  coenBcient  angulaire  de  CM  étant  -,       . 
On  tire  des  deux  équations  précédentes  le  rapport  : 

(P'-.r)/'(-^')-(P-^)/'(x'H-«'-« 

Or 

-P"-V'  "-"=-i— '  "—^=-2-'  «-'=—2-' 

Ainsi: 

^-•T-       (r' -■r)/'(x";-(j'-j-)/V.^'+(..  --x-) 

X-x     (y^y')nx)f\x"]+{x'-x)f(x>)-(x'-x)f'{x')' 
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En  so  rappelant  que  y  «/(j/)  et  que  y  =/ (x")  >  les 
équations  (2)  et  (3)  donnent  : 

d'où 

Xrï~(a-x'')/'(x')[H-/'(x")-]^(x-j/)/"(x)[l+Ax')T 

Or  >  la  tangente  an  cercle  étant  perpendicnlaire  au  rayon, 
lecoeflfeient  angulaire  de  cette  tangente  sera  : 

(x^x'^rixXi  +r{xy]  ->  {x^x^)f\x)[i+f{x'r] 

^jc^jc")f\x")''-'/'(x')\x^x') + x'— x"  ' 

dr 
valeur  précisément  égale  à  celle  de  -j- ,  trouvée  précédem- 
ment. Ainsi  y  le  théorème  est  démontré. 


RECUEIL  DE  FORMULES  ET  DE  VALEURS 

relatives  aux  fonctions  circulaires  et  logarithmiques. 

^Saite,  voir  p.  79.) 


21.  Sinus  arc  ^al  au  rayon  =  0,84147098480514. 
Cosinus        id.  =0,54030230584361. 

22.  Arc  égal  à  son  cosinus  =  42*  20^  ^1"  14'",  etc. 
Longueur  de  cet  arc  =  0,7390847. 

Se  trouve  par  la  règle  de  fausse  position  et  des 
parties  proportionnelles. 

23.  Arc  égal  m  double  de  son  sinus=:=  54''  18'6''52'"  43<''33V 
Sinus  de  cet  arc3=:  0»812i029. 

Cosinus  de  cet  arc  ss  0,5335143. 
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24 .  Arc  de  demi-segment. équivalent  à  on  -  da  cercle  =  66* 

10'  23"  37". 
Sinus  de  cet  arc  =  0,914771 1 . 
Cosinus  de  cet  arc  =  0,4039718. 

Obs.  Se  résout  au  moyen  du  probl.  22. 

25.  Arc  de  segment  équivalent  au  -  du  cercle  =  1 49"*  1 6!  27\ 

Ck)rde  de  cet  arc  =  1 ,9285340. 

26.  Arc  égal  à  son  sinus  plus  le  cosinus  plus  le  rayon 

=  138M1'53". 

2 
Sinus  =  0,6665578  =  -  presque. 

o 

Cosinus  4-  rayon  =  1 ,  7454535. 

Obs,  Par  fausse  position  et  parties  proportionnelles. 

27.  Arc  égal  à  la  moitié  de  sa  tangente  =  66°  46'  54"  14"'. 
Tangente  de  cet  arc  =  2,331 1220. 

28.  Arc  égal  an  rayon  divisé  par  le  sinus  de  la  moitié  de 

l'arc  =  84°  53' 38"  51'". 
Obs,  Il  sert  à  résoudre  ce  problème  :  Mener  par  l'ex- 
trémité d'un  cadran ,  une  corde  qui  retranche  un  arc 
égal  à  cette  corde  prolongée  jusqu'au  rayon  qui  passe 
par  l'antre  extrémité  du  cadran. 

29.  Arcs  égaux  à  leurs  tangentes     90''—  90''. 

3.90'— 12^32' 48". 
5.90''—   7*  22' 32. 
7.90  .... 


19.90°.... 


(^oirt.  I,  p.  245.) 


-.,  .     ^  .  sinmesin(m— .1)9— smwfsmf/» — 1)9 

2(COSO— COSy) 

(Journ.  de  FÉc.  Polyt.,  cah.  18,  p.  419,  formule 
de  Lagrange.)  (Y.  t.  III ,  p.  526). 
ï  est  relatif  à  Ai. 
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31 .  Sio7ta:=2siQj:[co8J:+cos3j:+cos5x. .  .+C08(/i — lx)];i}pair. 
sioA  JT = siox+28inx[co62jr+cos4  j:+cos6  j:+.  . .  cos(/i — 1  )x]  ; 

71  impair. 

«       ...  i    ,     2     ,     17    .      62     „      1382     ,, 

32.  Tangx«.  +  -.3^-.^4.3-x-f— x'+^^^x'4- 

6081075 
TaDg  X  =  A  j:  +  Er  5  +  Cx*+  Dx'+  Er'+  Fx"+  Gx"4-. . . . 
Loi;  3B=A%  5C=2AJBi  7D=.2AC+B%  9E=2(AD+BC); 
11F=2(AE  +  BD)  +  C';  13G==2(AF-hBE4-CD)  ; 

15H  =  2{AG  -h  BF  +  CE)  +  D%  elc. 

33.  -55-=2y\/l  +  (-5)=3,i*1591955  =  . 

à  un  millioiiième  près. 

SOI  -^  80\/ÎÔ 

34.  T.w^  =  3,1415926536  =  ff  à  un  billionième 

240  ' 

près. 

35.  jr  =  cosx  — sinx;  x  =  26*9'45%615  ; 
x=«»xH-«nx;  x=72*7'11",324; 
X  =  cot X  ;  X  =  49M7'  35",79  ; 
x=cosécx;  x  =  63*50'  14",385. 

..    «         2     2     4     4     6     6     8     8         rxu  ir     ^ 

^^-   2=i-3-3-5-5'7-7-9 ^^'"'''^ 

(Suite.) 


« 

NOTICE  SUR  L'ÉLIMINATION, 

Soile.  (  V.  t.1,  p.  125.  ) 

Fontaine,  Yanobrmonde,  Laplace. 

9.  Considérées  en  elles-mêmes ,  les  formules  de  Cramer, 
iodépendamraent  de  leur  application  primitive ,  jouent  un 
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I 

grand  r6le  dans  la  théorie  cotnbinatoire,  dans  la  théorie  d 
nombres ,  dans  la  résolution  générale  des  équations ,  dans  le 
calcul  aux  différences  finies ,  et  dans  l'intégration  d'une  cer- 
taine classe  d'équations  différentielles ,  et  renferment  même 
le  contenu  de  beaucoup  de  théorèmes  géométriques  :  aussi 
ces  formules  se  sont-elles  présentées  à  tous  ceux  qui  ont  cher- 
ché la  forme  générale  soit  des  racines  des  équations  algébri- 
ques, soit  des  intégrales  des  équations  différentielles.  Au 
premier  rang  parmi  ces  géomètres,  dans  Tordre  de  date ,  il 
faut  compter  Fontaine  (*).  Calculateur  intrépide,  profond 
dans  Tart  combinatoire ,  il  a  signalé  le  premier  une  belle 
identité  dont  il  tire  un  grand  parti  (**].  Cette  identité  consiste 
en  ceci  :  soient  huit  quantités  quelconques,  j:,  ,  x,,  jt,,  x^ , 
^.  >  ^.  1  J^i  1  ^4  5  P^u*'  abréger,  nous  représentons,  avec  Van- 
dermonde,  par  [1,2]  le  binôme  Jo^y^—  x^y\^  et  ainsi  des 
autres.  Cette  notation  admise,  Tidentité  peut  s'écrire  ainsi  : 

[1, 2]  [3,  4]  4-  [1 ,  4]  [2, 3]  =  [1 ,  3]  [2, 4]. 

10.  La  même  identité  peut  se  traduire  en  langage  géo- 
métrique. £n  effet,  les  huit  quantités  représentant  les 
coordonnées  rectangulaires  de  quatre  points  situés  sur  un 
même  plan ,  chaque  binôme  est  le  double  de  Faire  d'un 
triangle ,  ayant  pour  sommets  l'origine  et  deux  de  ces  points. 
De  là  ee  théorème  :  Si  d'un  point  O  situé  dans  le  plan  du 
quadrilatère  ABCD ,  ou  mène  des  droites  aux  quatre  angles , 
on  a  :  • 

OAB  X  OCD  ±:  OBC  x  OAD  =  OAC  x  OBD. 

Par  OAB  ou  entend  l'aire  du  triangle  OAB  et  ainsi  des  autres. 
On  prend  le  signe  supérieur  quand  le  point  O  est  en  dehors 


(*)  Fonlaine  '  des  Berlins,  Alciis),  né  à  Clavcison  (  Drôme  ),  vers  1705,  morl 
en  I7T1. 
(*')  Traité  «Je  Calcul  dilTérenliel  cl  intégral ,  p.  90,  in-4.,  i770. 
C'eat  un  recueil  de  mémoires;  relui  que  nous  citons  C5t  de  17 f 8. 
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da  quadrilatère,  et  le  sîgoe  inférieur  quand ie  point  O  est 
dans  Vintérienr  da  quadrilatère. 

f^andermonde, 

il.  Un  des  génies  les  plus  abstraits  du  dernier  siècle, 
Ytodermoade ,  élèYc  de  Fontaine  0 ,  a  eu  l'ingénieuse  idée 
de  prendre  la  question  à  rebours.  Au  lieu  de  chercher  direc- 
tement la  résolution  générale  de  n  équations  du  premier  degré 
à  A  iuoonnues ,  il  a  entrepris  de  démontrer  que  la  formule  de 
Cramer  convient  à  ces  équations.  Dans  cette  vue,  il  change 
et  améliore  encore  la  notation  de  son  devancier.  Chaque  coef- 
ficient est  désigné  par  deux  chiffres  superposés  ;  le  supérieur 
indique  le  quantième  de  l'équation ,  et  l'inférieur  la  place  de 

lincoonue  dans  l'équalion.  Ainsi --  désigne  le  coefficient  de 

t) 

la  troisième  inconnue  dans  la  cinquième  équation.  Bien  en- 
tendu que  les  inconnues  conservent  toujours  respectivement 
la  même  place  que  dans  la  première  équation. 

12.  Pour  former  le  dénominateur,  il  a  recours  à  une  mé- 
thode récurrente ,  différente  de  celle  de  Bezout ,  mais  suscep- 
tible de  s'écrire  d'une  manière  fort  abrégée  (**). 

Dans  cette  notation ,  il  fait  usage  d'un  genre  de  combinai- 
sons que  les  Allemands  désignent  sous  le  nom  de  combinaisons 
cycliques  •  ce  sont  les  arrangements  circulants  de  M.  Cauchy. 
Ils  se  présentent  fréquemment  dans  la  théorie  des  fonctions 
symétriques  des  racines  et  servent  à  la  résolution  générale 
des  équations  binômes  ;  il  est  utile  de  les  connaître.  Pour  fixer 
les  idées,  supposons  4  éléments  à  combiner,  que  nous  repré- 
sentons par  les  nombres  1,2,  3,4;  ils  donnent  24  arran- 
gements.  Ecrivons  le  premier  arrangement  1,  2, 3, 4  autour 


C'  Vaodermonde ,  Dé  à  Paris  en  i73s,  mort  le  r' janvier  i7i>6;  les  prénom» 
fit  VinderiDonde  ne  font  indiques  dans  aucune  notice  biographique. 
"^  Mém.  de  l'Aead.  des  Se,  1772,  2'  partie,  p.  3i6. 
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d'une  circooféreoce  ;  en  commençant  par  2  et  drcnlant,  on 
obtient  l'arrangement  2341  ;  partant  de  3,  on  a  3412,  et  pois 
4123  ;  ensuite  on  retombe  sur  le  premier  arrangement  1234. 
On  a  ainsi  un  premier  groupe  : 

1234 

2341 

3412 

4123 
Écrivons  maintenant  sur  la  circonférence  1324  et  opérant  de 
même ,  on  obtient  le  second  groupe  : 

1324 

3241 

2413 

4132 
En  général ,  on  écrit  successivement  sur  la  circonférence 
les  six  arrangements  qui  se  terminent  à  droite  par  4  ;  chacun 
fournît  un  groupe  circulant  de  4  arrangements,  et  en  tout 
24  arrangements ,  et ,  comme  il  est  facile  dé  voir,  essentiel- 
lement différents.  Par  conséquent ,  on  a  ainsi  les  arrange- 
ments possibles  décomposés  en  six  groupes.  Si  on  avait 
5  objets  à  combiner,  on  conçoit  qu'on  écrive  cîrcolairement 
les  24  arrangements  terminés  à  droite  par  5  ;  chacun  fournit 
un  groupe  de  5  arrangements ,  et  ainsi  de  suite. 

13.  Cela  posé,  rappelons  que     désigne  le  coefficient  de 

rinconnue  qui  occupe  la  place  a  dans  l'équation  du  rang  a. 
Voici ,  d'après  cette  convention ,  la  notation  deVandermonde: 

a\b'^  a'  b      l'a  ^  ^ 

a\b\c       a'  b\c^  b'  c\a'^  c'  a\b     ^^ 

a\b\c\d       a    b\c\d       b'  c\d\a'^  c'  d\a\b      d' a\b\c    ^' 
et  ainsi  de  suite. 
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Dn  voit  l""  que  les  lettres  grecques  conservent  an  ordre 
ioTariable  ;  2*"  que  les  lettres  latines  suivent  un  ordre  circu- 
lant ;  Z*  lorsque  le  nombre  des  lettres  est  pair,  les  termes  sont 
alternalîvement  positifs  et  négatifs  ;  si  le  nombre  des  lettres 
est  Impair ,  les  termes  de  la  formule  sont  tous  positifs.  C'est 
en  ce  point  que  ce  procédé  se  rattache  à  celui  de  Cramer. 

Si  on  traduit  ces  formules  selon  la  notation  usitée ,  elles 
deviennent  : 

a  \  0 
ijiil^  =  a  {b'c"-^  l/'c)  +  b  (c'a"^  c"a')  +  c  {a*b"^  a%') . 

14.  Ensuite  Vandermonde  établit  cette  proposition  fonda- 
mentale :  en  changeant  mutuellement  deux  lettres  du  même 
alphabet ,  la  fonction  représentée  par  abréviation  ne  fait  que 
cbanger  de  signe. 

Cette  proposition  est  basée  sur  deux  autres,  qu'il  démontre 
péniblement.  Noos  préférons  la  démonstration  plus  claire , 
plus  facile  de  Laplace ,  que  nous  donnons  ci-dessous. 

15.  Un  corollaire  important  découle  de  cette  proposition  : 
Si  deux  lettres  du  même  alphabet  deviennent  égales ,  la  for- 
mule devient  identiquement  nulle.  En  effet,  en  changeant 
entre  elles  ces  deux  lettres  devenues  égales ,  la  formule  res- 
tera évidemment  la  même ,  et  toutefois  elle  doit  changer  de 
signe,  d'après  la  proposition  fondamentale  (14)  ;  or  une 
quantité  ne  peut  conserver  sa  valeur,  en  changeant  de  signe, 
que  lorsqu'elle  est  nulle. 

A  l'aide  de  corollaires ,  on  démontre  ensuite  facilement , 
comme  nous  verrons  plus  bas ,  que  les  formules  de  Cramer 
résolvent  complètement  les  équations  du  premier  degré. 

16.  En  combinant  ensemble  les  équations  (2)  et  (3) ,  Van- 
dermonde exprime  la  formule  avec  quatre  lettres  en  produits 


I 
I 

I 
I 
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ô  I  Y  M 
de  forniulos  en  deux  lettres.  A  cet  effet,  il  remplace  ,         — ; 

0  \  c  \  d 

par  sa  valeur  tiréee  de  Téquation  (2),  et  ainsi  des  antres^ 
Cette  décomposition  Tacilite  les  calculs  numériques. 

Laplace. 

17.  Dans  un  mémoire  intitulé  :  Recherches  sur  le  calcul 
intégral  et  sur  le  système  du  monde ,  et  qui  contient  la  base 
des  méthodes  d'approximation  développées  depuis  dans  la 
Mécanique  céleste ,  l'illustre  géomètre  est  amené  à  résoudre 
n  équations  linéaires  à  n  inconnues  (*).  «  Les  géomètres, 
»  dit-il ,  ont  donné  pour  cet  objet  des  règles  générales ,  mais 
»  comme  elles  ne  me  paraissent  avoir  été  jusqu'ici  démon- 
»  trécs  que  par  induction ,  et  que ,  d'ailleurs ,  elles  sont  im- 
»  praticables  pour  peu  que  le  nombre  des  équations  soit  con- 
»  sidérable ,  je  vais  reprendre  de  nouveau  cette  matière  et 
»  donner  quelques  procédés  plus  simples  que  ceux  qui  sont 
»  déjà  connus.  » 

Laplace  ne  cite  que  Cramer  et  Be/out ,  sans  faire  aucune 
mention  du  travail  de  Yandermonde  ,  qui  a  précédé  le  sien , 
quoique  imprimé  dans  le  môme  volume.  Il  est  extrêmement 
probable  que  Laplace  n'a  pas  pris  connaissance  du  mémoire 
de  son  confrère  -.  on  sait,  d'ailleurs,  que  les  analystes  français 
lisent  peu  les  ouvrages  les  uns  des  autres.  Ceci  nous  explique 
également  comment  la  résolution  de  l'équation  du  onzième 
degré  à  deux  termes  ^  la  plus  importante  découverte  de  Yao-* 
dermonde,  soit  restée  ignorée  jusqu'à  ce  qu'elle  ait  attiré 
Tattention  de  Lagrangc ,  après  la  découverle  similaire  de 
M.  Gauss. 

18.  Laplace  adopte  la  notation  et  la  méthode  récurrente 


(•)  Mémoires  de  l'Acad.  des  Sciences,?*  partie,  p.  294.  C'esl  le  deoiième  mé- 
moire de  Laplace  «  le  premier  est  insi^rc  dans  le  Recueil  des  Savants  étrangers, 
i.  Vil. 


^ 
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de  Bezoui  :  il  nomme  variation  ce  qae  Cramer  appelle  déran- 
gemefii.  Il  montre  d'abord  que  la  règle  de  Bezout  retombe 
dans  celle  de  Cramer.  Cela  est  évident  pour  les  deux  per- 
mntations  -^-ab-^ba  ;  en  écrivant  dans  ces  deux  termes  la 
lettre  c  la  dernière ,  le  nombre  de  variations  dans  chacun 
d'eux  reste  le  même ,  aussi  conservent-ils  le  même  signe 
qu'ils  avaient  ;  mais  si,  dans  ces  termes ,  on  écrit  la  lettre.^ 
l'avant-dernière ,  le  nombre  de  leurs  variations  est  augmenté 
d'une  unité ,  et  suivant  la  règle,  ils  changent  de  signe  ;  car 
un  nombre  ne  peut  augmenter  de  l'unité  sans  changer  de 
parité.  Si  Ton  écrit  la  lettre  c  Tantépénultième ,  le  nombre 
de  variations  augmente  de  deux  unités  ;  alors  le  premier 
signe  du  terme  reparaît ,  et  ainsi  de  suite  pour  un  pins  grand 
nombre  de  facteurs.  En  général ,  tous  les  termes  dont  le 
nombre  de  variations  sera  nul  ou  pair  auront  le  signe  -{-  et 
les  antres  le  signe  — .  D'ailleurs  le  nombre  de  termes  est , 
suivant  les  deux  méthodes ,  égal  àl.'2.3..../i  —  i,n  s'il  y  a 
n  lettres  ;  et  tons  ces  terme;  sont  différents  les  uns  des  au- 
tres. Donc  les  formules  qu'on  obtient  par  les  deux  procédés 
sont  identiques.  Il  suffit  donc  de  s'en  tenir  à  la  méthode  de 
Bezout. 

19.  Supposons ,  pour  fixer  les  idées,  qo^l  y  ait  10  lettres; 
pour  connaître  le  signe  d'un  terme  »  il  faudra  compter  le 
nombre  de  variations  relativement  à  la  première  lettre  à 
gauche ,  ensuite  relativement  à  la  seconde  lettre,  jusqu'à  la 
pénultième  inclusivement,  et  ajouter  tous  ces  nombres.  Si  la 
première  lettre  restant  à  sa  place ,  on  permute  les  autres 
d'une  maniàre  quelconque  ;  il  est  évident  que  le  nombre  de 
variations  dépendant  de  la  première  lettre  n'a  pas  changé  ; 
car  elle  sera  toujours  suivie  de  lettres  plus  avancées  et  moins 
avancées  qu'elle  dans  l'alphabet ,  dans  un  autre  ordre ,  mais 
toujours  dans  le  même  nombre;  et  si  l'on  rend  fixes  les  deux 
premières  lettres,  quelque  permutation  qu'on  fasse  entre  les 
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huit  dernières  /  le  nombre  de  variations  dépendantes  des 
deux  lettres  Gxes  ne  change  pas,  et  ainsi  de  suite.  II  en  est  de 
môme  si  Ton  rend  Gxes  les  lettres  à  droite. 

2p.  En  général ,  le  nombre  des  lettres  étant  n ,  si  on  rend 
ûxcs  lcs/7  premières  lettres  et  les  q  dernières  d*un  terme, 
quelque  permutation  qu  on  fasse  entre  les  n — p  —  q  lettres 
intermédiaires ,  le  nombre  de  variations  provenant  deslettres 
fixes  reste  toujours  le  même.  Le  changement  dans  le  nombre 
total  des  variations  ne  peut  provenir  que  des  lettres  mobiles. 

21.  Donc ,  si  on  rend  mobiles  seulement  deux  lettres  ad- 
jacentes ,  il  est  évident  que  leur  échange  de  place  amènera  ou 
une  variation  en  plus  ou  en  moins  ;  le  nombre  total  de  va- 
riations changera  donc  de  parité  ;  par  conséquent ,  suivant 
la  règle ,  le  signe  du  terme  changera. 

22.  Reprenons  l'exemple  du  $  1 9.  Soit  un  terme  de  10  fac- 
teurs et  où  la  lettre  quelconque*^  occupe  la  septième  place, 
et  la  lettre^*  la  première  place.  Admettons  que  le  terme  a  le 
signe  -\'y  si  on  insère  la  lettre  d  entre  la  sixième  et  la  cin- 
quième vers  la  droite ,  il  y  aura'une  variation  de  plus  ou  de 
moins,  en  vertu  de  (2t) ,  le  terme  prendra  le  signe  —  ;  si  ou 
place  maintenant  la  lettre  d  entre  la  cinquième  et  la  qua- 
trième, le  terme  reprendra  le  signe  + ,  et  ainsi  de  suite.  En 
général,  quand  une  lettre  fait  un  nombre  pair  de  mouve- 
ments, soit  vers  la  droite ,  soit  vers  la  gauche ,  le  signe  du 
terme  ne  change  pasj  autrement,  il  change.  Ainsi,  lorsqix* 
la  septième  lettre  d  sera  arrivée  avant  la  première  /,  elle 
aura  fait  six  mouvements  successifs  vers  la  gauche  ;  par  con- 
séquent le  signe  ne  change  pas.  Dans  cette  position ,  la  pre- 
mière lettreyest  devenue  la  seconde;  elle  n'aura  besoin  que 
de  faire  cinq  mouvements  vers  la  droite  pour  arriver  à  la 
septième  place ,  qu'occupait  primitivement  la  lettre  d,  11  y 
aura  donc  un  changement  de  signe  ;  et  généralement ,  lorsque 
doux  lettres  échangent  leurs  places  dans  un  terme ,  si  Tune 
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fait  p  moavcnients  vers  la  droite^  l'autre  fera  p  —  1  meuve* 
menis  vers  la  g^auche  ;  or  Fan  de  ces  deux  nombres  /?,  /^—l 
csl  néoessaîrement  impair.  Ainsi,  par  suite  de  cet  échange, 
Ve  terme  change  de  signe. 

23.  Laplace  donne  le  nom  de  résultante  à  la  somme  des 
permutations  de  n  lettres  prises  n  à  /i ,  les  signes  des  termes 
étant  dëtermioés  d'après  la  règle  de  Cramer.  11  suit  du  para- 
graphe précédent  que,  lorsque  dans  une  résn1tante4)n  échange 
deux  lettres  entre  elles ,  on  obtient  une  seconde  résultante 
égale  à  la  première  prise  avec  un  signe  opposé. 

C'est  le  théorème  de  Vandermonde  (14)  avec  son  corollaire 
(15). 

24.  Ensoite  Laplace  passe  à  la  résolution  des  équations  du 
premier  de^ré ,  et  procède  de  la  même  manière  que  Yander- 
monde.  Un  seul  exemple  suffit  pour  montrer  la  marche  de  la 
démonstration  générale. 

Soient  les  trois  équations 

a'jc  +  Oy  +c'z  =  d\ 

Fonnous  la  résultante  [abc) ,  on  aura  : 

[abc]  =  aWc'"—  c"b"')  +  a'^c^b'"^  6'c'")  -f  a"'(t'c"—  c'b"). 

Si,  dans  cette  résultante,  on  écrit  b  partout  où  est  a ,  sans 
mettre  a  à  la  place  de  b ,  elle  s'annule  ;  de  même,  quand  on 
remplace  a  par  c,  et  cela  en  vertu  du  corollaire  (1 5)  -,  donc  si 
on  multiplie  la  première  équation  par  b"c'"^c"b"'  ;  la  seconde, 
par  c'b^' — b'c'";  la  troisième  par  b'c"'^c'b'\  et  qu'on  les 
ajoute  ensemble ,  les  coefficients  dc^  et  z  sont  identiquement 
nuls.  11  ne  reste  que  x  dont  on  trouve  la  valeur,  conforme  à 
celle  qui  est  indiquée  par  la  méthode  Cramer. 

25.  M.  Gergonne  est  le  premier  qui ,  dans  ses  Annales,  ait 

A:«ii.0R  M \THf.a.  V.  il 
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donné  une  exposition  élânentaire  de  la  démonstration  de 
Laplace  t.  Xil ,  p.  281-1821.  Depuis,  divers  aatenrs  ont 
admis  cette  exposition  dans  leurs  ouvrages ,  et ,  comme  d'or- 
dinaire, sans  déclarer  l'emprunt.  M.  Gergonne  appelle  m- 
verrian  le  dérangement  de  Gram^,  la  variaiion  de  Laplace. 
26.  Le  mémoire  de  Laplace  est  terminé  par  des  considéra- 
tions sar  les  moyens  de  décomposer  les  réeuUaniei  en  facteurs 
plus  simples  ;  ces  moyens  sont  les  mêmes  que  ceux  de  Yan- 
dermonde  (16).  Une  observation  trés-ingénieuse  du  même 
géomètre  y  sur  les  indices  considérés  comme  des  exposants, 
a  donné  naissance  à  la  belle  théorie  des  fondions  aUemées  de 
M.  Cauchy  et  à  sa  démonstration  des  formules  de  Cramer. 

(Suite).  Tm. 


SUR  LA  RESOLUTION 

d*une  certaine  classe  d'équations  à  plusieurs  inconnues  du 

premier  degré. 

(  tf  suite,  yoir  page  67.  ) 


II.  Soit  le  système  de  m  équations 

a,x,+  x^+a^t+ a«jrm=WO, 

^.'•^.+  2«,x,-f-fl,*j:,-f  .  .  .  am*J^M=bC^\ 


X,,  X,....  Xm  sont  m  inconnues  ;  a,,  a, ....  Om  sont  m— 1 
quantités  négaks  ;  les  seconds  membres  sont  des  quantités 
données  quelconques  ;  les  coefficients  de  x,  sont  les  dérivées 
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respectives  des coelBcienls  de  x, ,  par  rapport  à  a,.  Cela  posé, 
soient  A,  k'^  k' ....  A<«»-3),  m — 1  coostantes  indéterminées,  et 
bisoDS  comme  ci-dessus  : 

on  aura  : 


déterminons  k^k'..,.  A(«»-3),  de  telle  sorte  qae/a  et  fa  aient 
en  commun  les  m — 1  racines  a, ,  a,,  a^ ....  om;  on  a  donc  : 

a  —  a, 

ainsi  ^A'....  A<«^»  se  trouyent  déterminés,  et  Ton  trouve  : 


0 


or  (tf — a,)ya«^a)  ;  prenant  les  dérivées,  fa+(a— aV^^rTl^); 
d'où  Ton  tire  f'{a)  ='C^^LZJ1  j 


faisante  =^m  il  vient <p'K)  =77'    ®^  d'après  la   méthode 

comme, 

t'{«J  =/>.);  donc  .r.= "V      ■ 

Connaissant  x,,  on  fait  passer  les  termes  où  ils  se  trouvent 
dans  le  second  monbre ,  et  on  est  ramené  à  un  jystème  d'é- 
quations déjà  traitées. 

m.  Si  les  coeflBcienIs  de  x.  étaient  les  dérivées  premières, 
et  les  coefficients  de  x,  les  dérivées  secondes  des  coefficients  de 
JT, ,  on  ferait  f{a)  =  (a  —  a,)'(a  —  aj  {a  —  a,) ....  a  —  /»»•; 
et  raisonnant  de  la  même  manière ,  on  trouvera  la  valeur  de 
X,  ;  et  transportant  ces  termes  dans  les  seconds  membres, 
on  a  ramené  an  système  d'équations  précédent. 
IV.   On  voit  donc  comment  il  faut  procéder  lorsque  les 
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GoetBcieDls  d'une  ioconnoe  sont  les  dérivées  de  Vinconnue 
précédente. 

Observation.  Ce  genre  d'équations  se  présente  dans  rînté> 
gration  de  l'équation  linéaire ,  à  coefficients  constants ,  lors- 
que l'équation  auxiliaire  a  des  racines  égales. 

y.  Soit  le  système  suivant  de  n  équations  du  premier  de- 
gré entre  les  inconnues  j:,  ,  a:,  .•..  jc^  .• 


tf,  — a.  a.  — a,  ^.— «; 


n 


—  +  -— ^  +  ...•  -— =-=  ^       (A) 


Os  —  a,  a. —  a,  a^ — a 


•'^»  _K  "^^         _L_  ^n 

^z  —  oc  a  ^  a  <x  —  a.  ^B 

a. ....  a^  sont  n  quantités  connues,  mais  inégales  ;  de  qiéme 
les  n  quantités  a, ....  «„, 

Faisons    F,  jt)  =  (x  -»-  a,)  (j:  —  aj  . . . .  ( jc — a^) , 

F.r— /x 
F(j:)  —f{x)  est  de  degré  /i  —  1 ,  et  par  conséquent  — 7-=^ 

peut  se  décomposer,  par  la  méthode  des  dérivées ,  en  fooc- 
tiODS  rationnelles  (y.  t.  lY,  p.  S96)  ;  on  a  donc  l'identité  : 

T(x)-fx  ^  /(..)  _1 ./K)  _J_    , 

F(x)  F(a.)-x.— .       FKj'x.-o.  ■•■  •••• 

Faisant  saccessivement  X  =  a, ;  x  =  <z x  =  <i,,  onob- 

tient  les  n  identités  : 

F'(«.)     a.-..         F(a.)   a.-a."^" 

F'W  «.-^.       F(0  «-»."•■•■• 


F(<,,)  a-a.^- 
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Donc  les  valeurs  j:.=:— -^^^  x^^z^-^^    elc.  satis- 

t  (aj  t  (aj 

font  au  système  des  équations  (A). 

Si ,  parmi  les  quantités  a, ,  a, ....  «^ ,  il  y  en  a  d'égales ,  on 
fait  la  décomposition  en  fractions  rationnelles,  comme  pour 
le  cas  des  facteurs  multiples ,  et  le  reste  comme  ci-dessus. 

ObsertMilton.  Ce  genre  d'équations  se  présente  dans  la  théo- 
rie des  surfaces  homofocales,  expression  hybride,  qu*on 
pourrait  remplacer  par  hiconfocales.  L'élégant  procédé  d'é- 
limination est  dû  à  M.  le  professeur  Jacques  Binet.    {Suite). 


NOTE 
reUUive  à  rifUégroHon  d'une  équaHan  différentielle. 


es  tcieDcet  matbémaliqaes,  et  professeur  de  mattaémaiiqaes 
au  collège  de  Toulon. 


L'équation  différentielle 

déjà  intégrée  par  M.  Liouville  (*)  par  un  procédé  trés-remar- 
quable ,  peut  encore  sMntégrer  immédiatement  de  la  manière 

suivante. 

dy 
Diviflons  par  ~- ,  et  multiplions  par  dx ,  elle  devienl  : 

dx 


v')  Voyei  les  Leçons  de  calcul  différentiel  et  intégral,  par  M.  Tabbé  Moigno, 
tome  II,  page  672. 
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éqaation  dans  laqaelle  les  variables  sont  séparées. 
Intégrant  une  première  fois,  il  vient  : 

Passant  anx  nombres 


dx 


d'où  Von  tire  : 

er-ffi!il)^dy  =  ceff^^^dx , 
et  par  suite  : 

qui  est  Tintégrale  cherchée. 


»       « 


THEOREMES  ET  PROBLEMES 


1 1 1  «  Soit  M  un  point  pris  sur  une  courbe  plane ,  et  MO  le 
rayon  de  courbure  en  ce  point  ;  considérons  M  comme  l'extré- 
mité du  petit  aie  d'une  ellipse,  et  ayant  en  ce  point  même 
rayon  de  courbure  MO  ;  quel  est  le  lieu  des  foyers  de  cette 
ellipse?  (Lancret.) 

112.  Soit  M  un  point  pris  sur  une  courbe  plane  ;  et  N  un 
point  sur  la  tangente  en  M  à  la  courbe  j  par  N  menons  une 
sécante  sous  un  angle  àjominé'^  et  soit  P  un  des  points  d'intersec- 
tion ;  prenons  sur  la  sécante  un  point  Q  sur  le  prolongement 

MN' 
de  NP ,  tel  que  Ton  ail  NQ  =  -rr^  ;  quel  est  le  lieu  du  point 

Q,  N  se  mouvant  sur  la  tangente ,  et  déterminer  la  position 
du  point  Q  lorsque  N  se  confond  avec  M  (Maclaurin.) 
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113.  Etant  donoée  une  progression  arithmétique  de  n 
termes  \  la  moitié  de  n  fois  le  dernier  terme  est  toojonrs  com- 
prise entre  la  somme  de  tons  les  termes ,  et  cette  somme  di- 
minuée da  dernier  terme  ;  démontrer  cette  proposition  par  la 
géométrie  (Madanrin). 

114.  Dana  an  triangle  dont  la  base  est  donnée  de  gran- 
deur el  de  posilion ,  et  dont  la  différence  des  deux  autres 
cdtés  divisée  par  la  médiane  intermédiaire  est  ^ale  à  1^2  ; 
le  sommet  mobile  décrit  une  lemniscate  de  Bernoulli ,  et  qui 
est  aussi  une  cassinoïde. 

lis.  Etamt  donnés  dans  le  même  plan,  deux  cercles  et 
un  point  fti;e  ;  mener  deux  tangentes  parallèles,  chacune  à  un 
cercle;  de  leUe  sorte  que  le  rapport  des  distances  du  point  fixe 
aux  deux  parallèles  soit  donné  ;  par  la  géométrie  élémentaire 
et  par  la  géométrie  analytique  lorsque  les  cercles  sont  rem- 
placés par  deux  coniques  quelconques. 

116.  Un  hexagone  sphérique  étant  inscrit  dans  une  courbe 
cono-sphërique,  l'intersection  des  côtés  opposés  donne  six 
points  sitoéis  sur  lé  même  grand  cercle. 

1 17.  Un  hexagone  sphérique  étant  circonscrit  à  une  courbe 
coBO^q^hérique,  les  trois  grands  -cercles  qui  passent  par  les 
sommeto  opposés  ont  le  même  diamètre  en  commun. 

On  appelle  etynjo^îiphénqM ,  la  ligne  d'intersection  d'une 
sphère  et  d'un  cône  du  second  degré,  concentriques. 

118.  Si  on  élève  à  la  même  puissance  positive  les  trois 
cétés  d'un  triangle  rectangle ,  la  somme  des  puissances  des 
côtés  est  plus  grande  que  la  puissance  de  l'hyperbole  lorsque 
l'exposant  de  la  puissance  est  moindre  que  2,  et  moins  grande 
si  cet  exposant  surpasse  2. 
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GRAND  CONCOURS  (année  1845). 


Mathématiques  élémentaires. 

Fi§.  29.  Soient  dans  un  même  plan  deox  cercles  qui  ne  se 
coapeal  point  ;  O  et  0^  leurs  centres  ^  Afi  et  A'B'  leurs  dia- 
mètres ,  qui  tombent  tous  deax  sur  la  droite  qui  passe  par 
ks  deux  centres  : 

1*  On  demande  de  prouyer  qull  existe  sur  cette  droite 
deux  points  C  et  D ,  tels  que  le  produit  de  leurs  distances  au 
centre  de  chaque  cercle ,  est  égal  au  carré  du  rayon  de  ce 

cercle  ;    c'est-à-dîre  leb  qu'on  a  OC  x  Ot)  =  Sa*  et 

aCx»D  =  tfÂ".       . 

2*  Soil  coomie  dans  la  figure ,  le  cas  où  Tun  des  cercles 
(O)  tombe  en  dedans  de  l'autre  (O')  ;  on  peut  d'un  point  P 
pris  sur  le  diamètre  AB  du  cercle  intérieur  élever  à  ce  dia- 
mètre ,  une  perpendiculaire  qui  rencontre  les  deux  cercles 
en  m  eim  : 

Or ,  si  Ton  considère  les  distances  de  ces  points  à  l'un  ou  à 
l'antre  des  deux  points  C  et  D,  ci-dessus  déterminés,  et  par 
exemple ,  an  point  C  ; 

On  demande  de  prouver  que  le  rapport  de  ces  distances  est 
eonstant ,  quelle  que  soit  la  position  du  point  P ,  et  que  le 
carré  de  ce  rapport  est  égal  au  rapport  des  distances  du 
pointe  aux  centres  des  deux  cercles;  c'est-à-dire  qu'on  a 


• 

Cm 
Cm'" 

CO 
"'CO' 

Am. 

•1 

MATBiM. 

V. 

12 


PRRinRTI  PRIX 
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oa  bien,  multipliant  les  deux  membres  par  x ,  et  ordonnant 
par  rapport  à  x,  on  obtient  • 

^«-|.x(^'+r'— R«)4-£//^  =  0.  (3) 

La  résolution  de  cette  équation  nous  donne  pour  valeur 
dex 

R*— €r— r*±V/(R— ^— O'— *^'-' 


-= ^-i5 '■ (*) 

Remarquons  alors  que  pour  qoe  les  deux  valeurs  de  x 
soient  réelles ,  il  faut  et  il  suflBt  que 

(R»— rf"—r')»— l^r"  soit  >  0. 


Qr ,  les  deux  valeurs  de  or  ne  sont  autra  chose  que  les 
distances  des  deux  points  G  et  D  au  centre  O  :  ear  FéquiH 
tion  (3)  divisée  par  d ,  devient  : 

expression  dans  laquelle  le  terme  tout  connu  r^est  le  produit 
des  deux  radnes  de  l'équation.  Nous  poserons-  donc  la  con- 
dition 

(R'-4f — O'— ^rf*'^  >  0. 

Maïs  celte  condition  se  transforme  successivement  en  cétfsr 
autre 

(R«_rf»-r'— 2rfr)  (R*— €f— r^+2U/r)>0 

oo  ai--(rf+rntRM^r)1>0, 

ou  (R— lir-r)  (R+rf-fr)  (R— rf-f  r)  (R+^Z— r)>0.     (5) 

Or,  si  Ton  fait  attention  à  cette  formule,  on  voit  «pie  d 
la  dislanoe  des  centres  a'étant  jamais  moindre  que  0 ,  lea 
deax  facteurs  (K'\'d^r)  et  {K+d — r)  qe  seront  jamais 
plus  petits  que  0  -,  leur  produit  sera.donc  tonjocira  positif  $  ei 
pour  que  le  produit  total  le  s^it ,  il  faudra  que  celui  des  deux 
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ratres  facteur»  restants  soit  lui-même  positif;  il  faudra  doue 
que  Ton  ait  : 

(R— rf-.r)  (R—rf-l-r)  >  0. 


Pour  satisfaire  à  cette  conditiou ,  il  faut ,  et  il  suffit  que  l'ou 
aHàlafois 

R— rf_r>  0\ 
et  R-rf+r>oi  ^*^ 

ec  R«rf-|-r<0|  ' 

ou  ce  qui  revient  au  même  pour  la  condition  (1)  t 

rf<R  +  r 
et  '  .    d<^—r; 

etpour  la  condition  (S)  : 

d>R  +  r 
et  rf>R  — r. 

C'est-à-dire  que  la  distance  des  centres  des  deux  cercles  doit 
étreè  la  -fois  phu  petite  ou  plus  grande  quo  la  somine  et  que 
la  diflérence  des  rayons. 

Mais ,  d'après  l'énoncé  même  de  la  question ,  les  cercles 
donnés  ne  se  touchant  point,  sont  tels  que  ces  conditions 
sont  exactement  remplies  ;  donc ,  dans  le  cas  où  les  deux 
cercles  ne  se  coupent  point ,  l'existence  des  deux  points  de- 
mandés est  bien  établie. 

Si  l'on  suppose  que  d  devienne  égal  à  R  -{-r  ou  R — r  ;  le 
produit  indiqué  dans  la  formule  (5)  devient  égal  à  0  ;  le  ra- 
dical de  la  formule  (4)  s^évanoait.  Les  deux  valeurs  de  x 
deviennent  égales  entre  elles ,  et  égales  à  r.  Dans  le  premier 
cas,  où  4<sR+r,  c'est-à-dire  où  les  cercles  sont  tangents 
extérieurement ,  chacune  des  valeurs  de  x  est  négative ,  et 
se  trouve  égale  à  --  r.  Dans  le  second  cas ,  qui  est  celui  où 
les  cercles  sont  langents  intérieurement,  les  valeurs  de  jr 


tODirmieèt  l'autre  positires,  et  «gales  à  r.  Les  points  C  etD 
le  oonfoDdent  alors,  et  se  trourent  places  tous  Ies4eax4  aa 
point  de  contact  même  des  cercles.  Leur  prodoit  du  reste  est 
toajoars  r^. 

Remarque  générale.  Toutes  les  discussions ,  et  tous  les  ré- 
sQltaf s  qui  Tiennent  d'être  établis  dans  la  supposition 

^r=OC,    et   r=OD, 

se  retroQYeraient  parfaitement  daos  les  lijpolhéses  • 

(yc=x    et  j-rsCD.. 

La  seconde  partie  de  la  question  consiste  à  proofer  que  le 
rapport  de  Ci»  à  Cm'  est  un  rapport consUnt ,  et  que  le  carré 

CO 
de  ce  rapport  est  égal  &  ^.  Or,  remarquons  qu'en  prolon* 

géant  Cm  en  Cm"  et  Cm'  en  Cm'" ,  nous  obtenons  deux 
triangles  Cmm'  et  Cm'' Cm'"  qui  sont  semblables ,  et  qui  nous 
.Cl»       Cl»"    ^ 
""  C^  ^  OrF''       *  *"***  d'antre  part ,  à  cause  des 

perpendiculaires  CE  et  CF  qui  se  trouvent  partagées  respec- 
tirement  daos  les  cercles  (0)  et  (OO  en  deux  parties  égales  par. 
les  droites  mm";  mW'^ 

Cl»:  CE  ::CE:Cm'' 
et  Cl»'  :  GP  ::  CF  :  &»'" 

Divisant  ces  deux  proportions  terme  &  terme ,  on  obtient  >. 

Cm    CE     CE    Cl»" 


d'où 


Cm'' 

cp- 

CF 

•  Cm'"' 

C'/i 

Cm" 
«•  — ^ 

."   M 

.    Cm 

donc  on  a 


(i 


£5V  — /— Y        ÇE_Cm 
CP/""VC/7i7   ^"  CP~Ci^ 


n- 


N 
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4loac  le  rapport  ée.  Cm  à  Cm'  est  oonstant. 

CO 
De  phis ,  le  carré  de  ce  rapport  est  égal  à  — •  En  effet, 

/Cm\      /CEV 
nous  venons  de  voir  que  (  ^  l  =  (  ^  I . 

Or,  CE*  =  OC.CD ,  ear ,  en  verta  de  la  propriété 

OCjxOD=ÔË\ 

le  point  F  se  trouve  sar  an  cercle  décrit  sur  OD  comme  dia« 
métré.  En  vertu  d'une  propriété  analogue  des  points  C  et  D, 
on  aura  : 

CË*=CyC.CD; 
donc: 


^Y  _  OC.CD  _  0£ 
^')  ~ÔÛCD'"0'C' 


/Cm 


donc  enfin ,  le  carré  du  rapport  de  On  k  On'  est  bien  égal  à 

or 

Il  est  1  remarqua:  que  cette  seconde  partie  de  la. question 
suppose  un  théoréàM  que  je  n'ai  point  démontré ,  lequel 
consisterait  &  prouver  que  les  deux  triangles  Cmm'  et  On'^m" 
sont  semblables.  Mais  on  peut  donner  du  même  fait  une  dé- 
monstration un  peu  différente ,  que  j*ai  vue  depuis  le  con- 
cours, et  que  je  vais  exposer. 

Posons  pour  nn  instant  PO  =  s,  et  exprimons  le  rapport 

— r-  ®n  fonction  de  cette  inconnue  auxiliaire.  Nous  aurons 
On' 

successivement  les  expressions  suivantes  : 

cin  ■^p;s'  +  Pc'""''-(»+^)'+(2+^+-^r' 

ou ,  en  développant  et  simplifiant  les  opérations  indiquées  : 
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Or,  si  dans  cette  espressioa  on  remplace  x*  par  s»  valeur 

tirée  de  l'équation  :  x'  -f  x  (  — ^-^ j  +  r'  =  0 ,  on  ob- 
tiendra en  réduisant  : 


00 


Cm"^^  ,  rf_J:+rf 


Cm'  XX 

Mab  x-f  <l=rGO'  et  x=OC;  donc ,  oa  aura  bien 

c^*     ce 


MÉMOIRE 

mr  la  théorie  dm  riiiâiu  dans  les  progressions  géomêhiques. 


PrafeMeiir  tv  oollége  royal  d'Aaeh. 


f .  Pour  Men  faire  comprendre  l'objet  de  ce  mémoire,  nous 
allont  rappeler  quelques  théorèmes,  et  difinir  quelques  lo- 
cutions dMt  no«8  ferons  on  contiouel  usage. 

Soit; 


a,  a\  a^,  a*,.... a*,  a^\ 


ooe  progrcssiou  indéfinie  comprenant  les  puissances  entières- 
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el  positives  de  l'entier  a;  si  oo  divise  tous  ses  termes  par  le 
nombre  P  premier  avec  â,  on  obtiendra  une  certaine  suite 
de  résidas ,  dont  l'anité  fera  nécessairement  partie.  Si  a*  est 
le  premier  terme  de  la  progression  qui  donne  le  résida  I ,  tous 
les  résidas  précédents  seront  différents  entre  eux  ;  au  delà  » 
ils  se  reproduiront  dans  le  même  ordre.  On  sait  d'ailleurs 
que  n  seA  un  diviseur  de  Vindicaieur  de  P ,  c'est-à-dire  du 
nombre  qui  indique  combien  il  y  a  d*entiers  inférieurs  et  pre- 
miers à  P. 

2.  Nous  appellerons  période  de  a  par  rapport  à  P ,  Ten- 
semble  des  résidus  fournis  par  les  termes  a,  a* ,  a'  ,....a"  ; 
eyêtème  de  périodes^  TensemMe  des  périodes  de  tous  les 
nombres  inférieurs  et  premiers  à  P  ;  le  nombre  P  sera  dit  la 
base  du  système. 

Voici  par  ei^emple ,  toutes  les  périodes  dju  système  dont  lu 
base  est  13. 

2,     4,    8,  3,     6,  12,  11,  9,  5,  10,    7,  f. 
»,     9,     1. 

4,  3.  12,  9,  10,     1.   • 

5,  12,  8,  1. 

6,  10,  8^  9,    a.  12,     7,  3-,  5,     4,   H,  I. 

7,  10,  5,  9.  11,  12,     6,  3,  8,     4,     2,  1. 

8,  12,  5.   1. 

9,  3,     f. 

10,     9,  12,  3,     4,     1. 

tl,     4,     5,  3,     7,  12,     2,  9,  8,  10,     6,  1. 

1?,     1 

3.  La  formation  d'un  pareil  tableau  n'offre  pas  de  diflB- 
culté.  On  obtient  chaque  résidu  en  multipliant  le  précédent 
par  le  nombre  qui  engendre  la  période ,  et  supprimant  tous 
les  multiples  de  la  base  contenus  au  produit.  On  peut  cepen- 
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daiil  n'employer  qac  Taddition ,  on  procédant  de  la  manière 
flairante  : 

Soit  proposé  par  exemple,  de  trouver  la  période  de  3 
dans  le  système  dont  la  base  est  25.  A  cet  effet  j'écris  ces 
deux  lignes  : 

Coefficients 
1,2,3,  4,  5,  6,  7,  8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18,19,20,21,22,23,21. 

Résidas 
3,6,9,12,15,18,21,24,2,  5,  8,11,14,17,20,23,  1,  4,  7,10,13,1 6,1 9,2îî. 

La  première  renferme  iem  les  nmnbres  inférieurs  à  25  ;  la 
seconde  se  forme  en  ajoutant  saccessivement  3  à  lui-même, 
et  retranchant  25  de  la  somme  s'il  y  a  lieu.  Cela  fait ,  le  second 
terme  de  la  période  sera  le  résidu  9  correspondant  au  «lefli- 
cient  3  ;  le  deuxième  terme  sera  le  résidu  2  correspondant  an 
coefficient  9  ;  le  troisième  terme  sera  le  résidu  6  correspon- 
dant au  coefficient  2 ,  et  ainsi  de  suite.  De  cette  manière  on 
obtient  pour  la  période  de  3  par  rapport  à  25 ,  les  nombres  : 

3,9,2,6,18,4,12,11,8,24,22,16,23,19,7,21,13,14,17,1. 

Au  reste,  on  n'aura  besoin  de  former  directement  que  la 
moitié  de9  périodes  du  système  ;  car  si  la  somme  de  deux 
nombres  est  ^ale  à  la  base,  il  est  facile  de  voir  que  les 
termes  de  même  rang  de  leurs  périodes  sont  égaux  si  ce 
rang  est  pair;  et  donnent  une  somme  égale  à  la  base,  si  ce 
rang  est  impair. 

Nous  verrons  plus  loin  d'autres  moyens  de  simp1ifi<v  la  for- 
mation d*un  système  de  périodes. 

4.  Nous  appellerons  racine  primitive  de  P  par  rapport  d  n, 
tout  nombre  qui ,  dans  le  système  P  engendrera  une  période 
de  n  termes. 

Nous  appellerons  plus  simplement  racine  primitive  du 
sjfitéme  ou  de  la  bote  P ,  la  racine  primitive  de  P  par  rapport 
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à  (P) ,  c'est-à-dire  tout  nombre  doot  la  période  comprenéni 
tous  les  entiers  inférieurs  et  premiers  à  la  base. 

Ces  définitions  comprennent  comme  cas  particulier  la  défi- 
nition d'Euler,  et  concordent  avec  celle  de  M.  Poinsot, 
sauf  le  point  de  vue  spécial  auquel  nous  nous  plaçons. 

Enfin ,  une  période  sera  dite  complète^  quand  elle  renfer- 
mera tous  les  nombres  inférieurs  et  premiers  à  la  base. 

5.  Gela  posé,  l'objet  de  ce  mémoire  est  Tétude  détaillée  et 
complète  autant  que  possible  des  différents  systèmes  de  pé- 
riodes. Les  théorèmes  que  nous  démontrerons  ne  sont  pas 
nouveaux-,  à  quelques  déyeloppements  près,  ils  se  tronrenl 
dans  l'ouvrage  de  Legendre,  mais  séparés  et  déduits  de 
théories  différentes.  Nous  avons  cru  utile  de  les  réunir  et  de 
les  déduire  les  uns  des  autres  d'une  manière  aniforaie#  Ce 
travail  aura  en  outre  l'avantage  de  faciliter  aux  jeunes  lec- 
teurs de  ce  journal ,  l'accès  de  la  théorie  des  nombres ,  partie 
difficile  et  encore  peu  cultivée  des  mathématiques ,  et  sur 
laquelle  parait  aujourd'hui  reposer  l'avenir  de  la  science. 

N.  B.  —  Dans  tout  ce  qui  va  suivre  P  désignera  constam- 
ment la  base  d'un  système  de  périodes,  et  p  un  nombre  pre- 
mier. 

§  I.  Propriétés  générales  des  systèmes  de  périodes  C)' 

6.  Théorème.  Dans  toute  période  (l'unité  non  comprise)^ 
les  termes  à  égale  distance  des  extrêmes  sont  associés  par  rap^ 
portdlabase. 

Soit  n  le  nombre  des  termes  de  la  période  de  a ,  en  sorte  que 

l'on  ait 

a*  =  P  +  l, 

deux  termes  également  éloignés  de  tf  et  de  a*"^ ,  seront 
{m  étant  <  n) 

(*)  Celle  théorie  dee  résidus  a  été  créée  parEiiler(VoirN.eonini.Pétrop.,  t.  V\ 


Le  produit  de  ces  deux  painances  étant  a"  et  par  coniéqaeat 
P-f- 1 ,  le  prodoit  de  Irnrs  résidas  sera  aussi  P+  ^  •  Donc  ces 
résidas  sont  associés.  C.  Q.  F.  D. 

Corollaire  1".  Dans  toute  période  éCun  nombre  impair  de 
fermée  (ronilé  comprise),  le  produit  de  tous  les  résidus  est 

Car  si  on  laisse  de  c6(é  le  résido  1,  il  reste  un  nombre 
pair  de  ternies  associés  deax  à  deux.  Le  produit  des  résidas 

pouvant  se  décomposer  en —^  facteurs  de  la  forme  P-j-1, 

sera  aussi  P-f-t  - 

Corollaire  2.  Le  produit  des  résidus  d'urne  période  éHun 
nombre  pair  de  termes  est  P — 1 ,  quamd  la  base  est  une  puis^ 
sanee  ou  le  double  d'une  puissance  d'un  nombre  premier 
impair. 

Car,  si  on  néglige  Tanité,  il  reste  an  nombre  impair  de 
termes  associés  deux  à  deax ,  à  rexceptioo  de  celai  du  mi- 
lieu qui  doit  être  un  associé  double.  Or,  d'après  l'hypothèse, 
P  ne  peut  avoir  qae  deux  associés  doubles  1  et  P— 1.  Le 
terme  du  milîea  ne  peut  être  i  ^  autrement  la  période  com- 
mencerait plas  t6t  qu'on  ne  l'a  supposé.  Donc  ce  terme  sera 
P— 1.  Donc  le  inroduit  des  résidus  sera  (P-f  1)  (P— i  )  =  P— 1 , 
C.  Q.  F.  D. 

Corollaire  3.  Quand  la  base  est  une  puissance  ou  le  double 
d'une  puissance  d'un  wmbre  priemier  impair ^  dans  4omie  pé- 
riode d'un  nombre  pair  de  termes ,  les  résidus  qui  occupent  le 
même  rang  dans  chaque  demi-période^  donnent  une  somme 
égale  d  la  base. 

En  effet  on  a  ,  comme  nous  venons  de  le  voir^ 

II 

B'oà  Toii  réduit  aiaénent  - 


tf«     +a=p 

C.  Q.  F.  D. 

Corollaire  4*.  I7n  osiocîé  datiife  fi#  peut  pa$  faire  patâe 
d*une  période  fun  nombre  impair  de  fermée. 

7.  Théorème.  Deux  €Usociéi  par  rapport  d  la  baee  ont  de$ 
périodes  inversée  Vune  de  l'autre. 

Si  on  déngne  par  a'  l'afisodé  de  a  par  rapport  à  P;  on 
doit  avoir  d^près  le  théorème  précédent 

a— =P+a' 
en  élevant  les  deox  membres  de  cette  égalité  aux  puissances 
1,2, 3...  n,  et  supprimant  dans  l'exposant  de  a  tons  les  mul- 
tiples de  n ,  on  anra 

ar-'  =  P  +  a! 
a*-'  =  P  +  fl" 


a"«t  +  fl'« 


Donc  les  résidus  formés  par 


a     y  a     9^     « 


Sont  respectivement  ceux  fournis  par 

a\ci\d\.  ,.      C.Q.F.D. 

Ce  théorème  simplifie  la  construction  d'un  système  de 
périodes,  puisque  la  période  d'un  nomlnre  se  déduit  sans 
calcul  de  celle  de  sou  associé. 

Théorème.  Lorsque  la  somme  de  deux  nombres  est  un 
multiple  de  la  hase  y  leurs  périodes  renferment  le  misne  nom- 
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bn  de  termet  ou  bien  la  période  de  l'une  renferme  deux  foie 
phê$  de  termee  que  la  période  de  Vautre. 

Soient  a  et  a!  Ie8  deox  nombres  proposés  ;  n  et  n'  les  nom- 
bres de  termes  de  leurs  périodes,  n  n'étant  pas  plus  grand 
que  a'.  On  aura  d*après  rbypotbése  : 

d'où  a*«P-i-(— l)a* 

et  comme  a*=3:P-|-l 

Par  conséquent  si  n  est  pair,  on  aura  n'a=it  $  et  si  n  est 
impair,  /x'=2n.  C.  Q.  F.  D. 

On  Yoit  par  là  que  n  et  n'  ne  peuvent  pas  être  tous  les 
deux  impairs  et  que  c'est  seulement  dans  le  cas  de  n  pair  que 
les  deux  périodes  peuvent  avoir  le  même  nombre  de  termes. 

9.  Théorème.  Lortque  le  produit  de  deux  nombre»  aug- 
menié  de  Vunité  e$t  un  multiple  de  la  bâte ,  leurs  périodee  êe 
eompoeent  d'un  même  nombre  de  termes  ou  bien  la  période  de 
Vun  renferme  deux  fois  plus  de  termes  que  la  période  de 
Vautre. 

Soient  a  et  a'  les  deux  nombres  proposés  et  a"  Tassocié 
de  a  par  rapport  à  P.  On  aura 

tfa'  +  l  =  P 
aa"— 1=:P 
d'où  on  lire  a(a';fa")=P 

et  comme  a  est  premier  avec  P  il  en  résulte 

a'+  a"=  P 

Le  théorème  précédent  est  donc  applicable  à  a'  et  a".  Mais 
a  et  a!*  ont  même  noml>re  de  termes  à  leurs  périodes  (7; . 
Donc ,  etc. 

10»  Problème,  Une  période  étant  donnée^  trouver  la  période 
engendrée  par  chacun  de  ses  résidus. 
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SoU  b  le  résidu  de  rang  m  dans  la  période  de  a ,  en  aorte 
qae 

Soit  X  l'expoaaot  de  la  puissance  à  laquelle  on  doit  élever 
b  pour  obtenir  le  résidn  1 .  On  anra 

H  faut  donc  que  mx=zn  et  par  conséquent  la  plus  petite 
valeur  de  x  propre  à  satisfaire  à  la  relation 

s'obtiendra  en  cherchant  la  plus  petite  valeur  de  x  propre  à 
satisfaire  à  la  relation 


/7t    xs/t 


Pour  trouver  ce  nombre  désignons  par  d  le  p.  g.  c.  d.  en- 
tre m  et  n  c(  posons 

mssdm\n-^dn'', 

m  n'  sera  divisible  par  /i  et  ce  sera  évidemment  le  plus  petit 
multiple  de  m  jouissant  de  cette  propriété.  Donc  le  nombre 
des  termes  de  la  période  de  b  sera  n!.  On  pourra  donc  énoncer 
la  régie  suivante  : 

Un  résidu  de  rang  m  dans  une  périade  de  n  termes  engen^ 
dre  une  période  dont  le  nombre  des  termes  s'obtient  en  divi- 
sant n  par  le  p.  g.  c.  d,  de  m  et  n. 

Reste  maintenant  à  obtenir  les  termes  mêmes  de  la  période 
de  ^  :  il  suflBra  pour  cela  de  prendre  les  résidus  de  la  période 
de  a  de  m  en  m  comme  si  ces  nombres  étaient  écrits  circulai- 
remenl ,  car  on  a  6* = 6  +  tf*  ;  b^s=9 + «'"*,  etc. 

Corollaire,  Si  m  est  premier  avec  n,  d^\  ;  /t':=/t.  Donc  : 

Dans  toute  période  de  n  termes  un  réeidu  dont  le  rang  est 
indiqué  par  un  nombre  premier  avec  n ,  engendre  une  période 
de  n  t&mes  :  ou  suivant  une  autre  manière  de  s'exprimer, 
est  racine  primitive  de  fpar  rapport  d  n. 
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Remarque  V*.  Si  dans  uu  système  il  existe  une  période 
/i,  il  en  existera  aa  moins  i  [n). 

Remarque  2*.  Une  période  complète  suffit  pour  obtenir 
sans  calcul  toutes  les  autres  périodes  du  ^tème. 

11.  Théorème.  Si  m  e$i premier  aoee  \  (P),  te  réméui  06- 
tenu»  en  divisanipar  P  tous  les  nombres  inférieurs  e$  premiers 
à  P  élevés  d  la  même  puissance  m  ?  soni  différenis. 

Supposons  que  a*"  et  b''  donnent  le  même  résidu,  on  aura 

a"— 6-=P 

soit  V  l'associé  de  b  par  rapport  à  P. 

Malliplions  les  deux  membres  de  l'équation  par  b'^,  nous 
aurons  : 

Puisque  m  est  premier  avec  t(P),  cette  égalité  ne  peut 
subsister  à  moins  que 

mais  on  a 

bb'  —  i  =  P 
il  en  résulterait 

(a— 6)^'=P 

égalité  impossible  puisque  b'  est  premier  avec  P  et  a— 6 
moindre  que  P. 

«  « 

§  II.  Des  systèmes  de  périodes  dont  la  base  est  un  nombre 

premier, 

12.  Théorème,  Lorsque  la  base  e$t  un  nombre  premier  p,  la 
somme  des  m^*  puissances  des  résidus  d'une  période  de  n  termes 
est  divisible  par  la  base  quand  m  n'est  pas  un  multiple  de  n. 
Soit  a  un  nombre  qui  dans  le  système  p  engendre  une  pé- 
riode de  n  termes.  Les  résidus  de  la  période  élevés  à  la  m' 
puissance  donnent  les  mêmes  restes  que  les  termes  de  la 
progression 


a    ^  a*  a 
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dont  la  somme 


a  — 1 

«8(  dif  isible  par  p ,  puisque  a**  —  1  =^  et  que  <*"•  —  i  de 
peut  être  p  qnaod  m  n'est  pas  n.  Donc  la  somme  S/n  des 
ffi~  puissances  des  résidus  est  aussi  divisible  par  p.  C.  Q.  F.  D. 
Quand  m=:i»,  la  somme  n'est  plus  divisible  par  p;  mais 
comme  alors  cbaque  terme  est  />  + 1 ,  on  a 

13.  Corollaire.  Les  sommes  de  produits  2  d  2 ,  3  à  3,  ... 
(ii_l)  il  (n  —  1)  des  résidus  d'une  période  de  n  termes  sont 
divisibles  par  p. 

En  effet,  si  P,,  P.,  ...  P»-i ,  désignent  ces  sommes  de 

produits,  on  aura,  k  étant  ^  n — i 

Sa  — P,S]k-i  +  P,S*-2- rhP*«iS.q=fcPA  =  o. 

De  cette  égalité  et  du  théorème  précédent ,  on  déduit 

kPk  «  p.  Mais  k  est  inférieur  à  n  et  par  conséquent  premier 
à  p  :  donc 

P*=>. 

Cette  relation  cesse  d'avoir  lieu  si  on  fait  k^n^  mais  il 
résulte  du  n""  6  (corol.  1*^  et  2")  qu'on  a*dans  ce  cas 

1 4  Théorème,  Si  a  produit  une  période  de  n  termes  et  si  le 
nombre  des  termes  de  la  période  dehestnouun diviseur  de  n  , 
b  sera  un  des  termes  de  la  période  de  a. 

Retranchons  de  b  tous  les  termes  de  la  période  de  a  et 
multiplions  toutes  ces  différences  entre  elles  :  leur  produit  B 

est  un  polynôme  en  b  dont  le  premier  terme  b^  est  p-^-  i 
et  dont  le  dernier  (—1  )*;?» = (—1  )"{;>  —  (—  I  )"  1  est^  —  I . 
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Les  termes  islennédiAirea  nyaiit  poor  coeiBcîeQtfi.  t-^  P, ,  4- 
P, , ...  d=Pii.i  soot/7  d'après  le  corollaire fréeédepl^^Bont 

Âînsî,^  divise  B  et  par  cooséqaeot  un  des  facteurs  de  6; 
maïs  tous  ces  facteurs  sont  <  p.  Dooc ,  Tégalité  précédente 
ne  peut  subsister  à  moins  que  Tun  de  ces  facteurs  ne  soit  oui , 
on  que  b  ne  soit  égal  à  l'un  des  termes  de  la  période  de  a, 
C.Q.F.D.  - 

Corollaire  1**.  Qwmd  la  base  est  un  nombre  premier,  tmUes 
ies  périodes  d'un  même  nombre  de  termes  renfermenl  les 
mêmes  nombres  dans  un  ordre  différent. 

Car  si  a  et  b  engendrent  tous  deux  une  période  de  n  ter- 
mes, b  sera  un  résidu  de  la  période  de  a  et  n^aura  à  sa  pé- 
riode  que  des  termes  faisant  partie  de  la  période  de  a,  (10) 

Corol.  2*.  Quand  la  base  est  un  nombre  premier^  il  ne  peut 
pas  y  avoir  plus  de  i  (n)  périodes  de  n  termes. 

Car  tout  générateur  d'une  période  de  n  termes  ne  pourra 
être  qu'un  résidu  occupant  dans  la  période  de  a  un  rang 
marqué  par  un  nombre  premier  avec  n...  (10,  eorol.).  Il  n'y 
aura  donc  pa«  plus  de  périodes  de  n  termes  qu'il  n*  j  a  d'en^ 
tiers  inférieurs  et  premiers  à  n. 

1 5.  Tbéorème.  Quand  la  base  est  un  nombre  premier  p,  «în  asl 
undioieewrde^ — \^lenombredespériod9fdeTktermetèst\(n). 

On  sait  que  le  nombre  des  termes  d'une  période  ne  peut 
être  qu'un  diviseur  àep —  1  et  que  si  n ,  n' ,  n!\  . . .  désignent 
les  diviseurs  de  ce  nombre  on  a 

i(/i)+'i(n')+i(»")-f...:.  =p-i.  • 
G^mme  le  nombre  tolal  des  périodes  doit  être  égal  kp — 1 , 
s'il  n'j  avait  pas  i  (n)  périodes  de  n  termes  11  fendrait  qu'il 
y  eût  plus  de  i  (it')  périodes  de  fi  termes ,  ou  plus  de  i  (ni') 
périodes  de  n"  termes ,  etc. ,  ce  qui  est  contraire  au  théorème 
préoédmt. 

AXIf.   DB  UâVÊÈM,  V.  .  id 
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GûkroUaii^è  1". DoM  tout  mfiê^me  êam  te  bam  etinnnomkre 
premier  p^ientm^edeiraeinBiprmUivei  est  i{p—i^ 

Corollaire  2*.  Si  a  est  une  racine  primitiTe»  les  termes  de 

sa  période  seront  dans  un  ordre  diflérent  de  Tordre  natard, 

les  nombres  1,2,  3,...  p->  1.  De  là  et  du  ft?  12  on  dédail 

ce  théorème  : 

'La gomme  des  m^  puUsances  des  termes  de  la  progression 

»  •      •       • 

1 ,  2>  3.  ..  (p--l),es^p,  quand  p  est  premier  et  que  m  n'est 

Corollaire  3'. 

1,  2,  3....  (/7  — 2)  (/?— DtI-  1  =/?  (n*  6,corol.). 

C'est  dans  cet  le  égalité  que  consiste  le  théorème  de  Pf^Uson. 

16.  Nous  avons  vu  qu'on  pouvait  déduire  d'une  période 
complète,  toutes  les  autres  périodes  d'un  système.  Le  tableau 
suivant  renfermant  les  demi-périodes  complètes  des  systèmes 
dont  la  base  est  un  nombre  premier  inférieur  à  29 ,  pourra 
dope,  entre  ces  limites,  tenir  lieu  de  tableau  analogue  à 
celai  du  n""  2. 

base.  demi-période,  complète. 

5  2,  4, 

.,      1\    ..  ..  .3,  2,     6, 

.^1      .,.        2,.  4,    8,^,  10.       ; 

«       i         2,4,     8,     3,     6,  1^, 

17  .     3,  9,  10,  13,    5,  15,  11,  16, 

19  2.  4,     8,  16,  13,     7,  14,     9,  18, 

93       ,         5^2,10,     4,  20,     8,  17,  16,     9,22. 

'  (')  Voir  1. 1,  p.  176.  Ce' théorème  est  encore  mie  ooneéqaenee  fort  simple  do 
etl«l  éubli  an  n*  li.  Sn  offei,  d'tprèe  oe  dernier  lee  paiteanoet  i,s",S%... 
(]»— 1)»  divisées  par  p  donnent  pour  restes  dans  an  ordre  différent  de  l'ordre 
«atnrel  tout  les  nombres  inférieur*  è  p.  «On  a  done  ^ 

•  8«— p  +  84, 

p(p— I) 
et  comme  s,— -^=-- — "P,    eneneonetul   Sm^p 
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Li  Mooiide  partie  de  cbacaoe  de  ces  périodes  s'obtiendra 
en  retranchant  de  la  base  les  termes  de  la  première,  (6, 

Note.  Nous  ajouterons  ici,  comme  sajet  d'exercice ,  les 
énoncés  de  quelques  théorèmes d'Euler,  et  dont  la  démoda» 
tration  ne  présente  pas  de  difficulté  sérieuse. 

Théorème.  Si  dans  la  période  des  résidus  on  trouve  7  et 
75  premiers  avec  py  on  y  trouve  aussi  5. 

Théorème»  Si  «  est  un  résidu  et  a  un  non-résidu  ,  aa  est 

» 

aussi  un  non-résid  u .  Tm . 


r^^î 


SOLUTION  DU  PROBLÈME  107  (p.  112) 

PA&  M.  PSRAIVOT. 

profeuear  agrégé  ta  collège  royal  de  La  Rochelle. 


Problème,  Etant  données  deux  sphères  fixes ,  trouver  la 
distance  des  deux  centres  en  ne  se  servant  que  de  la  régie  et 
du  compas. 

Solution  (fig.  20).  Je  cherche  d'abord  le  rayon  de  Tune 
des  sphères  O ,  puis  je  décris  à  sa  surface  une  circonrérenoe 
de  grand  cercle,  sur  laquelle  je  marqipe  deux  pointa  A,  A' , 
aux  extrémités  d'un  même  diamètre.  Fixant  un  des  points  du 
compas  en  A ,  je  tracé  sur  Tahtre  sphère ,  avec  un  intervalle 
quelconque,  une  circonférence  de  potit  cercle  dont  il  est  fa* 

die  de  trouver  le  pôle  P  ;  les  deiix  points  A ,  P ,  sont  avec  le 

.  •  •       .  -, 

centre  O'  de  la  sphère,  sur  une  même  droite  AO'  dont  je 
connais  la  longueur  égale  a  AP-|-PO'.  On  déterminera  pa- 
reiUement  la  distance  A'O'.  Connaissant  ainsi  les  trois  lon- 
gueurs A  A' ,  AO' ,  A'O' ,  je  construis  le  triangle  AO' A.' ,  puis 
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j'obtiens  la  distance  demandée,  en  prenant  la  ligne  qui  ▼« 
da  sommet  0'  an  mOi^u  du  côté  opposé. 

Le  point  B  d'intersection  de  la  sphère  O  et  de  la  ligne  des 
centres»  est  le  point  de  contact  Me  deux  circonférences  dé* 
criies  de  A ,  A'oomme  pôles  avec  des  intervalles  AB ,  A'B  que 
l'on  déterminera  en  prenant ,  sur  la  médiane  00' ,  une  lon- 
gnenr-OB  égale  au  rayon.  Le  point  d'intersection  ff,  sur 
l'aotre  sphère,  se  déterminera  de  même  au  moyen  des  pôles 
P ,  F ,  et  des  distances  PB' ,  P'B'. 

La  connaissance  des  points  B ,  B%  peut  servir  à  résoudre 
la  question  suivante  :  Tracer  sur  deux  sphères  fixes  les 
courbes  de  contact  de«ces  sphères  et  du  cône  tangent  à  la  fois 
à  l'une  et  à  l'autre ,  car  B  et  B'  sont  les  pôles  des  cercles  de 
contact. 


VALEUR  DE  LA  FRACTION      ^'^  ^  *^'  " 


2.V.O.IO... 

I#  numéraieur  et  le  dénaminaieur  étant  de$  frodmis  iwdé- 

finis. 


llecneié  éf  seiencM  mathénuitiqaef  et  phyiiqaei. 


•    €cflte  fraction  peut  s'écrire  : 

■    (-;)  (-4)  (-4)  ('4) 

El  si  on  la  compare  au  produit  des  m  facteurs  j:+a,  .r-f  6, 
9    j>fc....  dont  ia  valeur  est  : 


On  pourra  l'écrire  : 

1+S.+S.+ +S.+ 
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S.  étant  la  somme  de  tous  les  produits  nk  nets  facteurs 

*    1    i. 
â»  â^»  23 

OccapoD8-noQ8  donc  de  trouver  S^. 
Le  premier  de  ces  produits  est  : 

—  *    i    ^        _t_     I      1 

si  ou  remplace  alteroativement  —  par  ^^ ,  —^ ,  ...  puis 

=par  les  mêmes  facteurs,  puis  -^^^ pub  -  ;  on  aura 

tous  les  prodaits  où  entrent  n— 1  des  n  premiers  facteurs , 
avec  le  premier  produit  où  ils  entrent  tous.  Désignons  par  s 
la  somme  de  ces  produits. 

Si  on  prend  le  produit  des  n  facteurs  qui  sulyent  le  pre- 
mier produit ,  il  est  égal  kpx  ^;sioaj  remplace-;^,  al- 
ternativement par  -ô^>^H=i*-"  P^^^i»P^^  ^^  mêmes  fac- 
teurs, puis  T^,..  .  puisr;,  on  aura  les  mêmes  produits  que 
z  ^ 

dans  la  somme  i,  multipliés  chacun  par  -z  ;  ce  sont  tous  les 
produits  où  entrent  n  —  1  des  n  facteurs  qui  suivent  le  pre- 
mier. La  somme  de  ces  produits  est  '  •  r»- 

En  continuant  de  même  on  obtiendra  une  3*  somme  égale 

1  1 

^  '  •  ^  t  Q>^  ^*  ^S^^  ^  '  '  a3ft'  '"^^  ^'°^  ^^  ^^^^  ^  l'infini. 

Donc  la  somme  totale 

/'il  \  1  2* 

*       2" 
Il  ne  s'agit  plus  que  de  trouver  s.  Cette  lonime  s  est  oom- 

Mée  des  n  sommes  partieHcs 


S. 
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1  1   i         i    {i, 1_      \  V        J- 

111        1    /   i        J_  \JL 


11    JL^ 


1       .      1 


•^  ■"  2* 2' 2*^^  V2"+*  '  2* 


/^  ^    -L   *    4.       \  *  i       1 

A  partir  de  5,^,  toutes  les  sommes  ont  nn  facteur  oom- 
mun  entre  parenthèses  ;  et  pour  passer  de  la  somme  «  «.^  à  la 
somme  sm^^k^-t  îl  foudra  supprimer  avant  la  parenthèse  le 

facteur  — p^,  introduire  après  la  parenthèse  le  facteur 
I  y  ;  ce  qui  donne  définitivement  i»-i^i  =  ^.f»^*.  Donc 


on  aura  : 
s. 


1  <  1  _       1  1 

Or  *«^â«=2'+*H+.-.+(«-a)*2*'2*~"     ^(n~i)(it^»)""2*^«»4a 

2  2  t 

2 


'  ~  2ll^4l»-2  I      yi«+5tl^-4  a»V5l»--4  '.  2ÎÏ+Î5I1 

2  2  2  2 

3.2'(»-0 
^*^(2*— 1)2**Hh3i»-^ 

2 

et  pour  n  =  1  on  trouve  S,  =  1  ce  que  devait  être. 
La  somme  cherchée  est  donc  : 
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• 


^  ,  8-2*— I    .    3.2<— 1    ,    3.2*--1    .    3  2«— 1    . 
^     3.2*     ^     7.2'     ^   15.2"    ^   31.2'«    ^     "   ' 

"    '^    \3.2'^7.2»"'^  15.2^'^31.2"»"^63.2'''*" / 

V3.2*  ^  7.2»  ^  i5.2**  ^  31.2"  ^        '  '  '  ) 

et  die  est  convergente!  car  chacune  des  parenthèses  a  ses 
termes  respectivement  moindres  qne  ceux  d'une  progression 
par  quotient  décroissante  à  Tiofini. 

n  est  clair  m'au  lieu  de  :-  «  on  poarraît  avoir  la  fraction  -, 

2  q 

q  élant  plus  grand  que  1  ;  on  aurait  des  formnles  tout  à  ftiit 
teoihlables  aux  précédentes. 

_(y+1)y^(i>~i)-l 

NoU.  Ce  problème  se  rattache  à  la  théorie  qu'Eoler  a  créée 
pour  la  partition  des  nombres  (  TtUrod.  in  analys.  t.  II  j 
p.  258}  ;  void  sa  marche. 

SWt: 

Z=(t+X8)(t+x'z)(l+x5z).  .   .   .  (i+x*z) 

-  1+P.Z+P.Z-+P.S3+.  ...?,*•*+ 

P„  P,....P^...  sont  des  fonctions  de  x  seulement  qu'il  s'agit 
de  délerminer  ;  changeons  z  en  xz,  il  vient  -. 


t  +  P,z-|^P^  + =(l4.jr»)(l  +  P^»+P.-^''»"+ ) 

La  théorie  des  coefficients  donne  : 

,                                                                         1.2 
p  __     X  X^  X ^__  ^ 

'^î^ •     •""  (1— a:)(l^x')*     "'^  1  -jr)(1— x')(1— x5)..(i— .r*)' 


-  ItH  - 


,_|+(,-l)(j--l)''-(î-l)....(5"-l)  ■• 


—  t»3  - 


SOLUTIONS  DE  PROBLÈMES, 

Snrl'Mîpie,  Uêriaingleei  le  téiraêdrej  proposés  par  Jf.  Bras- 

sîiM(IV,  p.  139), 

VA&  M.  o.  nâouMrs, 

éMre  do  eollég*  royal  militaire  de  La  Fléehe. 


I.  Si  on  joint  sacoessiTement  les  deux  foyers  F,  F'  d'une 
ellipse  à  deox  points  oonjagnés  m\  m",  on  aoradenx  trian- 
gks  ;  et  il  est  aisé  de  trouTer  que  la  somme  des  carrés  de 
leors  aires  est  constante.  Si  on  évalue  les  tangentes  des  demi- 
angles  Fm'F',  Frn'T',  on  aura ,  en  désignant  ces  angles  par  « 


J 


et  a\  tang'  -  +  tang*  -  =  constante.  Si  on  désigne  par  x.  et  x% 

les  abscisses  des  points  où  les  tangentes  conjuguées  Tont  cou- 

1       1 
per  le  grand  axe  de  l'ellipse ,  on  aura  la  relation  "-;  4-  't= 

X.      X. 
ooDStante.  Soit  a V  +  ^^  =  ^'^'  Féquation  de  Fellipse  rap- 
portéeà  son  centre  et  à  ses  axes;  ^  =  ^x,^=j;x  les  équa- 

tions  de  deux  diamètres  conjugués ,  on  aura  ^^,  ==  —  -;et  ou 

obtiendra  pour  les  coordonnées  des  deux  points  conjugués  : 

ah  [  ah 

j.  a=  dz  w  |j:'=db 


Var+A'  1  VaV;+6' 


m    <  m'' 


ah^  1  ah 


« 


Les  triangles  ont  pour  mesures  c,  y^  et  c,  y.  ;  donc  la  somme 
de  leurs  carrés  est  c'  {y^  +.?'.')•  En  substituant  j^.  et  j-,  et 


rédaisant,  on  troaye  2a*9*ê*  +  b^  {^+^*)  factear  commun 
aux  deux  lermesde  la  fraction,  et  en  le  supprimant  il  vient 
frV  pour  la  constante  cherchée. 

Si  au  point  m!  on  mène  la  normale ,  on  sait  qu'elle  fait  des 
angles  égaux  avec  les  deux  ra  jons  vecteurs  Ffn'  et  F  m'  ; 
donc,  Tangle  de  cette  normale  avec  un  de  ces  deux  rayons 
est  donc  la  moitié  de  Tangle  Fm'  F''  ou  a.  Le  coefficient 

angulaire  de  la  normale  est  -r~3  >  ^^"^  ^^  rayon  m'F  — '• — 

0  J>  •*»' 


CL 

L'angle  de  ces  deux  droites  étant  ~  ^  on  a ,  toute  réduction 

■ce         CY  ^ 

faite,  tang--  =  -ji  ;  donc,  en  élevant  au  carré  tang*  ~  = 

-rf->  ^  alors  la  distinction  du  rayon  sera  inutile,  car  les 
valeurs  ne  différeraient  que  par  le  signe  de  c;  de  même, 
pour  le  second  point  rrù\  on  aura  tang*  ^  =  -^.  Donc,  la 

somme  des  carrés  des  tangentes  est  T^  ,  le  numé- 
ratenr,  d'après  le  problème  précédent ,  est  égal  à  i V  ;  donc 

La  tangente  au  point  x^^  cfst  a^y  ^y'\'h^x^x  =.c^h^.  Pour 

a' 
^=0  on  auraÂ=  — ;  de  même  pour  la  tangente  conju- 


X. 


guée,  c'est-à-dire  ceUe  qui  est  menée  au  point  conjugué  x^y^^ 

on  aura  o:,^— ,  donc  la  somme  proposée-r-| — r=  -^— ^ — *, 

Substituant  x,*  et  x,*  et  réduisant ,  on  trouve  a*  (S*  +^,) 
4-  â^*  facteur  commun  ;  et  en  le  supprimant  il  viendra  : 

2.  Pour  les  problèmes  suivants  proposés  par  M.  firassine. 


—  196  — 

je  rappellerai  que  ri  dans  oa  triangle  ABC  on  mène  nne 
aécaftte  AD  et  qu'on  désigne  par  m  et  n  des  lignes  on  des 
nombres  proportionneb  à  BD  et  DG ,  on  aura  : 

i»iC*  +  iiÂB'  =  (w-|-ii)ÂB*  +  rtBD^+mDC*  {fig,   23). 

• 

Cela  posé,  je  vais  chercher  la  valeur  de  la  somme  des 
carrés  des  distances  d*an  point  quelconque  m  aux  trois  som- 
mets d'on  triangle  ABC.  Le  point  m  pouvant  ne  pas  être 
dans  le  plan  du  triangle. 

Le  théorème  précédent  appliqué  aux  deux  triangles  mAB , 
mIC ,  on  aura  : 

^*+;;S*=2AÏ'+2mP       ifig-^h 
^M-  2^1^^=  3^^ +2EÎ*+  GC'. 
Ajoutant  membre  à  membre*. 

^«  4  ^^  +/;5P=3^^+ 2ÂÏ*  +  2Gi* + GC^ 
Or,  dans  le  triangle  AGB  on  a  ÂG*+BG^=2ÂP+2Gi*  i 

donc     î^+mB^+^^=3Î^^+[AG^+BG''-fGiî']. 

Supposons  maintenant  que  le  point  m  soit  le  centre  o  du 
cercle  circonscrit ,  alors  le  premier  membre  de  cette  der- 
nière égalité  sera  3R^  On  aura  : 

D'     R-      ÂG^+^'-<-^'. 

3 

Exprimons  actuellement  ÂG^-fBG^+C'^^i^  fonction  des 
côtés  a,  b,  c. 

Dans  le  triangle  ABC  on  a  : 

a*  +  **=^+2Cr;   orCÏ=|-CGî 
d'Où  2a*  +  26»—  c*  =  9CG^ 


—  196  — 
De  même  2a*  +  ap*—  *•  =  9GB^  2b'  +  2c'—  a'=  dCT". 

Ajoatant  membre  à  membre  : 

donc  ÂG*+BG'+C?=3(a'+^'  +  <;'). 

Od  a  doncaiosi  :  D"  =  R* '— 

Si  m  est  le  centre  du  cercle  inscrit  o , 

A'=Go' =L ^  3     • J g 

Soient  P ,  Q ,  R  les  pieds  des  perpendicalaires  abaissées  du 
centre  o'  sur  les  côtés ,  on  aura  : 

;;\i'  =  r'  +  IP*=r'+  p-af 
^  =  r*  +  BQ' =  r»  +  (^*)' 

3  " 

Soit  SABG  (fig.  25)  où  tétraèdre  donné  ;  g  le  centre  de 
gravité  de  ABC  ;  G  le  centre  de  gravité  du  tétraèdre  ;  m  an 
point  quelconque.  Le  point  m  par  rapport  à  la  base  ABC , 
puis  dans  le  triangle  Smg,  donne  les  deux  égalités: 

^[r  +  mir+mlCr  =^mg'\ ^^  ^   ■ 

Ajoutant  membre  è  membre  : 


or 


3^+**j:izi=ag*+bg'  4-  ce/. 


-  iW — 
àoac 

Soient  /,/',/",  f"  les  loogneura  des  droites  menées  d'an 

■ 

iommet  an  centre  de  gravité  dcrla  faeo  opposée»  on  anra  : 

AG=|/,BG=:|/',CG=J^r,SG=|r; 
donc 

Soient^,  e,/lesarétes  SA,  SB,SG,on  anrà: 

Donc  la  somme  de»  arêtes  la*  =  3Sg^  +  j  («*+*' + c*) . 

Or  Sgs4Gg^,  d'ailleurs:  AG% BG*+CG*=  3Gg'  |        «        » 
SG*+ÂG'  +  BG' +€&'= 3^'+9^'  + 

3                                    8 
^'     «7^-2.    a'+l^-^     AG'+BG*+CG'+G#. 
^=3G«^  +  — Î2— '  4 = 

DoDC,  régalîté  supérieure  deviendra  : 

mA'  +  /»B*+  mC'+  mS*  x=  4^*  +  j  la\ 

Donc  maiotenant ,  si  on  suppose  que  m  soit  le  centre  de  la 
spbëre  ciroooscrite ,  on  anra  : 

i»iG*=D*  =  R*  —  — 5  C.  Q.F.  D. 

16 

3.  Appelons  G  le  centre  de  gravité  d'un  conlonr  polygonal 


^  198  — 

de  m  côtés  égaux  ;  par  ce  point ,  menons  une  droite  quelcon- 
que ft  .prenons  sur  •  cette  droite  deux  points  M  et  M'  qoe 
nous  joindrons  aux  sommets  du  polygone,  on  aura  : 


Soient  A ,  B,  G...  les  sommets  du  polygone  donné ,  2a  la 
▼alear  d'un  côté  :  pout*  trouver  te  centre  de  gravité  du  con- 
tour ,  on  prendra  les  milieux  P,  Q,  R  des  côtés  et  le  centre 
de  gravité  du  système  de  ces  points. 

Or,  dans  le  triangle  mA.B ,  on  aura  : 


M  A'  +  MB'  =  2a'  4-  2otP'  ; 
dans  le  triangle  suivant: 


:2 


MB'  +  MC  t=  2a '4-  aMQ', 

et  ainsi  de  suite ,  ajoutant  membre  à  membre ,  chaque  distance 
étant  répétée  comme  commune  à  deux  triangles.  On  aura  -. 

2lD"==  2ma'  +  22mP»  ou  iD'  =  ma*  -|-  imP'- 

Or  il  est  démontré,  page  230  de  la  Statique  de  Poinsot, 

que  Ton  a  :  m.2;mP^  =  2flP-f-m'(MG^).  ïn  appelant  2if 
la  somme  des  carrés  Am  distaooea  mutuelles  des  points 
P,  Q,R,etc. 

Donc  îll'=maV4 f^mlllG^.   \ 

nt 

Pour  un  autre  point  M'  quelconque  : 

sD''±=  ma'  4-  —  4mM'G^, 

« 

car  le  nombre  des  côtés  et  les  distances  des  sommets  s'aoroot 
pas  changé. 

Donc  2D'— zD"=m(MG^--M^^). 
On  voit  même  qu'il  n'est  pas  nécessaire  que  les  trois  points 
M ,  G,  M' soient  en  ligne  droite. 


—  199  — 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  M  (t.  IV,  p.  360). 


da  eollége  ro}«l  miUUire  de  La  FWeka. 


Si  dans  l'angle  de  deux  droites  prises  pour  axes  de  coor- 
données ,  on  inscrit  une  ligne  polygonale  régulière ,  ayant 
rorigine  ponr  centre ,  on  aura  entre  les  abscisses  à  Tofigine 
x'y  j:",  j/".  . . .  :r  (»)  des  côlés  du  polygone  et  l'ordonnée  Y  du 
preinier  sommet  à  partir  de  l'axe  des  x  la  relation  : 

y  "■  x'  ^  a:"  ^  j"^' '  '^xi*y 

Soit  n  le  nombre  des  côtés  de  la  ligne  polygonale  comprit 
dans  Vangle  des  axes.  Je  désigne  par  ^  {fig.  26)  ^  lli  2li^"*« 
partie  de  l'angle  des  axes  ;  si  de  l'origine  j'abaisse  snr  les 
milieax  des  côtés  des  perpendiculaires  cl  qne  je  prolonge  ces 
côtés  jasqn'à  leur  rencontre  avec  Taxe  des  x ,  j'obtiendrai 
des  triangles  rectangles  dont  les  hypoténuses  seront 

et  qai  auront  -tlms  nn  côté  de  l'angle  dréit  commun,  savoir  la 
distance  de  Torigine  aux  côtés  du  polygone  ;  je  la  désigne 
par  r;  ces  triangles  me  donneront  : 

1        cosO 


x' 

r  . 

t 

1? 

ss 

cns  30 

r 

1 

s= 

C0S56 

r 

—  aoo  — 

posant  pour  abréger  : 

'    _i,  j_,  J_.  ,  J_.     J coa(to-1)e 

et  jyoatant  oea  égalités  membre  à  membre ,  j'aurai  : 

(à)     rS  =  C08  6  +COS  36 +  COS  56+....+ 008(211— 1)0, 

D'un  aatre  o6té  évaluant  r  en  fonction  de  Y,  on  a  •* 

_  Yslhgna 
'"^     28ine     ' 

Remplaçant  r  par  sa  valeur  dans  l'équation  (A)  elle  devient .- 

SY  =  -:— —  [cos9-H;u836-hcos56-h. . .  .+C08(2/»— 1)0]. 

Je  vais  prouver  que  le  second  membre  de  cette  égalité 
n'est  autre  chose  que  l'unité. 

Fouf  cela  je  me  sers  des  formules  générales  : 


C08a:= 


sinx=  — 


é ,  étant  le  nombre  dont  le  loj^arithme  l^perboUqne  est  1 .  . 
On  a  donc  : 

2sinQ  _  2  (c^  1/^— c-e)V  ^ 

cos  e  +  cos  3ô +....+ cos  (2n— 1)6  = 


—  aoi  - 

donc 

aria  0[co66+cog  3g -h.. ..  +  006  (2^—1)6] 

sinâii9 


Jemaltiplier  +*  +•• +«        ^ 

\+    t  +er-»9y~^ +e-2(i-09l/I7 

|—    1  — e-a«^^«— _eîK«-i)«K=7 

-e-aak'-i-e-**^^-!-. _e-2*flK:^ 

0  est  facUe  de  voir  que  tous  les  termes  se  détraisenl  à  Tex- 

ceptkm  de  é^^\^^ — e***^'  -*  > 

donc  : 

Mn^[co§^+cos3^H- , . .  .-hcos(2/i— 1  )e]_e«»^t^^-  e-a^at/^t 

sio  2»0  ~>»dKrî^-îm^i/Z;~* 

doiiceDfiQ:SY  =  1. 

i  +  ±+^  +  ....  +  JL  =  l. 

NaU.  M.  Leoointe  est  parvenu  directement  à  démontrer 
que  k  second  mémbrede  SY  est  égal  à  Tunité  (t.  III,  p.  554, 
*q.  S).  Tnj^ 


Km,  »l  MâTHtHAT.  T.  ik 


—  9M  - 


THEOREMES  ET  PROBLEMES. 


119.  Une  droite  de  longueur  constante  se  mouvant  eolre 
deox  droites  fixes  données  dans  Tespaoe ,  chaque  point  de  la 
droite  mobile  décrit  uneeliipse  ;  toute»  les  ellipses  sont  dans  des 
plans  parallèles;  leurs  centres  sont  sur  la  plus  courte  dis- 
tance entre  les  droites  fixes;  le  eu  des  ellipses  est  une  sur- 
face du  quatrième  degré  ;  la  droite  mobile  tourne  à  chaque 
instant  autour  d*une  droite  de  direction  eonstante,  perpen- 
diculaire aux  deux  plans  parallèles  déterminés  par  les  droites 

« 

fixes. 

120.  Établir  au  moyen  du  théorème  précédent,  la  théorie 
de  l'axe  instantané  de  rotation  d'un  corps  solide ,  se  mouvant 
dans  Tespaoe  d'une  manière  quelconque. 

121.  Etant  donnée  une  progression  arithmétique  de  n 
lermes  ;  élevant  chaque  terme  au  carré  ;  le  tiers  de  n  fois  le 
carré  du  dernier  terme  est  toujours  entre  la  somme  de  tous 
les  carrés ,  et  cette  même  somme  moins  le  carré  du  dernier 
terme;  démontrer  cette  proposition  par  la  géométrie. 

122.  La  portion  d'une  normale  comprise  entre  une  conique 
et  un  axe  principal  multipliée  par  la  perpendiculaire  abaissée 
du  ceutre  sur  la  tangente  qui  passe  par  l'extrémité  de  la  nor- 
n^e ,  donne  un  produit  constant ,  pour  le  même  axe  prin- 
cipal. 

123.  Si  dans  une  parabole  «  des  rayons  vecteurs  sont  en 
progression  géométrique ,  les  sinus  des  angles  que  forment 
les  tangentes  menées  par  les  extrémités  respectives  des  rayons 
vecteurs  avec  l'axe ,  sont  aussi  en  progression  géométrique. 


àtss^ 


DETERMINATION 

ielafradUm  ctmtinuepémdiqueâ un  terme,  enfimcêùm  du 

nombre  de$  fraetiùm. 

D'après  M.  CUuseii  (Tb.)  (PA1toii«  {Jowm,  4e  CrelU,  t.  s.  p.  «7). 


Soît  la  fraction  conliouc  1  :  a  -(- 1  ;  a  -f- 1  :  a  -|- 

et  n  le  nombre  de  ces  tractions  ;  soit  9  (n)  la  yaleor  de  cette 

Craetioo,  on  a  évidemment  f  (#»  +  !>  = -.  oo 

a+  <p  (n)  • 

?(»).f(«+i)+<»p(/»+1)  =  l,  (1) 

posons  : 

F(«)= *      *  , 

t(«)T(n-l),(n-2)....?(1)' 

ainsi  l'ëqaatioo  (1  )  donne  F  (»— 1  )  +  aP  («;  =  F  («  + 1  ) . 

On  satisfait  k  celle  équation  en  posant  F  (n)  s  Sp'  ;  et  on 
tronve  pour  déterniiaer  p l'équation  p*— «p—  |  =o  -,  dési~ 
gnons  par  |S'  ot  f  les  racines  de  cette  équation.  Il  vient  : 

¥{n)»Efr  +  f!fri    or    F(0)  =  1;  Pd)»^,  donc 

IaK+K' 

a  =  Kp-  +  K'«" 
d'où 

p"-p'"^-p7=P'' 
Pt 

mais: 

.      F(»)  ^^'  (P"-a)p'-+(a-8')B"-     ^ 


-  2(*  - 
COOIBM  OQ  a  p'^"  <=  1 ,  il  vieDi  : 

Cette  fonclion  est  symélriqoe,  relatiTement  aux  racines 
p' ,  p" ,  elle  est  donc  rationnelle  en  a  ;  el  on  ne  peat  aYoir 
p'  =  p"  à  moins  que  a  =  0  ^  ce  cas  est  exceptionnel.  On.  a 

l'éqaatK»t(>»  +  «)  =  ^^     T+yUyW  '  ^  •"•»**- 

tution  dans  Téqnalion  (3)  snflBt  pour  démontrer  cette  identité. 

Note.  1^  Les  propriétés  des  fractions  continues ,  comprise 
celle  qu'on  vient  de  lire  ;  S*"  les  théories  des  plus  grands  com- 
muns diviseurs ,  numériques  et  algébriques  ;  3*  la  ihiélhode 
d'élimination  de  Bret,  pour  deux  équations  à  deux  inconnues  ; 
4"^  l'analyse  indéterminée  du  premier  et  du  second  degré  ;  5*  la 
théorie  des  séries  récjirrentes  ;  6*  l'intégration  de  certaines 
équations  au^  différences  finies,  sont  des  opérations  iden- 
tiques et  conséquences  immédiates  d'un  algorithme  proposé 
par  Euler,  pour  exprimer  une  fraction  continue.  (P^oir 
Journal  des  Maihématiqtus  de  M.  Liouville,) 

Nous  reproduirons  ce  travail ,  avec  quelques  changements 
dans  les  Annales.  Tm. 


SUR  LA  MÉTHODE  DES  ISOPÉRIMÈTRES  (Schwab)  ; 

ehef  d'inMitttUon  à  Montmorency.  (Note  poitbame.) 


La  méthode  de  Schwab  a  été  donnée  synthétiqueroent  par 
l'auteur,  M.  Vincent  et  d'autres;  mais  je  ne  sache  pas  qu'on 
ait  donné  une  construction  aussi  simple  que  la  suivante  qui 
a  l'avantage  de  donner  des  polygones  isopérimétres  eonceiilri- 
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fucf ,  de  noBtrer  à  ToBil  le  rapprocbement  indéfini  des  cir- 
oooléreooes  ineerites  et  circonscrites  et  de  prouver  à  l'instant 
les  fomsales. 

Soil  AB  {fig.  21)  Je  oMé  d^an  polygone  régulier  qoelceiM|aev 
Oleoeolre;  OC = r=: ray on inscrit;OD=:OBeR crayon 
circoPicrit;  joignez  les  milieux  E  et  F  des  cordes  AD,  DB; 
alors  YSF  sera  le  o6té  dn  polygonie  isopérîmètre  d'nn  nombre 
donUe  de  côtés  \  O  toujours  le  centre  ;  OG  =::Hzss  rayon  du 
oercle  inscrit  ;  OF = R'  =  rayon  dn  cercle  circonscrit  ;  cela  eal 
éfvideiitet  de  plus  il  sauteauxy<^xc|u'onay  >r;  R'<CRet 
ipie  la  différenoe  entre  ces  rayons  décroît  indéfiniment  (  ?)  et 

Ton  a  snr-le-cbamp  ^=  ^  (R  +  r)  ;  R'*=Rr', 

4m 


aa 


NOTICE  BIOGRAPHIQUE. 


Goosacraiis  quelques  lignes  à  la  mémoire  d'un  bomme  dct 
bien. 

Léger  (Emile),  né  à  Lagrange-aux-Bois  (Marne),  le  iâ 
•o&t  1795^  éUit  fils  de  Léger  (Claude),  bon  littérateur,  ex- 
cellent bumaoiste.  Sous  un  maître  aussi  distingué ,  ai^si  dé- 
▼ODé,  a  apprit  à  écrire,  avec  correction  et  pureté,  la  lang9e 
nationale  et  à  lire  avec  facilité  les  classiques  grecs  et  latins  ; 
instruction  qui  est  la  base  de  toute  éducation  solidement  lit- 
téraire. Le  père  ayant  été  nommé  professeur  an  lycée  impé- 
rial de  Bruxelles ,  Emile  eut  pour  condisciple  M.  Quetelet  et 
d'antres  boumies  distingués  ayec  lesquels  il  a  conservé  des 
rektioas  affectueuses.  Mais  c  est  au  lycée  de  Mayence,  où 
son  père  obtint  une  chaire  de  rhétorique ,  qu'Emile  com- 
mença à  cidtiver  les  sciences  exactes  avec  beaucoup  d'ardeur 
st  d'intelligence.  Après  deux  années  d'études ,  sous  ma  di-< 
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reetkMi ,  il  fat  admis  eo  1813  à  rÉoole  polytadmiqae.  Citait 
vert  répoqiie  filiale  marquée  pour  la  in  de  Fempire  et  de 
notre  prépondérance  militaire.  Léger  fat  blessé  an  poète  qm 
les  étères  ont  défeoda  si  honorablement  sor  la  roate  de 
Yinœnnes.  Il  sIb  6t  transporter  au  sein  de  sa  famille ,  qui 
était  venue  habiter  Montmorency  et  où  M.  Osode  Léger  avaiC 
fondé  récemment  une  institotion.  Renonçant  désormais  mn 
Ibnctions  publiques,  le  père  et  le  fils  s'adonnèrent  entière^ 
ment  à  l'éducation  de  la  jeunesse  et  y  obtinreùt  de  notables 
succès.  Ils  oftraient  rexempje  d'une  concorde  de  principes,  de 
tues,  d'intérêt  et  une  réunion  précieuse  de  science,  de  talent» 
et  de  vertus.  Ayant  contracté  une  alliance ,  dans  une  fiimAle 
honorable  du  pays ,  et  ayant  eu  le  bonheur  de  rencontrer  une 
compagne  digne  de  son  choix,  Emile,  dès  que  le  poids  de 
l'âge  se  fit  sentir  à  son  père ,  devint  le  chef  de  rétablissement 
et  se  livra  avec  on  lèle  trop  continu ,  aux  pénibles  fonctions 
pédagogiques.  On  voyait,  chaque  année,  sortir  de  sa  mo- 
deste institution ,  quelques  élèves  pour  l'École  polytechnique 
où  admis  aux  grades  universitaires.  Au  milieu  de  ses  occu- 
pations, mon  ancien  élève,  devenu  mon  ami  intime,  entre- 
tenait avec  moi  une  correspondance  suivie  sur  les  divers 
sujets  de  la  politique ,  de  la  littérature  du  jour  et  sur  les 
mathématiques,  pour  nous  un  sujet  de  prédilection.  La  con- 
struction si  simple  qu'on  vient  de  lire  est  consignée  dans  une 
lettre  du  19  avril  1837.  Il  considérait  la  science  géométrique 
comme  une  émanation  divine,  comme  telle,  digne  de  nos 
respects  et  de  notre  admiration  et  dont  renseignement  con- 
stitue le  sacerdoce  de  la  vérité  pure,  i  l'abri  de  nos  vices  et 
de  nos  passions  ;  c'est  ainsi  qu'il  comprenait  sa  vocation  è 
laqndle  il  consacra  tous  ses  instants,  toutes  ses  pensées;  et  il 
succomba  à  la  peine  quoiqu'il  eût  autour  de  lui  tous  les  éiè* 
ments  dn  bonheur,  une  existence  aisée ,  une  femme  aima* 
ble,  modèle  des  vertus  de  son  sexe;  des  filles  parfaitement 


élerées  et  d'aoe  belle  espérance ,  une  mète  tfooe  in^uj 
tendresse  ;  il  oe  put  résister  aux  fatigants  labeurs  qu'il  s'était 
imposés  et  cessa  de  vivre  le  15  décembre  1838,  àTâge  de 
quarante-trois  ans ,  dans  tCKute  la  vigueur  de  sa  raison  et  du 
talent.  Dans  les  diverses  positions  de  la  vie  de  famille ,  fils , 
frère,  époux,  père,  Léger  a  donné  constamment  l'exemple 
de  la  plus  scrupuleuse  soumission  au  devoir,  de  la  plus  en- 
tière abnégation  d'égoïsme.  La  commune  de  Montmorency 
regrette  encore  l'excellent  citoyen ,  les  services  qu'il  rendait, 
avec  un  lèle  gratuit,  à  l'administration  municipale,  à  Tin- 
struction  primaire  ;  la  famille  déplore  une  irréparable  perte, 
et  moi  Fintime  confident  de  toutes  mes  pensées. 

M.  Léger  a  inséré  un  mémoire  sur  les  rapports  çt  les  restes 
des  quantités  irrationnelles  dans  le  journal  de  M.  Liou ville , 
1. 1,  p.  93 ,  1836.  La  mort  l'a  surpris  travaillant  à  une  géo- 
métrie analytique;  M.  Claude  Léger,  d'une  vaste  instruction 
et  d'une  profonde  modestie,  a  laissé  en  manuscrit  une  tra- 
duction en  vers  des  oeuvres  complètes  d'Horace  et  de  phi* 
sieurs  prosateurs  latins. 


THÉORÈME  SUR  UN  MAXIMUM. 


Théorème^  S<lit^=tf,ar,-|-a.a-,+  ....a^x, 

^  JT,  -j- JT,  +a:,  -j-  ....  JT^  =  1        ■ 

relations  entre  avariables  j:„.r,....x^ct/iconstantesa„  a....<z^, 
alors  |/'a,''-{-a,*  +  ...a^*  est  la  valeur  maximum  de^. 


dooc^  est  un  maxioiam  lonqae 

jp      j/*      jp         jf» 
On  lire  de  ces  n  équations  —  =— *  =-•,..  =  -^;  d'après  ce» 

«.     «.     «1         «n 

valeurs ,  les  autres  termes  s'annulent  d'eux  mêmes  ; 


\/a:  +  a:  +  ...a:     *     \/a.*  +  ..,a,*   ' 

(Moigno.  Calcul  intégral,  t.  II,  p.  516). . 

Observation,  Ce  théorème  est  utile  dans  plusieurs  ques- 
tions de  géométrie  élémentaire.  Exemple  :  x„  x„  x^  étant 
les  demi-diamètres  conjugués  d'un  ellipsoïde,  dans  quel  cas 
a,  X,  -l-  ^>  -r,  -|-  0,  JTj  deTÎent-il  un  maximum  ?  de  même  pour 
l'ellipse.  Tm. 


NOTE  ADDITIONNELLE 
relative  à  la  solutum  du  problème  83  {v.  lââ). 


élèTO  de  l'insUlution  UTîlle. 


La  propriété  énoncée  pz"=^b*  (p.  127)  se  démontre  facile- 
ment par  la  géométrie.  Conservant  les  ipêmes  notations , 
atiaissons  sur  la  tangente  en  M ,  les  perpeadionlaires  FH, 
F'U'  ;  il  est  évident  que  le  triangle  FHS  est  semblable  au 
triangle  F'MH'  comme  éqniangle  ;  on  a  donc  FS .  FM 
.= FH'.FH  i  ce  dernier  rectangle ,  d'après  une  propriété  déjà 
conuMe  d'Apollonius,  est  équivalent  à  b^;  donc  pz'^  ss.b*, 
C,  Q.  F.  D. 
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THEOREME 
MIT  h$  diamHrei  eofguguéi. 


éléTO  de  PIlifliUltton  Laville. 


Théorème.  Goasidérant  comme  coordonnées  rectangaU- 
res  d'un  point,  les  rayons  de  courbure  des  extrtmités  des 
diamèlres  oonjogoés  d'une  même  ellipse,  le  lien  dn  point 
est  l'enveloppe  d'one  droite  de  longueur  constante  inscrite 
dsns  un  angle  droit  (Brassine,  t.  IV,  p.  560). 

Démantiraiion.  Le  rayon  de  courbure  d'une  ellipse  a  pour 

(q4 c*  X*)2 

expression  Rs=^^ — -tt — -  ;  i'dtipse  est  rapportée  aux  axes 

principaux.  Cela  posé,  soient  j/,  y  les  coordonnées  des 
extrémités  d'un  diamètre  de  l'ellipse.  L'équation  du  diamètre 

d'y' 

conjugué  sera  y =—,00  ,*et  si  Ton  cherche  l'abscisse  de  son 

0  X 

extrémité,  ona  xss±  -^.  Par  conséquent,  en  désignant  par 

0 

•r  et  y  les  coordonnées  courantes  du  lieu  cherché  on  aura  : 

s 

avec  la  relation  a^+Vx"  — tf  V  =0.  (3) 

entre  lesquelles  équations  il  n'y  a  pins  qu'à  éliminer  j/,  y. 


L'équation  (1)  devient  (a^V  —  (fc^y')tm  y  a*h^y  rempla- 
çant <f ^r'*  par  sa  valeur  tirée  de  l'équation  (3)  et  supprimant 
le  facteur  commun  6*  il  vient  : 
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a'V  +  c*a:''^J^€fb'y. 


Mais  réquàtion  (2)  donne  a^—  c*  j:'*=  ya^b*jf^  et  en  ajoa* 
tant  il  vient  finalement  après  la  suppression  du  facteur  a*  -. 

ou  bien  J^y+  l^^^X/  ^'''^J^'  >    C.Q.F.D. 

TVbta.  MM.  Wœstyn  et  Yanquelin  noas  ont  adressé  depuis 
une  solution  qui  ne  diffère  pas  essentiellement  de  celle  de 
M.  d'André. 


NOTE 

mr  h$  éqwUions  dont  le$  racines  forment  une  proçreêtUm 

géométrique. 


l.Soit: 

P  =  (j: — a)  {x — ar)  {x  —  ar*; ....  (  j:  — «»r^~*)  = 
=:x--f  A^"^'  +  A.x— '+ Ap.; 

posons  jt  =  ry ,  il  vient  : 

.  P=.r"^"(/y— a)  Cr— a)  (j^— dr') (^— ^r— )  =; 

=  r>*  +  A/^y-^*-hA.f^^*''+ Api 


=  ÇlB^  (rVA j.--'+A.r-^V A.)  ; 

donc 

(y—ar"^)  {r^>^*+A/^>"^'+A,r"->"^'+....Api)  = 
=  r^(fy—a)  (r*-^A,^*^'+A,7"^+....Api)  ; 

comparant  les  coeflBcients  des  termes  semblables ,  oa  a  : 


-su  - 

A.{l-r)  =  a(r^--l) 


Ap  (i— r»)  =  Ap^i  ar^  (z^-*^— 1)  ; 
multipliant  tootes  ces  équations ,  il  Tient  : 

(-"l)»Ap=a'.r    «2 


(r-^-l){/^-^^!)(r"-«-1)...  (,^— 1) 


p  comprend  tontes  les  valeurs  depuis  1  jusqu'à  m  inclnsiyo- 
ment. 

CùroUmre  /.  Connaissant  deux  termes  de  l'équation, 
toutes  les  racines  sont  déterminées  ;  puisqu'on  a  alors  deux 
équations  entre  les  inconnues  a  et  r  ;  ce  qui  est  aussi  évident 

à  priori. 

r*— 1       k 
Corollaire  IL  Lorsque  r=  1 ,  on  a  -r — r  =  -;  et,  dans  la 

r  — 1        s 

mémehypolhèse, 

V ^)       ^ »      •    ï •  Q *      *     *     *     ^' 

mais  alors  P  =  (x — a}"  ^  on  a  ainsi  une  nouvelle  déoHHis- 
tration  eu  binôme. 

Corollaire  III.  hp  est  essentiellement  une  fonction  entière 
de  r,  on  a  donc  ce  théorème  : 

l>5  prodoit  (r^  —  l^  (f^^\)[r>^  ^\) r^+^*,est 

toujours  divisible  par 

(r-\)  (,^-1)  (r^_l) (r'-lj  î*>/iî 

keip  entiers  positifs.  Ce  théorème  peut  se  démontrer  direc- 
tement \  en  effet ,  comparant  les  deux  suites  des  exposants 

*,*+!,. ••.*+P'^i     et    l,S,3..../ij 
..«preMioo  *(*+0...(*+P-<),^  ^ „,^  ^,,,. 

i.a  p 
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CvroUaùre  IF.  Si  r  ss  —  i  ;  il  fant  distinguer  deux  eu  : 
t*  m  a  nne  valenr  paire,  on  a  toajoars  : 

-_-^=--poorr=_l, 

si  ^  et  «  sont  des  nombres  pairs  $  et  si  it  et  5  soat  impairs ,  ont 
-j^ —  =  1 }  si  ^  est  pair  et  $  impair,  cette  expressioo  devieot 

nulle ,  toajoars  dans  la  supposition  de  r  =  —  1 . 
Si  donc/i  est  pair,  ona  : 

A,=  (_,)i.a..==^2=£±i::.J. 

M  ^m     •     •     •  P 

Si  p  est  impair ,  Ap  =  0. 

2<>  m  a  nne  yalenr  impaire  ;  si  /i  est  pair ,  alors  on  a  : 

A(p)=(-1)    — 2 j—        -^. 

Si  /i  est  impair ,  il  Tient  : 

Corollaire  V.  Ap  ne  peut  être  nul  à  moins  que  r  ne  soit 
une  racine  de  l'unité  ;  soit  a  nne  racine  de  l'équation 

et  non  d'un  degré  moindre.  On  a  : 


.H 


;**+*--i 


®t — ijqHr  =  *  ;  soit  donc  m  =  *r-f-*  ;/>=*'/-[-*';  siit'esl 
nul,  alors  Ap  peut  devenir  nnL 
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Soit  dans  le  Duméraieiir ,  nt  le  iweinier  expoHnt  der,  qai 
«st  on  multiple  de  t ,  alors  on  aura 

(-l)'A,=^.«  .    -._ _-^,cr-^r=i-  =  î. 

et  ainsi  des  autres. 

Corollaire  FL  Si  daus  le  corollaire  précédent  on  a  r  =:  m, 
dors  tontes  les  valeurs  de  kp  sont  nolles ,  excepté  lorsque  p 

devient  nt  ;  alors  (— ITA^  =  a*.a  >  ,  et 

1 


2 


"=^''^'=V/-=="- 


Corollaire  Vtl,  Si  r  est  mpindre  que  l'iinité  et  m  =:  qd  , 
alors 


^0,    , 

1 

1 

l.« 

\—r^ 

l-rrr" 

i-r* 

1-r" 


car  r*"^  s=  0 ,  it  étant  un  nombre  déterminé. 

Corollaire  FIJI,  Sî  ^est  négatif ,  r  restant  positif,  il  suffit 
de  supprimer  le  facteur  (—1)  dans  le  premier  membf'e  de 
Téquation  (I). 

Corollaire  IX.  La  même  équation  (1)  sert  à  résoudre  cette 
question  :  Connaissant  les  m  termes  consécutifs  d'une  pro- 
gression géométrique,  trouver  la  somme  d'une  fonction 
symétrique  quelconque  de  ces  termes,  car  l'équation  (1) 
permet  de  calculer  les  coefficients  de  l'équaliim  qui  a  ces  m 
termes  pour  racines. 

{Four  lee  obtervalions  insiruclivee  de  Ai.  drodde ,  tome  I , 
p.  106.)  Tm. 
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QUESTION  D'EXAMEN. 

(Vèir  t.  m,  p.  <03.) 


9 

«neien  profetieor  dans  les  Gotlégw  ro7«ax. 


On  demande  quelle  est  la.coarbe  dont  Téqnation  polaire  est 

cos"« 

Latalenr  de  p  restant  la  même  quand  on  y  change  le  signe 
de  cos  w,  il  s'ensuit  que  la  conrbe  cherchée ,  déjà  symétrique 
par  rapport  à  Taxe  polaire  XOX',  l'est  encore  par  rapport 
à  là  perpendiculaire  YOY',  menée  an  pôle  sur  cet  axe.  De  0*, 
ou  bien  de  ISO""  à  90^,  le  cosinus  décroît  en  valeur  absolue 
depuis  1  jusqu'à  0.  Donc,  entre  ces  limites^  la  valeur  de  p 
toujours  positive,  ira  en  croissant  depuis  1  jusqu'à  l'infini. 
La  courbe  est  donc  composée ,  comme  l'indique  la  figure  27, 
de  deux  branches  séparées  et  infinies  ÛAY,  U'AT',  limitées 
en  A  et  A'  au  cercle  décrit  du  ra jon  OA  =  1 . 

Sa  construction  est  facile.  En  effet,  l'équation  (1)  peut  se 
mettre  sotis  la  forme 

_    1  t 

^"^COSw  '  cos« 

et  comme  la  perpendiculaire  en  A  sur  OX  aurait  pour  équa- 
tion 

_    1 

'"  "~COS  w' 

il  s'ensuit  que  si,  pour  un  rayon  vecteur  qndoonque 
OIN,  on  rabat  du  centre  O  le  point  N  en  N'  et  qu'on  élève 


—  Î16  — 

en  celiri-ci  une  perpendiculaire  sur  l'axe ,  sa  rananM'^  ayec 
OR  déteraainera  le  point  correspoodani  M  de  la  oonrbe. 
D'ailleurs,  à  oanse  de  l'égalUé  des  triangles  GIN',  OAN, 
IN'  est  perpendiculaire  sar  01.  D'où  il  suit  qoe  le  point  M 
est  encore  à  l'intersection  du  rayon  vecteur  01  prolongé  et 
de  la  perpendiculaire  ^evée  sur  l'axe  polaire  au  point  où 
cet  axe  lui-même  est  coupé  par  la  perpendiculaire  menée  à 
Textrémité  du  rayon  mobile.  Ce  qui  donne  un  second 
moyen  de  construire  la  «- ourbe  considérée. 
De  l'équation  (1)  on  déduit  celIc-K^i  : 

p4cos*w  =  p*sîn"»-f  p*co8"»  ; 

d'où,  paManl  aax  coordoonées  rectangulaires, 

par  snite  * 


Cette  dernière  équation  équivaut  à  la  proportion  suivante 

0I:0N'::0N':0M. 

Rériproqueiiient ,  celle-ci,  qui  est  l'expression  géométri- 
que la  plus  simple  du  second  mode  de  génération  indiqué , 
conduirait  immédiatement  aux  équations  (2)  et  (1) ,  sf  ces 
équalioDS  n'étaient  point  connues. 

Plroposons-fièus  mliintéhant  de  mener  la  tangente  en  Un 
point  quelconque  de  ht  courbe. 

Nous  aurons  les  équations  : 


cos^ft»       ^  '        coe*(«  +  A)* 

d'où 

coa"«— cos'(«-f  A) 


*= 


ces*  »  .  COS*  {«  -f-  h)  ' 


—  âl6  — 
expression  qu'on  peut  changer  en  cdie-ci 


]»arri8n1te 


AcoB  («  +  ^)sin  (<.+^j  cos-rin^ 


COS^w  .  cos*(#  +  A) 


k     Ssin  u 

^  1  t 

Donc  tang=-col«  et  siss  n — . 

Discutons  ces  valeurs.  Quand  «>  est  égal  à  0*,  ou  à  180*,  tg. 
et  st  dcyiennent  inCnies.  D'où  il  suit  que  les  perpendiculaires 
en  H  et  H'  sur  Taxe  sont  tangentes  à  la  courbe.  A  mesure  que 
t»  augmente  à  partir  de  0^,  cot  u  et  par  suite  tg.,  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  l'angle  OHT  diminue.  Pour  <u  =  90*, 
cet  angle  est  nul. 

D'ailleurs  dans  cette  hypothèse  O  est  infini  :  st  l'est  aussi  ; 
donc  pour  ce  point  et  pour  le  point  correspondant  sur  la 
branche  opposée,  les  tangentes ,  devenues  des  asymptotes  de 
la  courbe,  sont  parallèles  à  YOY,  mais  situées  à  une  distance 
infinie  de  cette  droite,  en  d'autres  termes  ces  asymptotes 
n'eiistent  plus  {/ig.  S8).  Voyons  comment  pour  un  point 
éotXD/k  H.  de  la  courbe  ^  on  déierminers  la  position  corres- 
pondante de  la  tangente  au  ^oyen  de  la  valeur  de  si.  Faîtes 
l'arc  IG  =  lA  et  menez  le  diamètre  GG'  prolongé  jusqu'à  la 
rencontre  en  S  de  la  tangente  au  cercle,  en  B'.  Rabattez  S  en  T 
sur  la  perpendiculaire  en  O  au  rayon  vecteur  OIM  et  la 
droite  TMT  sera  la  (angentc  demandée. 

Si  nous  suivons  le  point  de  contact  M  et  la  position  de  U 
tangente  depuis  le  sommet  H  de  la  courbe  jusqu'à  l'infini , 
nous  reconnaîtrons  que  la  courbe ,  de  conveie  qu'elle  était 
d'abord  par  rapport  à  YOY',  lui  devient  nécessairement  con- 
cave puisque  les  asymptotes  sont  parallèles  à  cette  droite. 

Il  y  a  donc  nécessairement  sur  chacune  des  deux  bran- 


elles  deux  points  d'infleiioa  dont  nous  allons  détenninef  là 
position. 

Soit  menée  par  O  une  parallèle  LL'  à  une  tangente  qael^ 
conqae  TMT'.  Appelons  6  l'angle  U)B  formé  par  celte 
droite  el  le  diamètre  BB'.  Cet  angle ,  nul  d'abord  quand  le 
point  de  contact  est  en  A ,  croît  jusqu'à  ce  que  le  point  M 
partienne  au  point  d'inflexion  et  décroit  ensuite  à  partir  de 
ce  terme  pour  redevenir  nul  quand  le  point  de  contact  passe 
à  l'infini. 

On  yoit  par  là  qu'en  déterminanl  la  valeur  maximum  de 
cet  angle  9,  on  aura  la  position  correspondante  du  point 
d'inflexion  cherché. 

•  1 

Or,  à  cause  de  la  relation  /^= ^  coi  »  et  de  l'égalité  des 

angles  LOM,  OMT,  l'on  a  : 


d'où 


par  suite 


1 

^  cot  M  =  tang  (90*  —  (»  +  0)  ♦ 


tang  6>  +  l«og  • 

âtangw=: — 2 — ! S— 

1  -—  tang  •>  tang  0 

tang  co 
tang  6  = 2 . 


Pour  abréger,  changeons  cette  expression  en  cellc-ct 


u 


Résolue  par  rapport  à  2,  cette  équation  donne: 


l+V/l— Sa' 


1.  y- 


On  en  tire  «  =:  jV/2  pour  la  valeur  maximum  de  ti ,  et  z 
-K  2  pour  la  valeur  correspondante  de  s. 

ABm.  os  UATtltlI.  V.  15 
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Pour  construire  ces  résultato ,  formona  (/!;.  d7)  le  carré 
DE  lyS'  et  menons  ses  diagonales/ Rabattons  da  centre  A',K 
en  G  et  ^et  les  lignes  indéfinies  GOM,  gOm  seront  ka di- 
rections des  rayons  yecteors  coirespondant  aux  points  d'in^ 

flexion  cherchés.  Faisons  VH  =  VH'  =£  ^  VK.  Les  parallè- 

les  aux  droites  OH,  OH'  menées  par  les  points  M  et  m,  M' et 
m!  de  la  courbe,  seront  les  tangentes  correspondantes  aux 
quatre  points  qae  l'on  vient  de  nommer. 

Nota.  Cette  question  a  déjà  été  traitée  par  les  coordonnés 
rectangulaires ,  t.  II  p.  232.  Descartes  a  imaginé  un  instru- 
ment formé  de  deux  régies  à  l'aide  duquel  il  construit  d'un 
mouvement  continu  et  simaltanément  les  courbes  données 
par  les  équations  polaires 

*  *  ^       • 

'         C08    «  COS<  «    ^        COS*  id 

(Œuvres,  t.  V,  p.  336,  édition  Cousin,) 


PROBLÈME  SUR  LES  PROBABILITÉS  (*). 


L'itf  ne  A  renferme  n  boules  blanches  ;  l'urne  B»  n  boules 
noires  i  à  chaque  seconde  il  passe  une  boule  de  A  en  B  et 
une  autre  de  B  en  A.  On  demande  le  nombre  probable  de 
boales  blanches  qui  se  trouveront  en  A  au  bout  de  e 
secondes. 
Solution.  Supposons  qu'au  bout  de  r— 1  seconde,  fl  y  ait  : 
Dans  A...^,  noires,  et  »— /?.  blanches; 
Dans  B...  tv^p.  noires,  et/?,  blanches. 


C*)  Ce  problème,  gènénlité  po«r  un  nombre  queleoiMpie  «funiti»  a  élé  p repoeè 
et  résolu  parBernoulli  (Daniel).  Pf/jném.  de  Petertbowrg,t.  XIV.  iT«»,p.  S. 


11  y  a  quatre  cas  possibles  : 

i"*  Une  noire  >ra  de  A  eo  B  et  une  noire  de  B  en  A  ;  Tèlift 
de  A  et  de  B  ne  sera  pas  changé  \  la  probabilité ,  pour  qu'un 

■ 

tel  échange  ait  lieu^est  représeotée  par  ^  x  -^  ;  et  comme 

m 

il  7  a  n—p  boules  blanches  ,1a  talcur  totale  de  lahlanicbeur 

sera  représentée  par'- — ^ 

^  Une  bonle  noire  ra  de  A  en  B  et  une  blanche  de  Ë  en  A  ; 
la  probabilité  d'da  tel  échange  est  représentée  par  ^.-^  ;  et 
le  nombre  de  boules  blanches  devient  n  —p  ^  i  ;  ainsi  la 

valeur  actuelle  de  la  blancheur  est  ^^  Tf  ' 

n 

3*  Une  boule  blanche  va  de  A  «a  B  et  une  noire  de  Ben  A  ; 
la  probabilité  est  — ^  x  — ~  ;  le  nombre  de  boules  blanches 

est  alors  n—j^—l;  donc  la  valeur  probable  est  ^ — ^-       ^ 


nT 


V  Une  boule  blanche  va  de  A  en  B  et  une  blanche  de  B  en 
A;  la  probabilité  est  ^x  — ^;  le  nombre  de  boules  blaa- 

ches  reste  n—p ,  ainsi  la  valeur  est  - — Ç^. 
La  somme  de  ces  quatre  valeurs  est  égale  k 

(h,  en  commeasant ott  a/^^aO  ; 

donc  au  bout  de  la  f '*  seconde,  la  valeur  certaine  est  : 

n—\ 

2»  seconde  i  la  valeur  probable 1-1 

.  («— 1)(«-2)'  ,    11—2  ,  , 

â«  seconde -^ -A f-<  » 

n  n 
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Au  bout  de  la  t*»*  seconde  : 
{rt_i){a_2)'-'      '-     -'-*      '       ~^'-» 


Faisant — r-  =  l— r;onaura:  s=- 1  ~  . 

»  r 

i  71 

GoroH.  1 .  Si  /= «  ;  5  =  --=--  j  ainsi ,  aa  bout  d'un  temp9 

infini ,  on  pent  parier  nn  contre  un .  qu*il  ne  reste  dans 
Vuroe  A  qae  la  moitié  des  boules  blanches  ;  résultat  qu'on  peut 
trouvera  priori. 

Goroll.  2.  Si  r  est  une  quantité  trés-pctite  y  mais  tr  un  pro- 
duit appréciable ,  on  a  sensiblement  : 

(1— r)  =1— /r-)-— — jfloôT  +  ®^  =  * *^»  «  étant  la  base dn 
système  népérien;  donc»  lorsque  n  est  trés-considérable, 
on  a 


''-i('+i)=i('+i)(.>. 


e 
Goroll.  3.  Si  deux  yases  A  et  B  d*égale  capacité  sont  rem^ 

plis  chacun  d'un  liquide  différent ,  et  s'ils  communiquent  par 
des  canaux  de  manière  quMl  s'écoule  uniformément  la  même 
quantité  de  liquide  de  A  en  B  et  de  Ben  A;  la  formule  (1) 
fait  connaître  à  chaque  instant  l'état  du  mélange  ;  n  repré- 
sente le  Tolume  >  et  connaissant  l'état  du  mélange  «a  bout 
d'un  temps  (f,  on  le  connaîtra  pour  un  teipps  quelconque  /. 
5*  Autrement  ;  A,  a  pour  acquérir  une  boule  blanche,  une 

probabilité  représentée  par  ^;  et  pour  perdre  une  boule 

blanche  une  probabilité  — -  ,  de  sorte  que  l'état  probable 

n 

de  A  au  bout  de  t  secondes  sera  : 

p       (n^p)  /«— 2)   ,   . 
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e*  Soient  maintenant  trois  arnes  A ,  B ,  G  ;  la  première 
contient  n  boules  blanches,  la  seconde  n  boules  noires,  et  la 
troisième  n  boules  ronges  ;  à  chaque  seconde  il  passe  une 
boule  de  la  première  dans  la  seconde ,  de  la  seconde  dans  la 
troirième ,  et  de  la  troisième  dans  la  première  ;  tpiel  est  le 
nombre  probable  des  boules  blandies  dans  l'urne  A  au  bout 
de  t  secondes  ?  soit  an  bout  de  f—i  secondes  le  nombre  de 
boules  blanches,  p  dans  A  ;  p'  dans  B;  et  p^  dans  C  ;  im  aura  : 

Ainsi  A  a  une  chance  —  de  gagner  une  boule  blanche ,  et 

Tl 

«ne  chance^  de  perdre.  Donc ,  au  bout  de  i  secondes ,  Tétat 

blanc  probable  de  A  est  :/?  +  ^-^=^-^ j^-^^  ;   celuj 

^B:^=l^:±g;  celui  de  C>-^)^"+^'. 

n  n 

Tm. 


RECUEIL  DE  FORMULES  ET  DE  VALEURS 
relaltvei  atax  fanciûms  eirculaires  et  logarithmiques. 

Soile.  (  V.  R.  153.  ) 


ir_l 

^^•4-1+5.  ?     25  (Brounker), 

'■^■ï+ctc...  *    10+71  . 

33,  sin^a+  co8'rt=scc «^»C06  <r=cos  ce  a  sin  rt=:laDrt  cet  a=z \  ^ 


3i.  8in(tf ,+tf ,+a3+. .  .a J:=s2sioâ.c08tf ,eo8^.. •<»•«»— 

-f-S6iiia,siiia^ina,siiia4sina|COsa,...O06a^  —  etc. 

36.  C08(a,4^,+...aJ=X00sa/508a,...C0M^— 

X  désigne  la  somnie  tles  prodait».  semblable.  (V.  1. 1, 
p.  346.) 

3!B,  sin/tâ=:iisinaoos   'a —    ■    ^-^ sin^éicos   •a+ — 

37.  cos  /i^ï  =  cos*tf ^ '  co^    a  sin  a  + 

1.2 

*r 4  Qo  M cos   *tf  Mn*ar. . .  . 

[a  ft*    -  A 
»  sin  a  —    '  sin'tf  + 

1.2.3 

.  n.»'— 4.n' — 16  .  ,      n.V — i.n*— 16.n*— 36  .  ,     ,     T 
^      1.2.3.4.5  1.2.3.4.5.6.7  ^    J 

n  n*      1 

iiiaipair;sinAas»«ÎQa ^     .    8Mi'a  + 

.  7i.i»'— l./i"— 9  .  -       «.«•— l.u* — 9.7i."-25  .  ,     , 
^     1.2.3.4.5  1.2.3.4.5.6.7       *'"^^ 


39.  n  pair;  cos  /la  =  1  —  ---  sin*a  -f  ■   ',  7  8ia*«— 


/i'.»'— 4.I»*— 16  .  «     .  /»'.«•— 4.ii"—16.«*— 36  .  _ 
'     1.2.3.4.5.6     ^■°"+ ÎTTTTS ""^^ 

«  impair \cosna^=s:  cos a  I  1- — -  mq a -f^ 

^      1.2.3.4  1 6  '  J 

n 

-  +  i 

40.  n  pair  ;  { — 1  )       $in  na=^  sio  tf 

r  ^"^^-"T2X  ^^^^"-*'       1.2.3.4.5       ^^^  - J 


-  as3  — 


«  impair  ;  ( — i)  *  sin  na  s  sin  <i  1  i-^- cos*<z+ 

^-TâXr-"^-*-*-        1.2.3.4.5.6        ^'-'- ] 

41.  «pair;  (— l)'* cosn^  =  l  —  ^ cos'a + 


+  TiX4  «^«'' 1-7776-^^*^+ J 

nimpair;  (— 1}  ^  cmna  =  neoBa  — 
n.n^—i               «.»•— 1,  ii»-.9      ,  1 

-'T2j-«>^^"+      1.2,3.4.5     ^^- ] 

43.  aia  iM  B  sia  a  naoos  «)"-'—  {m—a)  (acok»)""»  + 

.g»— 3.(aoo»a)— «  (TO_6)(/n-5)(w— 4),-        ,_    "I 
Ti r2:3 (2C08a)-^+.J 

n  pair  oo  impair. 

43.  2  oos  im  s  (2com)*  —  n. (2c<»a)*^  + 

ii.n— 3-^       ^-,.       Ti.n— 4.n — 5,  ^, 

+  -Yj-(2cowr* r^ — (2oo8^r«+ 

».« — 5.it— 6.11 — 7,  _, 

+ iû$k (2co8a)"^  —  etc.  j  n  pair  ou  impair 


W.aptir;  (— 1)'2r^8in*tf =co»/wi— «cw(»— 2)a4. 
«.„_i  l'»-»-^ i  +  1 

2 


nimpair;  (—1)   ^   2*"'rin*as=s8iniitf— /i8in(»— 2)a^r 

^.    .  n.n— 1 — -— sina, 

+  "-j;5-«n(«-*)^ ± j^^ . 

2 


1 


45.  npair;  2*"'cos*fl  =  cosna+n.c(»(/i— 2)a+ 

n 
^n./i  — 1 -  +  1 

4- COs(/i — 4)a +- . 

^^  ^     1.2.3 l 

2 


n  impair  ;  (—1  )  ^   2""'  cos*  a «oos  na  +  n.  cos  (n— 2)a+ 

».» — i --— 

/i.n— 1        ,       -»  2 

+      .  ^     C06(a — *)<ï4- -COStf. 


LETTRE  RELATIVE  A  UN  AUTEUR  ARABE. 


MoDsiettr  le  rédacteur , 

Dans  l'annonce  conçne  en  termes  si  bienveillanls  et  partant 
si  honorables  pour  moi ,  que  You&avez  insérée  dans  la  livrai- 
son de  février  des  Nouvelles  Annales  (page  112),  une  erreur 
s'est  glissée. 

Grâces  à  la  façon  peu  lisible  dont  j'aurai  écrit  le  nom  de 
l'auteur  arabe  ^  vous  avez  lu  Boha-eddin^  que  vous  avez 
reconnu  immédiatement  appartenir  au  douzième  siéde,  a« 
Ueu  de  BeMreidin  qui  est  du  sdzième. 

Boha-eddin  est  connu  des  érudits  et  6gure  dans  quelques 
biographies  :  il  naquit  à  Mossoul  l'an  1145,  fonda  un  collège 
à  Alep ,  et  son  plus  beau  titre  de  gloire  est  la  vie  de  Saladio , 
publiée  à  Leyde  en  1732,  arabe  et  latin ,  ia-f. 

Quant  à  celui  qui  fait  le  sujet  de  cette  réclame ,  quoique 
le  biographe  arabe  Nizam-cddin  Ahmed,  le  savant  indieo 
Maulawi  Roushen  Ali,  et  roriontalisle  anglais  Straehey  de 
Calcutta ,  en  aient  fait  mention ,  il  est  resté  dans  l'oubli ,  et 
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nul  compilateur  de  biographies  n'a  daigné  lui  ouvrir  ses 
colonnes. 

Daignez ,  Monsieur,  etc. 

Abistidb  Marrb  ,  soldat  au  71*  de  ligne. 


EXPRESSION 

Deê  c6ié$  d'wn  triangle  et  de  sa  iurface  m  fonction  de$  trois 

hauteur $. 


f 

licencié  et  tcicDcet  mat^ématiqoec, 
profesMar  de  malbéiiMtiqaes  au  collège  de  Toalon. 


Soient  a ,  6 ,  c  les  trois  côtés  du  triangle  ;  A ,  h\  h"  les 
hauteurs  c<vrespondantes  et  s  la  surface. 
Onalesrdations: 

(2)  ah  =  bh\  ah=ck". 

Des  équations  (S)  on  tire  6  =  -7  ,  c=  r^. 

h  n 

Pwtons  ces  taleurs  dans  Féquation  (1  ) ,  il  vient  : 

d'où: 

h=:—±-W  (hh'+  A/i"+  h'h"){hh"+  h'V—  **')  {*'*"+**'— AA") 

2A  A  '  y 

{A/.'+AA"— A'A") 

et  par  suite  : 

2AA''A"' 


as- 


k{AA' + AA"  -f  A'A")(AA"  +  A'A"  —  AA'){A'A"  +  AA'  —  AA") 
(AA'+AA"-A'A") 


On  IroaTerait  de  même  : 


«=■ 


k'{fcA'+AA"+A'A")(AA"+*'*"-AA')(*'fc"+*A'— AA")(Wk'+ 

hh"—h'h") 
et 

Ûh'h"h" 

|/(Wk'+*fc"+A'A"XAA"4-fc'fc"—fcfc')(*'A"+Afc'— **")(**'+**'-*'*" 

On  sait  d'ailleurs  qae  Ss=  — , 
donc  on  a  : 

^^ fc'yv" 

'~\/(fcA'+A*"+A'*")(A*"+A'fc''— **'){*'*"+**'— **")(**' 
4-AA"— A'A") 

on ,  si  l'on  veut  en  posant  kh'-{-hh"-\-h'h"=p 

d'où *A"+ArA"_A*'=p— Wk' 

h'h''+hh'—hh'=p-hk" 
Afc'+M"— VA"==p— A'A" 
A'V'A"* 

S= 

V/>(/»-AA')(p-AA"){p-A'A''). 

(V.  t.Il,p.  546.) 


NOTE 

•S'wr  fo  cùtutruetion  approximative  dm  polygone  ripUier 

deiVeéUê. 

VAH  M.  BSaTOH  (BX  CHAMP) , 

ingéniwir  dei  ponli  «t  ebauMiat. 


Â  l'extrémité  A  du  rayon  GA ,  éierez  ane  perpendiculaire 
AO  égale  au  quart  de  sa  longueur  ;  joignez  le  centre  C  à 
l'extrémité  0  de  la  perpendiculaire  AO,  et  prolongez  CD 


—  M7  — 

jufqo'eB  M,  de  «Mière  que  CM  Boil  égal  à  GO-j-AO; 
enfio  du  point  G  oomme  centre  et  avec  CM  eomme  rayon , 
décrivei  on  arc  qui  rencontre  en  B  le  prolûngement  de  CA  ; 
la  ligne  OB  sera  très-peu  diflérente ,  en  longaenr,  du  c 6lé  da 
polygone  régulier  de  i7  côtés  inscrit  dans  la  circonférence. 
On  peat  se  proposer  cette  question  que  nous  n'avons  pas  eu 
le  temps  de  résoudre,  t  étant  l'erreur  du  compas  sur  les  lon- 
gueurs mesurées  de  l'échelle  supposée  d'ailleurs  exacte,  dans 
quelles  limites  d'ouvertore  de  compas,  la  règle  ci-dessus 
conduira  -t-elle  à  la  solution  du  problème  ? 


DÉMONSTRATION  DU  THÉORÈME  111  (p.  112). 

profesMur  ao  collège  ro|al  de  Pootivf. 


Lorsqu'un  corps  pesant  flottant  est*  en  équilibre  dans  un 
liquide ,  la  distance  du  centre  de  gravité  du  corps  au  centre 
de  gravité  de  la  masse  liquide  déplacée ,  est  un  maximum 
ou  un  minimum. 

Le  corps  flottant  n'est  soumis  qu'à  l'influence  de  deux  for- 
ces, son  propre  poids  appliqué  à  son  centre  de  gravité, 
et  la  poussée  du  liquidie  appliquée  au  centre  de  gravité  de 
la  masse  liquide  déplacée. 

Si  donc  X,Y,Z  sont  les  composantes  du  poids  du  corps  ;  xyzy 
les  coordonnées  de  son  centre  de  gravité;  X.^  Y,,  Z,  les 
composantes  de  la  poussée  du  liquide ,  «r, ,  ^, ,  z, ,  les  coor- 
données du  centre  de  gravité  de  la  masse  liquide  déplacée  ^ 
on  aura  pour  la  condition  d'équilibre  : 

Mais  d'autre  part,  il  faut  pour  l'équilibre,  1*  que  le  poids 


ûa  corps  et  la  poussée  da  liquide  aient  même  intensité  /et  des 
directions  opposées  »  d'oùX,=— X,  Y,  =  — Y,  Z,=s  — Z; 
et  2*  que  ces  deux  forces  agissent  dans  la  direction  de  la  dis- 
tance r  de  lears  points  d'application ,  donc 

• 

X  =yM  ^^i  Y  =  gM-^;  Z  =gM  ^' , 
r  r  r 

M  désignant  la  masse  da  corps. 

Ces  conditions  étant  introduites  dans  l'équation  précédente, 
on  aura: 

ce  qni  est  la  condition  nécessaire,  pour  que  la  distance  r  soit 
un  maximum  ou  un  minimum. 


REMARQUE 

Sur  les  courbes  olgMiques  rapportées  à  leur  centre  comme 
.,ouâun  axe  de  syméirie  comme  axe  des  abseieses. 


VAIL  X.  BIXiUiftAVT  (BS  SAIVT-MAirBICnB) 

élève  de  rintUtoUon  Manfai. 


Quand  on  yeut  simplement  prouver  que  toute  équation 
d'un  lieu  rapportée  à  un  axe  de  symétrie  comme  aixe  des  x 
contenant  des  puissances  impaires  de  l'ordonnée  peut  tou- 
jours être  remplacée  par  une  équation  plus  simple ,  qui  don- 
nera tous  les  points  du  même  lieu,  la  démonstration  sui- 
vante suflSt. 

Soit  F  {x^y)  =  0  l'équation  du  lieu  rapportée  à  un  axe  de 
symétrie  comme  axe  des  x  dans  laquelle  l'ordonnée  entre  à 
différentes  puissances  paires  et  impaires. 
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Je  dis  que  je  pais  troayer  une  éqoatioo  de  degré  plus  sim- 
ple donnant  tous  ks  points  du  lieu. 

Donc  l'équation  F  (x,  y)=zO  doit  avoir  un  facteur  étran* 
ger  que  nous  ferons  disparaître ,  c'est  ce  que  nous  verrons 
plus  lard. 

Représentons  par  P  la  somme  des  termes  de  degré  pair  en^ 

par  I  celle  des  termes  de  degré  impair. 
Soit  donc 

P  +  I  =  F(x,^),  d'oùP-f  I  =  0, 

Si  je  change^  en  —  ^  cette  équation  admettra  les  mêmes 
solutions  réelles  pour^  puisque  le  lieu  est  symétrique  par 
rappcH't  à  Taxe  des  x. 

Donc  tous  les  points  du  lieu  seront  donnés  par  P — I  =  0 , 
mais  chacune  des  deux  équations  P  =  0  ;  I  =  0  donne  toutes 
les  solutions  communes  à  P-|-I  =  0  et  à  P  — 1  =  0.  Donc 
chacune  d'elles  donne  tous  les  points  du  lieu  F  (x,x)  =  0  et 

comme  I  contient  y  dans  tous  ses  termes  -  ssO  sera  au  moins 

d'un  d^é  inférieur  à  F  [x^)  =  0  et  représentera  tous  les 
points  du  lieu.  Gomme  elle  est  plus  simple,  le  théorème  est 
démontré.  Le  raisonnement  serait  absolument  le  même  pour 
les  courbes  rapportées  à  leur  centre  comme  origine. 

Mais  ce  raisonnement  m'ayant  paru  incomplet,  j'ai  été 
conduit  à  la  démonstration  suivante  qui  est  aussi  simple. 

En  effet ,  ce  qui  précède  prouve  bien  qu'une  équation  de 
degré  plus  simple  peut  donner  tons  les  points  du  lieuj 
mais  il  ne  prouve  pas  qu'il  y  en  ait  une  qui  puisse  les  don- 
ner tous ,  et  rien  que  ceux-ldj  car  tout  porte  à  croire  que 

-  =  0  a  encore  des  solutions  étrangères  $  soit  donc  F  {x^y) 

y 

=  0.  L'équation  de  ce  lieu  F  (x,  — j^)  =  0  doit  admettre 
toutes  les  mêmes  solutions.  Comme  ces  solutions  sont  en 
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nombre  iaihii  P  (x,^)  =  0  «t  F  (x,  .-^)  r=  o  doivent  èlre 
identiques  ou  avoir  un  facteur  commun.  Si  elles  sont  iden^ 
tiques  F(x,^)=:0  ne  contiendra  que  des  puissances  paires 
de^;  si  dles  ne  le  sont  pas,  ou  a  : 

F(J^,— y)=?(-^,r)Ô(j:j'), 

alors  ^{x^y)  =  0  et  o  (x^y)  =  0  ne  peuvent  plus  aroir  qn'ua 
nombre  flni  de  solutions  commuqes;  ces  solutions  représen- 
teraient donc  des  points  isolés  qui  ne  pourraient  avoir  été 
introduits  qu'artificiellement  dans  l'équation  du  lieu. 

Ainsi  tf(x^y)=o  donne  exclusivement  tous  les  points  du  lieu. 

En  opérant  sur  ^(x^}  =  0  comme  sur  F  (x  j^)  =  0  et  ainsi 
de  suite  I  on  arriverait  à  une  équation  qui  ne  contiendrait 
plus  que  des  puissances  paires  de^  qui  est  l'équation  deman- 
dée. Il  serait  plus  simple  d'opérer  sur  les  polynômes  P  et  - 

cités  plus  haut ,  c'est-à-dire  de  prendre  leur  plus  grand  com- 
mun diviseur. 

Le  principe  peut  donc  être  énoncé  ainsi  : 

Si  une  équation  entre  deux  variables  F  {jc^y)  =  0  suscep- 
tible d'une  infinité  de  solutions  réelles  est  telle  qu'à  une  même 
valeur  réelle  de  x  correspondent  deux  valeurs  de  y  égales  et 
de  signes  contraires,  ou  cette  équation  ne  contiendra  que  des 
puissances  paires  de  y  ou  elle  sera  décomposable  en  deux 
facteurs  entiers  dont  l'un  remplira  cette  condition ,  et  l'autre 
ne  donnera  qu'un  nombre  infini  de  solutions  nouvelles.    . 

n  est  bon  de  remarquer  que  s'il  y  avait  en  des  points  iso- 
lés introduits  artificîellenient  dans  l'équation  du  lieu  et  qu'on 

voulût  la  remplacer  par  -  =  0,  on  aurait  le  plus  ordinaire- 

ment ,  au  lieu  de  ces  points ,  une  courbe  étrangère  au  lieu 
qui  passerait  pnr  ces  points;  il  faudrait  donc  pour  s'assurer 
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de  n'avoir  pas  de  solutions  étrangères  faire  la  recherche  do 
pins  grand  commun  diviseur  indiquée  plus  haut;  d*ail1eurs 
on  peut  dire  que  la  présence  de  ces  points  isolés  n'infirme 
pas  la  généralité  du  théorème ,  car  l'équation  la  plus  simple 
qui  puisse  donner  par  exemple  deux  poinis  isolés  placés  sy- 
métriquement par  rapport  à  l'axe  des  x  est 

eUe  remplit  bien  la  oondilion  de  ne  contenir  que  des  puis- 
sances paires  de  ^. 

La  même  démonstration ,  les  mêmes  observations  sont  ap-> 
pUeables  au  cas  d*one  courbe  rapportée  à  son  centre  comme 
origine. 


ANNOMCaBS. 

Éléments  àe  géométrie  et  de  trigonoméitie ,  ouvrage  ezclasive- 
ment  adopté  par  M.  le  ministre  de  la  qparine,  pour  les 
écoles  royales  d'hydrographie;  par  C.  E.  Foumier,  offi- 
cier de  la  Légion  d'honneur ,  examinateur  de  la  marine. 
3^  édition ,  revue ,  corrigée  et  augmentée.  Paris.  Robi- 
quet ,  me  Pavée-St.-André^es^Arts ,  2 ,  in-8  568  p.,  9  pi. 
1846. 
On  en  rendra  compte. 

Cosmos.  E$m  d^une  de^ripHùn  phjfiiqm  dm  monde ,  par 
AiezAndre  de  HumbcMt  ;  traduit  par  H.  Faye ,  un  des 
astronomes  de  rohservatoire  royaL  Premlàre  partie. 
Paris,  Gide  et  O^  >  libraires ,  1846 ,  \n-^ ,  580  p. 

Tout  homme  instruit  voudra  Hre  et  acquérir  cette  excel- 
lente traduction  dont  M.  Arago  a  revu  et  corrigé  toutes  les 
épreuves. 


ae 


NOTE  SUR  LES  AIRES  ET  LES  VOLUMES 


A .  Aires  planes, 

L  Ud  espace  fermé  a  une  aire-,  c'est-à-dire ,  contient  un 
certain  nombre  de  fois  VunUé  â!aire.  Par  exemple  le  mètre 
carré  \  Taire  d*un  espace  cuverî  ne  présente  aucun  sens^  est 
un  non-sens.  Lors  donc  qu'une  figure  est  ouverte,  on  conçoit 
une  ligne  droite  qni  joint  ses  deux  points  extrêmes ,  alors  la 
figure  est  fermée ,  et  Ton  peut  évalaer  l'aire  du  segment. 

II.  Les  espaces  infinis  ont  les  uns  des  aires  infinies ,  et  les 
autres  dos  aires  finies.  Lorsqu'on  peut  fermer  un  espace  in- 
fini ;  de  manière  à  obtenir  un  segment  dont  Taire  soit  plus 
grande  qu'aucune  aire  donnée,  alors  on  dit  que  cet  espace 
infini  a  une  aire  infinie.  Lorsque  cette  opération  est  impos- 
sible, on  dit  que  l'espace  infini  a  une  aire  finie,  en  prenant 
pour  cette  aire  la  dernière  limite  que  le  segment  ne  peut  dé- 
passer. Ainsi  Taire  de  la  parabole  indéfinie  et  celle  do  Thy- 
perbole  indéfinie ,  sont  infinies.  Mais  Tespace  infini  compris 
dans  le  folium  de  Descartes ,  entre  les  brancbes  infinies  et 
l'asymptote  à  une  aire  finie.  (  Y.  t.  III,  p.  302).  On  peut  se 
rendre  facilement  raison  de  Texistence  de  ce  genre  d'espace. 
En  effet ,  il  y  a  des  séries  composées  d'un  nombre  infini  de 
termes  >  et  dont  la  somme  est  finie ,  chacun  de  ces  termes 
peut  représenter  une  aire  dont  la  somme  a  une  limite  finie. 
Dans  les  hyperboles  d'un  degré  supérieur  au  second,  l'espace 
asymptotique  infini  peut  toujours  se  partager  en  deux  es- 
paces infinis,  dont  l'un  a  une  aire  infinie,  et  l'autre  une  aire 
finie. 

m.  l9s  espaces  à  aires  infinies  sont  de  deux  genres, 
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hjfperàotiques  et  paraboliques.  Les  premiers  sont  for- 
més de  branches  qui  vont  sans  cesse  en  s'écarlant ,  en 
divergeant ,  de  sorte  que  les  tangentes  aux  points  extrêmes 
de  deax  brandies ,  font  un  angle  qui  n'est  pas  nul  ;  un  tel 
espace  reste  donc  ouvert,  même  à  rinfiut  ;  et  le  sens  du  mot 
aire  n'est  pas  applicable  ;  tandis  que  les  espaces  paraboliques 
sont  fonnés  de  branches  qui  s'écartent  do  moins  en  moins, 
tendent  an  parallélisme,  et  les  tangentes  aux  points  extrêmes 
font  un  angle  nul  ;  nn  tel  espace  a  une  tendance  à  se  fermer  ; 
et  les  aires  infinies  de  tels  espaces  peuvent  avoir  entre  elles 
on  rapport  fini. 

Ainsi  la  comparaison  des  aires  înQniiS  des  hyperboles  da 
second  degré  ne  présente  aucun  sens  ;  mats  les  aires  infinies 
des  paraboles  du  même  degré,  lignes  essentiellement  sem- 
blables, sont  entre  elles  comme  les  racines  carrées  des  para- 
métres. 

On  trouve  de  même  que  les  aires  comprises  entre  l'hyper- 
bole  ordinaire  et  ses  asymptotes  sont  entre  elles  comme  les 
carrés  des  excentricités. 

C'est  ainsi  que  dans  la  géométrie  élémentaire,  les  aires  des 
angles  rectilignes  n'ont  aucun  sens;  tandis  que  les  aires  des 
espaces  compris  entre  deux  droites  parallèles  sont  entre  elles 
comme  les  distances  de  ces  parallèles  ;  un  raisonnement  facile 
fait  voir  que  l'attribution  d'aires  comparables  aux  angles  rec- 
tilignes mène  à  des  conséquences  absurdes.  En  effet,  soient 
trois  droites  AB,  AC,  AD,  issues  du  même  point  A;  et  les 
points  B,  C,  D  étant  supposés  sur  une  même  droite;  les 
aires  des  triangles  ABC ,  ACD  sont  entre  elles  comme  les 
bases  BC,  CD;  la  droite  BCD,  s'éloignant du  sommet  et  res- 
tant toujours  parallèle  à  elle-même,  les  aires  des  triangles 
mentionnés  vont  sans  cesse  en  croissant,  mais  le  rapport  do 
ces  aires  est  constant  $  à  TinOni  les  aires  se  confondent  axai 
celles  des  angles  BAC,  CAD,  si  elles  existent;  donc  ces 

A.l!«.    DE  SlATRliM.  Y.  16 
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aires  angulaires  seraii^nt  entre  elles,  comme  BG  à  GO  ;cc 
qui  est  absurde,  puisque  la  droite  BCDa  été  menée  arbitrai- 
rement. 

Quand  donc  il  est  question  d*aires  infinies  des  angles  roc* 
tilignes ,  il  faut  toujours  sous-  entendre  les  aires  infimeê 
des  secteurs  circulaires  à  rayon  infini  qui  répondent  h  ces 
angles ,  aires  qui  ont  un  rapport  fini  ;  ce  qui  a  d'ailleurs 
lieu  pour  Tespacc  triangulaire  infini  décrit  par  une  ligne 
plane  infinie  quelconque,  tournant  dans  sou  plan,  autour 
d'un  de  ses  points. 

B.  jiires  des  $urfacei  courbes  et  volumes. 

ly.  Ce  qu'on  a  dit  ci -dessus  des  aires  planes  est  encore 
applicable,  mot  à  mot ,  ici.  Il  ne  saurait  y  avoir  des  espaces 
indéfinis  à  aire  finie  ;  mais  ces  aires  infinies  peuvent  avoir 
entre  elles  des  rapports  finis  ;  ainsi  les  aires  infinies  de  deux 
cylindres  droits  sont  entre  elles  comme  les  périmètres  des 
bases  ;  mais  on  ne  peut  comparer  les  aires  infinies  de  deux 
cônes  droits. 

Deux  surfaces  indéfinies  asymptotiques  Tune  à  l'antre  peu- 
vent renfermer  un  volume  fini.  On  en  a  un  exemple  dans  le 
folium  de  Descartes  ;  si  les  deux  branches  infinies  avec  leur 
asymptote  se  meuvent  parallèlement  suivant  une  direction 
perpendiculaire  à  leur  plan,  le  volume  indéfini  compris  entre 
le  plan  asymptotique  et  la  surface  est  égal  à  Taire  du  folium, 
quantité  finie  multipliée  par  le  chemin  parcouru  ;  si  deux  de 
ces  surfaces  courbes  ainsi  engendrées,  ont  même  plan  asym- 
ptotique, le  volume  indéfini  compris  entre  les  deux  surfaces 
sera  d'une  grandeur  finie. 

Y.  Les  angles  solides  polyédriques,  les  angles  solides  co- 
niques  prolongés  indéfiniment  n'ont  de  volumes  comparables 
qu'en  les  supposant  fermés  par  des  surfaces  sphériques,  ayant 


—  sas- 
leurs  cercles  âu  sommel  de  l'angle;  alors  ces  yolamcs  sont 
proportionnels  aux  aires  de  ces  surfaces  ;  aires  infinies  qui 
sont  entre  elles  comme  les  aires  finies  des  surfaces  sphérîques 
concentriques,  ayant  l'unité  pour  rayon.  Ainsi  les  courbes  co- 
QO-spbériques ,  tracées  sur  une  spbére  d'une  unité  ^  rajon 
interceptent  des  aires  qui  mesurent  l'angle  solide  du  c6neqni 
a  cette  aire  pour  base  et  le  centre  de  la  spbére  pour  sommet. 

Tm. 


PROBLEME  D'OPTIQUE. 

VA  A  K.  MXQUX&  (AUOUtTS). 


Problème.  Deux  lumières  dont  les  couleurs  sont  complé- 
mentaires et  dont  les  intensités  sont  a  et  a'  étant  placées  à 
des  distances  quelconques  h  et  h!  au-dessus  d'un  plan ,  on 
demande  sur  ce  plan  le  lieu  géométrique  apparent  de  la 
lumière  blanche. 

Solution,  L'intensité  de  la  lumière  apparente  sur  une 
surface  plane  étant  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance 
du  point  lumineux  à  l'élément  infiniment  petit  que  l'on  con- 
sidèr<^  sur  la  surface  plane,  et  en  raison  directe  du  sinus  de 
Tinclinaison  du  rayon  lumineux  sur  cet  élément  ;  en  appe- 
lant p  un  des  points  du  lieu  géométrique  demandé,  et  en 
désignant  par  par  B  et  B'  les  projections  des  poinls  A  et  A' 
sur  ce  plan^  on  doit  avoir  : 

'^    sinAPB  =  =^ainATB', 


AP"*  A'P* 

ah  a' h'     , 

équation  qui  revient  à  z=r.  =  zrrr;.  «,  /*  sont  les  dislances 

AP*  A'P' 
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respectives  au  plan  des  points  A  et  A'  ;  de  cette  égalité  on 

dédait  la  proporlion  AP  :  A'P  ::  yâh  :  Va! h'.  Par  consé- 
quent le  problème  se  trouve  rameoé  à  trouver  le  lieu  géo- 
métrique de  tous  les  points  du  plan  donné,  dont  les  distances 
atix  points  Aet  A'  de  Tespace  sont  entre  elles  dans  un  rapport 
donné.  Le  lieu  demandé  n'est  donc  autre  chose  que  la  circon- 
férence de  cercle ,  intersection  du  plan  donné  avec  la  sur- 
face sphérique  qui  est  le  lieu  géométrique  de  tous   les 

points  de  l'espace  dont  les  dislances  aux  points  A  et  A'  sont 

% —      s  — 
dans  le  rapport  de  Vahk  V  ^'^'« 

Cela  posé,  je  rabats  sur  le  plan  donné,  au  tour  de  la  droite 

BB',  le  trapèze  BA  A'B'  ;  par  les  points  A  et  A',  je  mène  deux 

s a 

parallèles,  AM,  A'iVl',  respectivement  égales  à  Vah  et  Ka'A\ 

ou  dans  le  même  rapport  i  je  joins  MM',  que  je  prolonge 

jusqu'à  la  rencontre  de  la  droite  indéCnie  A  A' en  un  point  O, 

qui ,  à  cause  de  la  similitude  des  triangles  AMD,  A'M'D,  sera 

tel ,  que  les  distances  aux  points  A  et  A'  seront  entre  elles 

3  3   

dans  le  rapport  de  Vah  à  va'h\  Prenons  encore  sur  la  pa- 
rallèle menée  par  le  point  A'  une  distance  AM'' égale  à  A'M' 
et  dirigée  en  sens  inverse,  et  joignons  MM",  rintersection 
de  cette  droite  MM"  avec  la  droite  AA'  donnera  un  second 
point  V  dont  les  distances  aux  points  A  et  A'  seront  dans  le 
même  rapport  que  AD  et  A'D.  Sur  DD'  comme  diamètre  dé- 
crivons une  circonfél^encc  de  cercle.  Soient  G  et  G^  les  points 
d'intersection  de  cette  circonférence  avec  la  droite  indéfinie 
BB';  sur  GG'  comme  diamètre  décrivons  une  seconde  circon- 
férence de  cercle,  qui  sera  le  lieu  géométrique  demandé. 

En  effet,  si  nous  relevons  le  plan  AA'BB'  dans  sa  position 
verticale,  la  sphère  décrite  sur  DD',  sphère  qui,  d'après  la 
construction  des  points  D  et  D',  est  le  lieu  géométrique  des 
poinis  de  Tospace  dont  les  distances  aux  points  A  et  A'  sont 
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entre  elles  dans  le  rapport  de  V^h  à  y  a' h' ,  coupera  éyi-*' 
demment  la  droite  BB'  aux  points  G  et  G'  ;  et  comme  son 
centre  est  situé  sur  une  perpendiculaire  au  plan  donné  menée 
par  an  des  points  de  BB',  son  intersection  avec  le  plan  donné 
n'est  aulre  chose  que  la  circonrérence  décrite  daos^ce  plan 
sur  le  diamètre  GG'. 

Il  peut  arriver  que  la  sphère  décrite  sur  DD'  comme  dia- 
roèlre  ne  fasse  que  toucher  le  plan  donné ,  ou  qu'elle  ne  le 
rencontre  pas  du  tout.  Par  conséquent ,  le  lieu  géométrique 
demandé  peut  se  réduire  à  un  point,  et  devenir  imaginaire. 

Le  problème  précédent  se  construit  évidemment  avec  1» 

règle  et  le  compas  quand  le  rapport  de  \/ah  à  l/^'  a  été 
obtenu  en  lignes ,  ce  qui  peut  toujours  se  faire  d'une  ma- 
nière approximative  (*). 

Théorème.  Lorsqu'on  prend  d'un  même  côté  d'un  centre  G 
d*un  cercle,  sur  un  rayon  suffisamment  prolongé,  deux 
points  A  et  B  tels  que  le  rayon  soit  moyen  proportionnel 
entre  leurs  distances  au  centre  )  le  rapport  des  dislances  de 
cbacnn  de  ces  points  à  un  point  quelconque  de  la  circonfé- 
rence est  précisément  égal  à  celui  des  racines  carrées  des 
distances  de  ces  mêmes  points  A  et  B  au  centre  du  cercle. 

Démonstration.  Soit  Joint  nn  point  quelconque  P  de  la 
circonférence  aux  points  A  et  B  et  au  centre  G.  Puisqu'on  a 
par  construction  la  proportion  AC  :  PG  ::  PG  :  BC,  les  deux 
triangles  AGP,  BGP  ayant  un  angle  égal  compris  entre  côtés 
proportionnels  sont  semblables ,  et  la  comparaison  de  leurs 
côtés  homologues  fournit  les  proportions  : 

AP:BP::  AG:PG, 
AP:BP::PG:BC. 

(*)  V.  k  ni,  p.  1 1 5,  note.  Tm. 
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Eo  les  araltipliant  terme  à  terme  on  a  : 

AP*:BP*::  AC:BC; 
et ,  par  conséqaent , 

AP:BP::  V^ÂCrï^BC. 

Carollairei  De  là  résaltecette  propositionconnue  queleliea 
géométrique  de  tous  les  points  de  l'espace  dont  les  distances  à 
deux  points  fixes  sont  entre  elles  dans  un  rapport  constant  est 
une  sphère  dont  le  rayon  est  moyen  proportionnel  entre  les 
distances  de  ces  mêmes  points  au  centre  de  cette  sphère.  On 

peut  la  construire  lorsque  le  rapport  des  carrés ,  tels  que  ÂjP^ 

et  BP  ,  est  donné,  en  menant  par  les  points  A  et  A'  deox 
parallèles»  AB,  A'B',  qui  soient  entre  elles  dans  le  rapport 
donné  ;  en  menant  la  droite  BB'  Jusqu'à  la  rencontre  de  la 
droite  indéfinie  A  A'  en  un  point  C ,  qui  sera  le  centre  de  la 
sphère  demandée.  On  obtiendra  son  rayon  en  faisant  passer 
par  les  points  A  et  A'  une  circonférence  de  cercle  à  laquelle 
il  su£Bra  de  mener  par  le  point  C  une  tangente  qui  se  termine 
au  point  du  contact  ;  car  cette  tangente  sera  moyenne  pro- 
portionnelle entre  la  sécante  entière  CA  et  sa  partie  exté- 
rieure CA. 

Note.  Ce  problème  revient  à  trouver  sur  le  plan  le  lieu 
du  point  qui  reçoit  une  égale  quantité  de  lumière  des  points 
éclairiints  A  et  A'  ;  la  solution  et  la  construction  sont  ana- 
logues à  celles  que  M.  Gérono  a  données  pour  un  problème 
du  même  genre  (t.  111 ,  p.  1 15).  Soit  /  la  longueur  AA'  et  a 

ah 
son  inclinaison  sur  le  plan  :  faisons  n*  =  -777  ;  si  Ton  a  : 

an 

(fc  +  A')  (l  —  «•)  —  /sina  (l  -f  «•)  =  2«/, 

le  lieu  se  réduit  à  un  point;  et  si  le  premier  membre  sur- 
passe le  second ,  le  problème  est  impossible.  Si  aaa'  et  h^h\ 
le  lieu  est  une  droite.  Tm, 
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CONSÉQUENCES 
de  la  règle  dee  signes  de  Deecarles^ 

Anciea  élève  de  TËcole  normale. 


Faisons  d'abord  quelques  mnarques  sur  les  suites  de 


signes  : 


V*  Remarque.  Le  fwmbre  des  variations  qu'offre  une  suite 
de  signes  est  pair  ou  impaib,  suivant  que  les  deux  signes  extrêmes 

sont  SEMBLABLES  011  DIFFÉRENTS. 

Supposons  pour  fixer  les  idées  que  le  1"  signe  soit  -|-  ; 
lorsqu'en  lisant  la  suite,  on  compte  une  variation,  le  dernier 
signe  qu'on  a  lu  est  —  ;  quand  on  compte  deux  variations, 
on  est  parvenu  à  an  signe  -f  ;  quand  on  en  compte  trois,  on 
vient  de  lire  un  signe  — ;  et  ainsi  de  suite,  chaque  fois  que 
le  nombre  des  variations  comptées  est  pair,  le  dernier  signe 
considéré  est  le  signe  primitir  -|-  ;  et  chaque  fois  que  ce 
nombre  est  impair,  on  en  est  au  signe  —  ;  si  donc  la  suite 
se  termine  à  un  signe  +  »  le  total  des  variations  est  un 
nombre  pair  ;  si  lo  signe  eitréme  est  — ,  ce  nombre  est 
impair  *. 

S*  Remarque*  Si  entre  deux  sigties  Sune  suite  donnAe  on 

intercale  des  signes  arbitraires  en  nombre  quelconque  y  le 

nombre  des  variations  reste  le  même ,  ou  augmente  d'un 

nombre  pair. 

Supposons  qa'on  intercale  des  signes  entre  deux  signes 

O  V.  I.  U,  y.  24S.  L«iiin0 1.  Tni. 
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scmblabh  s  4-  <^l  +  P^  exemple  ;  ou  bien  le  nombre  des  Ta- 
nations  n'augmente  pas;  c'est  ce  qui  arrive  qnand  on  n'écrit 
que  des  signes  -|-  entre  les  deux  signes  considérés  ;  ou  bien 
on  introduit  on  nombre  pair  de  variations  ;  en  efiet  à  la 
place  de  deux  signes  -{-  +  qui  ofirent  ane  permanence , 
dans  la  suite  générale,  on  écrit  une  suite  partielle  qui  com- 
mençant à  -|*  pour  finir  à  -|-  ne  peut  offrir  qu*an  nombre 
pair  de  variations  (1"  Remarque). 

Supposons  maintenant  qu'on  intercale  des  signes  entre 
deux  signes  contraires  -f-  et  -—  ,  par  exemple  ;  à  cet  endroit 
de  la  suite  donnée ,  il  y  a  une  variation  que  Ton  conserve 
simplement  si  les  signes  intercalés  sont  tous  des  signes  -^ , 
ou  tous  des  signes  — .  SU  en  est  autrement ,  à  la  place  de 
deux  signes  -| offrant  une  variation ,  dans  la  suite  gé- 
nérale ,  on  écrit  une  suite  partielle  qui  commençant  à  -|- 
pour  finir  à  — ,  ne  peut  offrir  qu'un  nombre  impair  ân-|- 1 
de  variations  (l'*  Remarque).  En  déduisant  la  variation  qui 
existait ,  on  voit  que  le  nombre  des  variations  introduites  est 
un  nombre  pair  2/1. 

1.  En  considérant  une  équation  J^{jc)  =  0  de-  degré  m, 
nous  désignerons  par  u  le  nombre  des  variations  de  son 
I*"'  membre y(j:),  par  P  le  nombre  de  ses  permanences; 
par  /  le  nombre  des  variations  du  polynôme  /[--x)  obtenu 
on  changeant  x  en  —  x  ûd^mf{x). 

On  sait  que  le  nombre  des  racines  imaginaires  de  f[x)  =  0 
n*est  pas  moindre  que  m — (<^  4"  O  • 

2.  Théorème,  La  somme  v  -}-  v'  des  nombres  de  variaJtums 
de  f  (x)  et  de  f  (~x},  n'est  jamais  phis  grande  que  te  degré 

m 

m  de  f  (x) ,  V excès  m  —  (  v-f  v')  s\l  existe ,  ne  peut  être  qu'Un 
nombre  pair. 

Démonstration.  Supposons  d'abord  que  f(x)  soit  un  poly- 
nôme complet  de  ce  degré  m  ;  le  nombre  (/  de  ses  variations, 
plus  le  nombre  P  de  ses  permanences  de  signes  égale  m  ^ 
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mais  dans  un  pareil  polyDÔmc ,  de  deux  exposants  consccu* 
tifs ,  Ton  étant  pair,  l'antre  impair,  le  remplacement  de  x 
par  — x^  change  les  variations  en  permanences,  et  les  per- 
manences en  yariations  ;  de  sorte  que  p'ss  P  ;  or  v-^-V^m^ 
doncp+(^==OT. 

Supposons  mainlenantyCj:)  incomplet  ;  imaginons  qu*on 
le  complète  en  mettant  des  termes  quelconques  de  signes 
arbitraires  à  la  place  des  termes  manquants;  on  obtient  ainsi 
un  polynôme  F(^)  offrant  un  certain  nombre  de  Tariatlons 
que  nous  désignerons  par  Y;  concevons  qu*on  change  x  en 
—  X  dans  F(x) ,  on  obtient  un  polynôme  F(— j:)  qui  peut- 
être  regardé  comme  le  polynôme /(—x)  complété  d'une  cer- 
taine manière ,  par  les  termes  intercalés  dans  /(-r),  dans 
chacun  desquels  on  aurait  remplacé  x  par  (—  x)  \  soit  V  le 
nombre  des  irariationsde  F( — jp).  Puisque  F(ar)  etF( — x) 
sont  des  polynômes  complets  du  degré  m,  d'après  la  r*  partie 
de  notre  démonstration,  Y4-Y'=m.  Mais  Y  n'est  pas  moindre 
que  V ,  Y'  n'est  pas  moindre  que  v*  (2'  Remarque).  Donc 
Y-|-V'  ou  //?,  n'est  pas  moindre  que  ^'+p'.  On  voit  donc 
que  f'-)-^'  n'est  jamais  plus  grand  que  m;  de  plus  l'excès 

i„_(t,-|-^,')=V+Y'— *'— i/'=(V— (/)-f  (Y'— O;.  est  tou- 
jours un  nombre  pair.  En  effet  les  nombres  de  variations  in- 
tercalées Y— (^,  Y'— i''  ne  peuvent  être  que  des  nombres  pairs, 
d'après  notre  2*  Remarque  f). 

3.  Le  Théorème  de  Descartes  est  fondé  sur  ce  lemme. 

Si  on  multiplie  un  polynôme  entier  f{x)^  par  un  binôme 
X  — tf ,  {a  étant  positif),  le  produit /(x)(j: — a)  offre,  au 
moins,  une  variation  de  plus  que  le  multiplicandey(x). 

On  peut  ajouter  que  \txcè%  du  nombre  des  variatûm$  de 
f(x)  (x— a)  sur  le  nombre  des  variations  de  f(x),   esi 

(*)  V.  réqnation  (8),  t.  îl,  p.  250.  Tm. 


ioujùun  un  nombre  impair  3k+l ,  quand  il  ai  M}»é* 
rieur  d  I. 

11  saiBt  d'observer  que  le  dernier  terme  ée/{x)^  et  le 
dernier  terme  du  prodait/(j:)  (j:— a)  ont  des  signes  con- 
traires. 

Si  donc ,  par  exemple,  le  1"  terme  de/(x)  est  positif,  et 
son  dernier  négatif,  le  i^'  terme  da  produit  sera  positif,  et 
le  dernier  positif. 

De  4-  à  — ,  le  nombredes  Tariations  de/(a:)  est  im- 
pair i  de  -f  à  + ,  le  nombre  des  yariations  da  produit  est 
pair  j  Texcés  du  deuxième  nombre  sur  le  premier  est  un 
nombre  impair  *' 

^.Sila  muUiplicaêiùn  de  t(x)par  (x— a)  introduU  plui 
d*une  variaiion ,  Sk+ 1 ,  par  exemple,  VéquaUan  f  (x)  n=:0  a 
au  moine  2k  racines  imaginaires. 

Pour  le  démontrer»  considérons  à  la  fois  les  équations  : 

(1)     /(x)=0,     (2)     /{x){x^a)=0. 

L'équation  (2)  aies  mêmes  racines  que  l'équation  (i),  plus 
la  racine  positive  a.      * 
Nommons  4v  le  nombre  des  variations  ie/{x){xr-a)', 

Appelons  4v'  le  nombre  des  yariations  du  polynôme 
/{ — x)  ( — x— a),  que  Ton  obtient  en  changeant  x  en  — x 
dansy(a:)  {x — a). 

Le  nombre  des  racines  positives  de  l'équation  (1)  ne  pou- 
vant dépasser  c^,  le  nombre  des  racines  positives  de  l'équation 
(2)  ne  peut  dépasser  f^^- 1  ;  le  nombre  des  racines  négatives, 
de  cette  même  équation  (2),  ne  peut  dépasser  V  ;  le  maxi- 
mum du  nombre  des  racines  réelles  de  l'équation  (2)  est  donc 
t>'{-i'\-w\  Et  le  minimum  du  nombre  de  ses  racines  ima- 


(*)  Voir  CoroîMre  ,  t.  U,  p.  349.  Tm. 
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gioaires  est  m  — (t^+l-f-tv').  Mais,  d'apiès  ddc  démons- 
tration précédente  la  somme  iv+w'  ne  p(*at  dépasser  lo 
deg^  m-f-i  de/(x}(x— a);  on  a  au  moins  m+l  égal  à 
w-f  4*/  oo  à  i^-f-Sit-fl-f-M^';  le  nombre  des  racines  imagi- 
naireade  Véquation  (3),  qui  n*cst  pas  moindre  que  m— (i^+l 
+ V)  est  donc  au  moins  égal  à^k. 

Mais  ce  nombres  des  racines  imaginaires  de  f{x)  (x—a)s=o 
est  le  même  que  celui  des  racines  imaginaires  de  Téquaiion 
/(x}:=0.  La  proposition  est  donc  démontrée  f  ). 

5.  Vexcês  du  nombre  de$  variaiion$  du  V  membre  d'une 
équation  f  (x)sOy  sur  le  nombre  de  ses  racineepoeitivesy  e$i 
Oouun  nonAre  pair. 

Mous  considérerons  dcun  cas  :  1®  Le  premier  terme  de 
f(x)  étant  positif,  le  dernier  terme  peut  être  poiiiif  ou 
lierait/'. 

1*'  Cae.  Le  nombre  des  racines  positives  de  Téquation  est 
alors  pair  ;  de  +  à  + ,  le  nombre  des  Tarialions  àe/{x)  est 
aussi  pair  ;  la  différence  de  ces  deux  nombres  est  0  ou  un 
nombre  pair. 

2*  Cas.  Le  nombre  des  racines  positives  est  alors  impair  ; 
de  +  à  — ,  le  nombre  des  variations  de  /{x)  est  impair  ;  la 
diflfarence  entre  ces  deux  nombres  impairs  est  0  ou  un  nom- 
bre pair.  Voir  Lemme  3, 1. 11,  page  249. 

6.  Loreque  toutes  les  racines  d'une  équation  f  (x)=:0  sont 
réeUêSf  le  nombre  f  de  ses  racines  positives  est  égal  au  nombre 
V  des  variations  de  f  (x),  et  le  nombre  n  de  ses  racines  négatives 
est  égal  au  nan^e  v'  des  variations  de  t{^x). 

NoiiiavoBS^+A  =  /»9  et  t^+f^  pas  plus  grand  que  m. 
(m  étant  le  degré  de  f(x)  ).  Mais  if  n'est  pas  moindre  que^, 
(^  n'est  pas  moindre  que  n  ;  par  suite  h-^  n'est  pas  moindre 
que/H-ziou  madone  H-f^=:m,  d'où  f^+^'=/>+n.  Il  résulte  delà 

n  ta  dénoMlraiâon  de  0e  Ibéorèn*  de  11.  Slom,  donnée  p.  lie,  ettpIvB 
conpléle  et  me  femble  plus  eourle.  Tm. 
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que  p  qui  n'est  jamais  plus  grand  que  t^,  ne  peol  dans  ce  cas 
particulier  être  moindre  que  f^^sans  quoi  n  serait  plus  grand 
que  t^',  ce  qui  est  impossible.  Doncpsf^,  et  par  suite  nssf/. 

Si  réquation  f(x)z=zO  est  complète  et  a  toutes  les  ra- 
cines réelles ,  le  nombre  de  ses  racines  négatives  est  égal 
au  nombre  P  des  permanences  de  son  premier  membre  ; 
car  ce  nombre  P  est  alors  égal  au  nombre  v'  des  yariations 
de/(j:). 

Cwollaire  du  théorème^.  En  faisant  a=1,  on  arrive  faci' 
lement  à  cette  conséquence  :  Retranchez  chaque  coefficient 
dey*(x)  du  coefficient  de  la  puissance  de  x  immédiatement 
inférieure,  écrivez  seulement  le  signe  du  reste,  en  tête  de 
cette  suite  de  signes,  mettez  le  signe -f- du  i'^  terme  àej'(x)  ; 
si  la  suite  de  signes  ainsi  obtenue,  offre  ^k-\-i  variations 
de  plus  que/  (x) ,  l'équation  f{x)  =  0  a  au  moins  2  k  ra- 
cines imaginaires. 

{La  mik  prochainement,) 


DIVISION  ÂBRÉGËE , 

VAA  M.  A.  OBOSSOW, 

Professew  au  collège  de  Bourgei. 


1  *  Théorème.  Lorsque  le  nombre  des  diiSi^  du  diviseur 
est  égal  au  nombre  des  chiffres  du  quotient  plus  un ,  si  on 
prend  le  dividende  et  le  diviseur  à  moins  d'une  demi- 
unité  prés,  Terreur  commise  au  quotient  est  moindre  que 

—  +        ^    ,  désignant  le  premier  chiffre  à  gauche  du  di- 

viseur  et  p  le  nombre  des  chiffres  du  quotient 

DémùnUraiion.  Soit  a  le  dividende ,  et  &  le  diviseur  don- 
nés \  le  dividende  que  l'on  prendra  sera  le  nombre  entier 


-  S&5  - 

I  1 

compris  entre  les  limites  a-f-  r  et  a  —  -  ;   od    prendra  de 

même    pour    divisear   le    nombre  entier   compris  entre 

h^-^X.h 9  de  sorte  que  le  quotient  que  l'on  calculera 

adi- 
2 

pourra  se  représenter  par ,  en  se  réservant  de  choi* 

sir  \es  signes  de  manière  à  rendre  l'erreur  aussi  grande 

a               â 
que  possible;-^ r  sera  la  limite  de  Terreur  commise 

sur  le  quotient  demandé.  Cette  quantité  peut  se  mettre  sous 
la  forme  d= -^ — — ,  ou  bien  en  désignant  le  quotient 


''Hî) 


exact  par  y ,  d:^  ^^  (Cîrodde ,  ATxihm.).  —  Gela  posé , 

6zn  - 

2 

soit /F  le  nombre  des  chiffres  de  la  partie  entière  du  quotient, 
n  le  nombre  des  chiffres  de  la  partie  entière  du  diviseur,  et 
c  le  premier  chiffre  à  gauche  de  ce  diviseur  ;  q  sera  toujours 
moindre  que  1(^,  mais  d'une  fraction  qui  pourra  être  très- 
▼oisine  de  l'unité  ;  donc  ^  +  i  sera  moindre  que  10'  4~  ^  ; 

6  7  -  renferme  la  partie  entière  de  ^ ,  ou  »  si  la  partie  frac- 
llonnaire  est  plus  grande  que  -i ,  cette  partie  entière  aug- 

1 

mentée  d'une  unité  ;  donc  fr  =p  ~  ne  sera  pas  moindre  que 
t  X  I0*"\  de  sorte  que  l'erreur  sera  plus  petite  que 
1   ly  +  i  _  1  r   10^  1     1 
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Si  p—n^i,  celte  Hmile  dcTîent  —  +  r^^j^ ,  C. Q. F. D. 

2®  Prenons  maintenant  deat  nombres  quelconques ,  qne 
je  supposerai  d'abord  coliers;  —  on  propose  de  diviser 
5834573981213485341  par  9345841293789;  on  Toit  aisé- 
ment que  le  quotient  a  6  chiffres  ;  le  nombre  des  chiCBres  du 
diviseur  sutposstf  le  nombre  des  chiffres  du  quotient  plus  un  ; 
nous  ramènerons  facilement  la  question  à  ce  dernier  cas,  en 
séparant  au  dividende  et  au  diviseur  6  chiffres  décimaux;  et 
nous  aurons  le  quotient  demandé  en  divisant 

5834573981213,485341  par  9345841,293789. 

Prenons  le  dividende  et  le  diviseur  à  moins  d'une  demi-unité 
près ,  et  d'après  le  théorème  précédent ,  en  divisant 

5834573981213  par  9345841 , 
l'erreur  commise  sur  le  quotient  demandé  sera  moindre  que 
s^  H — TTTKk'  ^  effectuant,  on  trouve  6  pour  |»«mier 

2*9       2.9«1v 

chiffre  du  quotient,  et  pour  reste,  227069381213.  Pour  con- 
tinuer l'opération ,  il  faudrait  diviser  ce  reste  par  le  diviseur 
93458^1  ;  mais  ici  le  quotient  n'a  plus  que  5  chiffres  ;  donc, 
d'après  le  même  principe  que  précédemment,  nous  pourrons, 
à  ce  quotient,  ou  ce  qui  est  la  même  chose»  au  quotient  de 
22706938121,3  par  934584,1,  substituer  le  quotient  de 
22706938121  par  934584,  et  Terreur  commise  sur  ce  quo- 
tient sera  moindre  que  —-  -|-  -^-r-r;^'  Admettant   que  les 

erreurs  soient  dans  le  même  sens,  Terreur  totale  commise 
sur  le  quotient  demandé  sera  donc  moindre  que 

2   ±4-±(l  4-JL^ 
*  2.9  ^  2.9  VlO*  ~  10*/ 

Je  trouverai  donc  encore  un  chiffre  de  ce  nouveau  quotient, 


—  iM-- 

et  jeteraî  ramené  à  diviser  3015S561S1  par  934584.  —  En 
raisonnanl  comme  précédemmeDt,  on  sapprimcra  ce  dernier 
chiffre  da  dîTisear  el  le  dernier  cbifl&re  du  dividende;  en  sob- 
slitoant  à  ce  dernier  quotient  celai  de  301525812  par  93458 , 
OOQS  ne  commettrons  sur  ce  quotient  qu'une  erreur  moindre 

que  - — |-  ^  ^  ,^, ,  et  admettant  que  celle  erreur  soit  en- 
^     2.9       2.9.10*'  ^ 

core  dans  le  même  sens  que  les  premières ,  Terreur  totale 

commise  sur  le  quotient  demandé  sera  donc  moindre  que 

8.9  "^  2.9  VlO^  "^  10*  "^  lOV' 

Continuons  de  la  même  manière  jusqu'au  dernier  chiffre ,  et 
l'errear  totale  ne  s'élèrera  pas  à 

2.9  ■*"  2.9\10  "^  10*  "^  10'  "^       "^  lOV"*"  2' 

car  le  dernier  quotient  ne  pouvant  être  pris  qu'à  une  demi- 
unité  près ,  cette  erreur  peut  encore  s'accumuler  avec  les 
erreurs  précédentes.  —  Si  on  observe  que 

io'*"io*"*"      *  10<^ 

sera  dans  tous  les  cas  moindre  que  la  somme  des  termes  de  la 

1       1 
progression  géométrique  décroissante  à  Finfiiii  ;7:+77^+*-m 

celte  valeur  sera  toujours  moindre  que  - ,  de  sorte  que  la 

limile  de  l'erreur  sera  6 .  ^r-r  -f  t-t  .  5  +  r-  Remarquons 

de  plos  que  barrer  successivement  5  chiffres  dans  les  restes- 
dividendes  ,  revient  à  les  barrer  immédiatement  au  divi- 
dende donné.  De  la  marche  précédente,  nous  déduirons  cette 
rtgte: 


—  2*8  — 

Quand  on  a  un  dividende  et  un  diviseur  entiers,  présentant 
un  très-grand  nombre  de  chiffres ,  si  on  ne  prend  an  diviseur 
qu'un  chiffre  de  plus  qu'il  n*y  a  au  quotient ,  et  au  dividende 
que  ce  qu'il  en  faut  pour  contenir  cette  portion  du  diviseur; 
qu'on  divise  ensuite  par  ce  dernier  nombre ,  puis  le  reste 
parce  dernier  nombre,  dont  on  a  barré  le  dernier chiffire  à 
droite ,  puis  encore  le  nouveau  reste  par  le  diviseur,  dont  on 
a  encore  barré  le  dernier  chiffre  à  droite ,  et  ainsi  de  suite, 
jusqu'à  ce  qu'on  n'ait  plus  que  deux  chiffres  au  diviseur.  LVr- 
rcur  totale  commise  sur  le  quotient  sera  moindre  que  l'unité 
divisée  par  le  double  du  premier  chiffre  a  gauche  du  diviseur, 
prise  autant  de  fois  qu'il  y  a  de  chiffres  au  quotient,  plus  le 
neuvième  de  cette  même  fraction,  plus  une  demi-unité,  en 
ayant  soin  toutefois  de  prendre  le  dernier  quotient  à  moins 
d'une  demi-unité  près.  Il  est  bien  entendu  qu'il  faudra  tou- 
jours prendre  soit  le  dividende ,  soit  chacun  des  diviseurs 
partiels,  à  moins  d'une  demi-unité  près  de  l'ordre  auquel 
on  s'arrête. 

Les  divisions  de  nombres  décimaux  se  ramenant  toujours  à 
des  divisions  de  nombres  entiers ,  on  pourra  toujours  appli- 
quer ce  dernier  théorème.  Yoici  donc  ce  qu'il  faudra  faire 
dans  la  pratique  :  on  cherchera  d'abord  le  nombre  des  chiffres 
du  quotient ,  ce  qui  se  fera  en  reculant  la  virgule  vers  la 
droite  au  diviseur,  jusqu'à  ce  qu'on  arrive  A  le  rendre  plus 
grand  que  le  dividende,  et  comptant  le  nombre  de  rangs 
qu'on  a  fait  parcourir  à  la  virgule  ;  on  calculera  la  limite  de 
l'erreur  que  donnera  la  division  abrégée  a^  moyen  de  la  for- 
mule précédente  ;  si  cette  erreur  est  moindre  que  1,  on  peut 
opérer  immédiatement  ;  si  elle  surpasse  une  unité  ^  alors  on 
calculera  un  chiffre  de  plus  au  quotient ,  en  rendant  le  divi- 
dende 10  fois  plus  grand  et  appliquant  la  même  méthode  ;  ai 
elle  surpasse  10  unités,  ou  calculera  encore  un  chiffre  de 
plus ,  et  ainsi  de  suite. 


-  Îi9  — 

3*  Veat-ou ,  par  exemple ,  trouver,  à  moins  de  0<D,0Oi , 
le  diamètre  d'une  circonrérence  dont  la  longueur  est 
850,45382913;  on  sait  qu'il  faut  diviser  85,45382913  par 
le  nombre  ic  =  3,141 5926535...  Il  y  a  deux  chiffres  à  la  par 
lie  entière  da  quotient ,  et  comme  on  demande  des  millimè- 
tres, il  y  a  donc  5  cbiflhres  au  quotient.  La  limite  est  donc 

111  3 

^^i  +  rr  +  ô»  cequiesl  moindre  que   .  Ainsi ,  en  di- 

6        51'        2  2 

visant,  d'après  notre  méthode,  8545382,913  par  314159,26... 

3 
onaorait  le  qaotieni  demandé  à  moins  de  -  millimètres  près 

enplasou  en  moins.  H  faudra  donc  calculer  un  chiffre  de 
plus  pdhr  avoir  l'approximation  exigée,  c'est-à-dire  qu'il 
faudra  diviser  ici  85i53829,13  par  3141592,6...  Et  l'erreur 
n'atteindra  pas  deux  unités  du  dernier  ordre  i  on  suppri- 
mera alors  le  dernier  chiffre ,  et  on  aura  l'approximation 
demandée.  Voici  h  tableau  des  calculs  : 


85,45383 

â2  62197 

63084 

252 


272008 


Le  quotient  est  donc  compris  entre  27",2006  ci  27'',20i0, 
sans  pouvoir  atteindre  ni  Tune  ni  l'autre  limite;  donc  il  sera 
â7",201.  L'erreur  est  en  plus  et  moindre  qu'un  demi-milli- 
mètre. 

Si  le  diviseur  contenait  moins  de  chiffirea  que  le  quotient, 
on  ferait  la  division  régulière  jusqu'à  ce  qu*il  ne  restât  plus 
à  trouver  aa  quotient  qu*un  nombre  de  chiffres  ^al  au  nom- 
bre des  chiffres  du  diviseur  moins  un  ou  moins  deux,  selon  les 
cas,  et  ce  serait  à  cette  dernière  portion  du  quotient  que  l'on 
appliquerait  notre  méthode  d'approximation. 
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SUR  LA  DIVISION , 
le$  $xir actions  ie$  racines  carrées  et  cubiques ,  abrégées. 


docteur  es  sciences,   professeur  à  l'École  d'artillerie  el  «q  collège  royat 

de  Strasbourg. 


«Il  serait  à  désirer  qu'on  eût  une  théorie  analytique 
toutes  les  approximations  (abréyiations?)  usitées  en  arithmé- 
tique ,  surtout  pour  celles  de  Fourier  et  de  M.  Guy.  » 

Cette  note ,  que  je  copie ,  page  131,  des  jénnales ,  est  au 
moins,  quant  à  la  dernière  partie,  le  produit  d*un  lapsus 
memariœ;  car  je  vous  ai  donné  une  théorie  analytique  de  la 
division  abrégée ,  avec  une  règle  plus  simple  et  plus  com- 
plète que  celle  de  M.  Guy  (t.  lY,  p.  348  et  658),  et  je  l'ai 
démontrée  analytiquement.  Quant  à  la  méthode  de  Fourier^ 
je  Tai  discutée  dans  mon  Arithmétique ,  page  106  (â*édit.). 
Or  il  n^est  même  pas  besoin  d'une  seconde  démonstration , 
car  avec  un  peu  d'attention  on  reconnaît  que  la  méthode  de 
Fourier  et  la  méthode  ancienne  ne  dîBèrent  que  par  Tordre 
dans  lequel  on  y  retranche  les  produits  partiels ,  de  sorte 
que  la  même  règle  leur  est  applicable ,  et  cette  règle ,  la 
Yoid  : 

Décomposez  le  diviseur  en  deux  branches ,  de  façon  que 
celle  de  gauche  soit  la  plus  petite  possible,  tout  en  ne  sur- 
passant pas  la  somme  des  chiffres  de  celle  de  droite  ;  tous  ces 
chiffres  de  droite  pourront  être  soccessiyement  négligés  dans 
les  deux  méthodes  :  la  partie  de  gauche  formera  le  diviêeur 
désigné ieFoùTïeTj  et  le  dernier  diviseur  de  Tautre  méthode  ; 
le  qnotient  obtenu  sera  exact  à  une  unité  près  ;  mais  on  ne 
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sait  s'il  est  approché  en  plus  oq  en  moins.  En  cherchant  un 
chiffre  de  plus  (avec  les  précautions  convenables  prises  dès 
le  commencement),  on  lèvera  presque  toujours  le  doute. 

Puisque  nous  en  sommes  sur  ce  chapitre,  je  vais  aussi 
compléter  la  méthode  abrégée  pour  la  recherche  des  i^ydnes 
carrées  et  cnbiqaes.  Pour  la  racine  carrée,  si  la  première 
tranche  est  an  moins  25,  on  peut  déterminer  par  la  division 
cnitoni  de  chiffres  qu'on  en  a  déjà  obtenus  (*},  sinon  un  de 
moins.  Donc ,  ou  cherchera ,  selon  le  cas ,  les  deux  ou  les 
trois  premiers  chiffres  par  le  procédé  ordinaire;  puis  on  en 
déterminera  deux  nouveaux  par  la  division.  Du  reste  de  la 
division  on  retranche  le  carré  du  quotient ,  et  on  détermine 
quatre  nouveaux  chiffres  par  la  division,  puis  huit  nouveaux 
diifires. 

Racine  cubique.  Aussitôt  qu'on  a  trouvé  n-j-  1  chiffres, 
on  peut  en  trouver  n  par  la  division.  Cet  énoncé  contrarie  la 
règle  ordinaire,  maïs  il  est  vrai; 

Soit  a  la  partie  trouvée  à  la  racine,  jc  la  partie  inconnue, 
xétant  <  10*,  mais  ayant  n  chiffres,  la  racine  est  10*.a+x, 
son  cube  10^*a^ -{- ,  etc.,  et  le  reste,  après  que  a  est 
trouvé , 

R  =  3.iO'*a»''jr  +  3  10*.a*a*x*  +  x\ 

R^ 
3.10'*.a' 

soit  q  le  quotient ,  r  le  reste  de  ladivisiou  de  R  par  3 10*"a'*, 
il  vient  -. 

et  pour  que  ^  soit  la  valeur  de  a:  à  une  unité  près ,  il  sufflt 
que  3.10'*.a"*>  3.10*.aV+  x\ 


d'où  x  =  ;;  ,^,n  ,w  —  etc.. 


O  Ceci  «ti  aiici  facile  à  prouver  pour  que  je  ne  m'y  arréle  pas. 


—  S5Î  — 


oaqae  «    _«..__  __>o, 


"•"  10"  V      *        3  ' 


et  comme  dans  co  trinôme  relatif  à  a  les  radiies  sont  réellfs, 
il  8affitN|ue  a  soit  >>  la  plus  grande  racine,  laquelle  est 

le  radical  est 

<  V  TT  +  T'U+lj' 

doue  il  safiU  qae 

et  comme  x<^i(f^  il  suflBt  qae 


Si  donc  00  obtieot  à  la  racine  100 ,  on  continuera  jusqu'à 

ce  qu'on  trouye  un  cbiffire  significatif;  il  n'y  a  aucun  motif 
pour  abréger  cette  partie  de  l'opération  ;  sinon,  après  avoir 
trouvé  3  cbifiDreSy  on  détermine  les  2  suivants  par  la  divi- 
sion; on  retranche  ce  qu'il  faut,  et  on  détermine  les  6  sui- 
vants par  la  division ,  etc. 
Quant  au  sens  du  quotient  9,  il  est  clair  que 

q  sera  >  x,  si  a.iO'^a'^y  +  3.10*aY  H-  î^  >  '•» 
q  <j:,  si  id.  </•» 

^  =  j:,  si  id  =  r. 

NaU.  J'attache  trop  d'importance  aux  travaux  de  mon 
savant  coDégue  pour  avoir  oublié  qu'en  1845  il  a  enrichi  les 
IfduveUei  Annales  d'une  méthode  abrégée  de  division ,  fon- 
dée sur  des  considérations  analytiques  ;  mais  je  n*ai  pas  ou- 
blié non  plus  que  cette  méthode  n'est  pas  celle  de  M.  Guys  : 
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il  est  donc  toajoun  à  désirer  qa'on  donne  aoe  base  aoaly- 
tiqae  à  cette  dernière  métliode  ainsi  qn'aux  eitractions  de 
rranea  alirégées  en  général,  (f^.  t.  lY,  p.  561.)        Tm. 


SOLUTION  DU  PROBLÈME  1U  (p.  167), 

9AÊL  m.  OVSTATX  OVFFftST, 
Elève  de  l'insUlutieD  Barbet. 


Dans  un  triangle  dont  la  base  est  donnée  de  grandeur  et 
de  position,  et  dont  la  différence  des  deux  antres  côtés  diri- 
sée  par  la  médiane  intermédiaire  est  égale  à  t/2,  le  flommet 
mobile  décrit  une  lemniscate  de  Bemoulli ,  qui  est  aussi  une 
caasinolde. 

ScHt  AB  =  2d  ifig.  39)  la  longueur  donnée,  G  le  miUeu 

de  AB ,  et  AMB  un  des  triangles.  On  a  d'abord  ^  d'après  Té- 

noBicé  : 

AM— BM  =  MC|/2^ 

maison  a  en  outre  la  relatioa: 

ÂjiP  +  MB*  =  2MC*+2rf'. 

Ëleirant  au  carré  la  première ,  et  ajoutant  à  chaque  membre 
de  la  deuxième  la  quantité  2AM.MB ,  on  a  : 

(AM  — BM)'  =  2MC*. 

(AM  +  BM)'  =  2MC*  +  2iP+  2AM.MB. 

Retranchant  membre  à  membre,  on  a  enfin  -. 

AM.MB  =  te. 

Ce  qui  montre  que  le  produit  dies  distances  d'un  point  qpel- 
eaoqoe  da  Uea  aux  deux  points  fixes  A  et  B  esl  une  quantité 


—  a»  — 

coDttante ,  propriété  qai  caractérise  la  caaiiiiolde  oa  ledioiii 
toriques  (Comte,  Géoméirie  analytique,  p.  69)  ;  de  plus ,  h 
quantité  constante  étant  ^ale  à  d%  la  courbe  aura  une  forme 
lemniscoïdâ  (*]. 

On  peut  d'ailleurs  se  proposer  de  déterminer  directement 
le  lieu  des  sommets  de  tous  les  triangles  ;  prenant  pour  p6le 
le  point  C ,  pour  axe  polaire  la  ligne  AB ,  on  aura  les  rda- 
ttons  : 

AM  =  V/p*+^  +  24co8w, 

MB  =  \/p*-\'d'  —  2dpCM(ù; 
d'où 

V/^+p"  +  2i^pcos»—  ydr  ^p*  —  2dp  coat»  =  pKï, 
d'où  on  tire,  toute  réduction  faite  : 

pî=  ±  d  k'âcosaw, 

équation  de  la  lemniscate  de  BemouUi. 

Pour  wrsO,  j'ai  f=±dl^2.  Tobtiens  ainsi  les  deux  points 
D,  ly,  en  admettant  les  Taleurs  négatives  ;  a»  croissant  de 
0  à  45^  La  valeur  de  p  va  en  diminuant  depuis  ^1/2  jus- 
qu'à 0.  J'obtiens  ainsi  les  deux  axes ,  CD,  CD'.  Cherchons 
le  point  le  plus  éloi^é  de  Taxe  polaire  ;  soit  M  ce  point, 
on  a  : 

MP  =  p  sin  tt  =  <£\/2  hin' u)G0s2  01 
=  rf  J^{1  —  cos  2w)  cos  2w. 

Pour  que  celte  expression  soit  maximum ,  il  faut  que  Ton 
ait  :  cos2  M=  t  —  cos  2  w, 


(*)  Le  plan  touchant  inlérieorement  le  tore ,  et  parallèlement  à  ton  aie,  coep* 
le  tore  suivant  anecajsinotde;  les  autres  plans  parallèles  à  l'axe  nedonnciti 
pas  des  sections  casiinoTdes  ;  ce  qui  est  évident  pour  un  plan  méridien.  Les  sae- 
tioni  4trienn«Bt  dmii  eereles ,  dont  le  système  n'etl  p«i  une  ca«inoïdt.   Tn. 


d'où  cos  2ii  =  - . 

2 

Et  cette  yalenr  maximum  est  éeale  à  -  ^. 

Oo  verrait  fadlemeot  que  la  valeur  de  f ,  qui  eorreipoud 
à  cette  valeur  de  2»  est  p  =  <f  ;  j'obtiendrai  donc  ainsj  les 
points  maximum. 

Pour  toutes  les  valeurs  de  w  comprises  entre  45  et  135*, 
P  est  imaginaire  pour  les  valeurs  comprises  entre  1 35  et  180. 
J'obtiens  les  deux  arcs  CM'IX,  CM'"D.  Cette  discussion  suffit 
pour  montrer  que  la  courbe  est  bien  une  lemniscate. 

Note.  M.  Drot  nous  a  adressé  depuis  une  solution  de  la 
même  question,  en  ne  faisant  usage  que  de  coordonnées  rec- 
tangulaires. 


SECONDE  SOLUTION  DU  PROBLÈME  107  (Y.  p.  187), 


éléTe  en  tpécialet. 


Soient  O  et  O"  (/I9.  33)  les  deux  sphères. 

On  sait  trouver  les  deux  rayons  R ,  R',  et  les  extrémités 
A,  B,  A',  B'  d'un  diamètre  sur  chacune  des  surfaces  sphé- 
riques  j  je  mesure  les  droites  AA',  AB',  BA',  BB'$  je  trace  alor» 
sur  le  papier  le  triangle  ABB'  dont  je  connais  les  trois  côtés» 
et  la  médiane  B'O  se  trouve  ainsi  déterminée  ;  de  même  j'ai 
l'autre  médiane  A'O;  donc  le  triangle  A'B'O  est  connu  par 
ses  trois  cùtés ,  et  la  médiane  00'  est  la  distance  demandée. 

ObtervaHam.  Connaissant  les  six  arêtes  d'un  tétraèdre,, 
on  peut  construire  géométriquement  le  rayon  de  la  sphère^ 
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cîrooDscritc  :  prenant  quatre  points  sur  la  surface  sphërique, 
leurs  distances  mutuelles  sont  les  six  aréies  connues  d'un 
tétraèdre.  On  en  déduit  le  rayon  de  la  sphère,  maison 
abrège  la  constniclion  en  prenant  trois  aréies  égales 
(Y.  Lionnet,  Géométrie,  liy.  III,  prob.  1). 

Noie,  Un  élève  qui  signe  C.  S.  de  l'institution  Barbet , 
résout  le  même  problème  en  faisant  usage  d'un  point  situé 
hors  des  deux  sphères;  ce  qui  amène  une  construction  moins 
simple  que  la  précédente.  Tm. 


SOLUTION  DU  PROBLÈME  112  (p.  333), 


FAa  X.  B&OT, 

admissible  à  l'École  normale. 


Problème  112.  SoientM  un  point  pris  sur  une  courbe  plane, 
et  N  un  point  sur  la  tangente  en  M  à  la  courbe;  par  N  me- 
nons une  sécante  sous  un  angle  donné  ;  et  soit  P  un  des 
points  d'intersection  avec  la  courbe  ;  prenons  sur  la  sécante 
un  point  Q  sur  le  prolongement  de  NP,  tel  que  l'on  ait 

NQ  s=  -rrrj-  ;  qucl  est  le  lieu  du  point  Q,  N  se  mouvant  sur 

la  tangente?  et  déterminer  >a  position  du  point  Q  lorsque  N 
se  confond  avec  M  ? 

Sohiiion  Soity(ar,^)  =  0  la  courbe  plane  donnée ,  et  de 
degré  m ,  que  je  supposerai  rapportée  au  point  M  comme  ori- 
gine, Taxe  des  x  étant  la  tangente  donnée,  et  l'axe  dcs^  étant 
parallèle  à  la  direction  constante  de  la  sécante  NPQ.  De  cette 
façon,  l'équation  /(jtr,^)  =  0  ne  contiendra  ni  terme  tout 
connu ,  ni  terme  du  premier  degré  en  x  seul ,  puisque  la 
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coarbe  passe  par  l'origine,  et  que,  pour  ^  a  0,  son  équatiou 
doil  donner  pour  x  deux  valeurs  égales  à  0. 

Actuellement  si  j'appelle  x'  et  y^  les  coordonnées  du 
point  Q,  on  doit  avoir  j:'"  =  NP.7';  NP  sera  donné  par 
les  valeurs  de  y  de  f[x^y)  =  0  quand  on  aura  remplacé 
dans  cette  équation  x  par  x*  ;  mais  ces  valeurs  de  y  étant , 

d'après  Ténoncé,  égales  à  — ; ,  il  est  évident  que  l'équation 
cbercbée  sera /(or',  — ^j  =0,  ou,  en  supprimant  les  ac- 
cent»/(  x,  —  1  =  0,  ce  qui  revient  en  dernière  analyse ,  à 

X* 

remplacer  dans  l'équation  proposée  y  par  ~.   Les  termes 

en  X  seul  de  cette  opération  étant  au  moins  da  deuxième  de- 
gré, elle  pourra  être  divisée  par  x\  et  sera  du  degré  âm — â, 
et  en  faisant  ensuite  x  =  0,  on  obtiendra  le  point  Q  dans  la 
position  limite  où  il  sera  lorsque  le  point  N  se  confond  avec 
le  point  M  ;  et  MQ  est  alors  le  rayon  de  courbure  lorsque  les 
axes  sont  rectangulaires. 

Appliquons  ce  qui  vient  d'être  dit  à  Téquation  du  deuiième 
degré  ;  ky*  +  ^yx  +  Q»af  +  D^  =  0.  Si  l'on  y  remplace^ 


x" 


par  — ,qae  l'on  divise  par  x%  el  que  l'on  chasse  les  dénomi- 
nateurs, il  vient  Ax"-}-  B-2^^+  Cr'-f-  D^=0,  équation  d'une 
courbe  de  même  espèce  que  la  première ,  et  tangente  à  l'axe 
des  X  au  point  M.  Pour  le  cercle ,  où  C  =  A,  on  retrouve 
le  même  cercle,  ce  qui  est  conforme  à  un  théorème  de  géo- 
métrie. Quand  le  point  N  se  confond  avec  le  point  M,  il  faut 

D 

faire  j:=s  0  dans  l'équation  cherchée,  ce  qui  donne  j^= — -p;, 

rayon  de  courbure  lorsque  les  axes  sont  rectangulaires. 
Note.  C'est  cette  méthode,  due  à  Maclaurin,  dontM.  Dupin 


s'est  serTî  dans  ses  développemmUidegéaméirie  pour  coastmire 
les  rayons  de  coorbores  des  coniques ,  el  on  sait  le  boaa 
parti  que  l'excellent  géomètre  a  tiré  de  cette  méthode.    Tm. 


SOLUTION  DU  PROBLÈME  104  (t.  IV,  p.  560) 

V A&  X.  B&OVSTS , 

Elève  au  Collège  royel  milf  taire. 


Soit  A  la  ligne  totale  ;  a, ,  a. ,  a, ,....  ^^  les  segments;  S,  V. 
la  surface  et  le  volume  du  polyèdre  donné;  5,,  v,;  «.,  t^.,  etc., 
les  valeurs  analc^ues  pour  les  polyèdres  segmentaires  :  on 
aura ,  d'après  la  similitude , 

ç==  Y1OU-—  =— ,     _  =  --  etc.; 
SA"       ^/s       A'  |/s       ^ 

donc 
donc 

donc 

V  =  [»V;;.-j.|^7.+|>^.+  +  k^T]»    c.  Q.  F.  D. 

Dans  cette  dernière  question ,  il  me  semble  que  l'énoncé 
n'eat  pu  oomplet  -,  on  m  qiéciGe  pas  que  les  polyèdres  seg;- 


meotairfs  soient  semblables  aa  polyèdre  doDoé  ;  et  cependant 
on  met  la  condition  que  les  segments  soient  homologues  à  la 
droile  font  entière.  J'ai  cru  la  similitude  supposée,  et*le 
théorème  se  trouve  vrai. 


JB 


NOTE  SUR  L'EXPRESSION  — . 


Un  élève  en  élémentaires  du  collège  de  Marseille  fait  l'ob- 
jection suivante:  la  bissectrice  extérimre  de  l'angle  d'un 
triangle  divise  le  côté  opposé  en  deux  segments  90u»traei\ft 
respectivement  proportionnels  aux  côtés  adjacents;  or, 
lorsque  le  triangle  devient  isocèle ,  ces  deux  segments  de- 
viennent infinis  et  les  deux  côtés  adjacents  sont  égaui  ^  on 


0  • 

a  donc  ---  :=  i ,  et  cependant  r::  =  -  quantité  indéterminée. 


R^fùfue  :  l'expressioB  —  est  ifmoeni  indéterminée ,  mais 

oc 

pas  constamment.  Soit  un  triangle  ABC  ;  prolongeons  AB  et 
AC  indéfiniment ,  et  supposons  que  le  côté  BC  s'éloigne  du 
sommet  A  sans  changer  de  direction  j  les  deux  autres  côtés  du 
triangle  deviennent  infiniment  grands ,  et  conservent  pour- 

AB 
tant  le  rapport  fini  ^r  y  ^*^^  ^  qu'on  écrit  par  Téqualion 

Au 


AB 

—  =  -7;,  et  «  AB  =»  AC ,  on  a  —  =  t  ; 

Ati 


0      AB 
si  BG  s'approchait  sans  cesse  de  A ,  on  aurait  enfin  7  =  rr;  > 

en  général  - — — -  devient  —  lorsque  a:  =  pc  ;  et  toutefois 

%l3U  ^T"_  C  OC 


—        a   0  .  .    .  ^   .      .     .     smj: 

alors — =  -;  -  peut  même  devenir  infini  ;amsi-- se 

ft'  0  "^  '         I— cosx 
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réduit  à  -  en  faisant  j:  =  0,  et  toulefois  dans  ce  cas  -  = 
0  '  0 

Une  branche  de  l'analyse,  nommée  calaU  infiniUiinuU  a 

même  poar  but  unique  de  décooTrir  les  vaienrs  détermméei 

que  prennent  les  expressions  qoi  se  présentent  sons  la  fonne 

0 
de  •-  et  d'en  découvrir  les  diverses  propriétés.        Tm. 


ËCIAIRGISSEMENT 
Sur  le  problême  deprobabilUé  de  la  page  218. 


On  a  demandé  ce  que  signifie  l'expression  valeur  totale 
de  la  blancheur  (p.  219)  ;  c'est  ce  qu'on  désigne  sous  le  nom 
d'espérance  mathématique.  Supposons  que  chaque  bille  blan* 
che  vaille  1  franc }  au  commencement  l'urne  A  a  pour  valeur 
certaine  it^francs;  au  bout  de  la  première  seconde,  sa  valeur 
certaine  est  de  n — 1  francs  ;  et  aa  bout  de  t  secondes,  sa  va- 
leur probable  est  t  (p.  220)  {F'oir  Laplace,  Prob.^  p.  301).  Tm. 


SOLUTION  DU  PROBLÈME  SUR  L'AXE  RADICAL 

(t.  II ,  p.  327  )  ; 


f 

élère  en  spéciales. 


Etant  données  deux  circonférences  dans  le  même  pian  : 
A  un  point  sur  la  première  circonférence ,  et  B  un  point  sur 
la  seconde  ;  trouver  sur  Taxe  radical  des  deux  circonfé* 
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fences  un  point  C,  tel  qa*en  menant  les  sécantes  CA,  GB , 
elles  coupent  les  circonférences  en  deux  points  D,E ,  de  ma- 
nière que  la  droite  DE  soit  à  angle  droit  sur  Taie  radical. 

Je  Tais  d'abord  déterminer  le  lieu  des  points  tels  qu'en  les 
joignant  à  deux  points  fixes ,  la  différence  des  angles  des 
lignes  de  jonction  ayec  la  droite  fixe  soit  donnée. 

Je  prends  pour  axes  de  coordonnées  la  droite  fixe  AB 
ifig.  31) ,  et  la  perpendiculaire  à  cette  droite  élevée  par  le 
milieu  O  :  si  G  est  un  des  points  du  lieu ,  nous  devons  avoir  : 

GBA— GAB=:»; 
d'oà 

8r 

tg  CAB  =  — 7^;  substituant  dans  la  valeur  de  tg6>,  il  vient  : 


2r  2r 


a — 2  j:        a-{-2x 
^g"  = TT^ = 


Sxy 


1+Iï 


4^  a-— 4jc'  -I-  4^* 


et  «  en  chassant  le  dénominateur  et  ordonnant  : 

tg  w  4 

Le  lieu  cbercbé  est  donc  une  hyperbole  équilatère ,  ayant 
son  centre  au  milieu  de  la  droite  fixe. 

Pour  résoudre  le  problème ,  remarquons  que  la  ligne  des 
centres  étant  parallèle  à  DE  {fig*  32),  l'angle  que  fait  DE  avec 
la  droite  AB  qui  }oint  les  deux  points  est  donné  :  appelons  w 
son  supplément. 

JDians  le  triangle  ADF ,  nous  avons  A  -f-  D  ss  o> ,  mais  le 
point  C  étant  sur  l'axe  radical ,  le  quadrilatère  DEAB  est 
ÎAScriptible  et  partant 


donc 

A— B=— i80+«=«'. 

Le  point  G  appartient  donc  au  lieu  précédent  : 

etrintersection  de  cette  hyperbole  équilatère  a?ec  l'axe  ra- 
dical donnera  le  point  cherché. 

Note.  C'est  ane  propriété  connue  de  l'hyperbole  équila- 
tère ,  que  dans  le  triangle  formé  par  deux  cordes  supplé- 
mentaires et  Taxe  focal ,  la  différence  des  angles  à  Taxe  est 
constante  j  la  somme  est  constante  dans  le  cercle. 

L'énoncé  peut  être  ainsi  généralisé  :  Inscrire  dans  un 
cercle  donné  un  quadrilatère  ABCD  ;  les  sommets  adjacents 
A ,  B  sont  donnés  ;  le  côté  CD  est  donné  de  direction  ;  Tin- 
terseclion  des  côtés  AC  »  BD  est  sur  une  ligne  donnée  ;  si 
cette  ligne  est  droite ,  le  problème  est  toujours  susceptible 
d'une  solution  géométrique. 

Rectification.  Le  lieu  géométrique  de  la  page  136  est  de 
M.  Jules  Binder,  élève  en  spéciales;  il  a  été  mis  par  mé- 
garde  sous  le  nom  de  M.  Mention ,  qui  m'a  indiqué  cette 
rectiflcation. 


ANNONCE. 


Mémoire  de  Maihéinaêique,  par  R.  Cbadvkt,  Docteur  es 
sciences.  Marseille,  1846,  in-8*,  de  120 pages. 
On  en  rendra  compte. 


khélâsât  al  hisâb, 


ou 


Estence  du  ealeul  de  Behâ-eddin  Mohammed  ben  iU^HoecUn 

al^Aamouli, 

Traduit  d'après  la  Tenidn  allemaDde  de  NMselmann  publiée  k  Berlin  en  184S , 


t 

Soldat  au  7i«  régiment  de  ligne. 


PREFACE. 

Od  sait  que  les  premiers  algébristes  européens  durent  les 
éléments  de  leur  science  aux  Arabes,  mais  nous  ne  possé- 
dons ,  que  je  sache ,  aucun  ouvrage  français  qui  traite  de  la 
nature ,  de  l'étendue  et  de  l'origine  de  l'algèbre  de  nos  insti- 
tuteurs. Aucun  extrait,  aucune  traduction  de  leurs  ouvrages 
mathématiques  n'ont  été  livrés  à  l'impression.  C'est  l'inten- 
tion de  remédier,  .bien  imparfaitement  sans  doute,  à  cette 
pénurie  complète  de  documents  sur  cette  matière,  ou  plutôt 
de  signaler  cette  pénurie  même ,  qui  m'a  déterminé  à  faire 
paraître  le  présent  opuscule. 

Le  KhéUuat  al  Hieàb  (Essence  du  Calcul  )  jouit  d'une  ré- 
putation considérable  dans  la  Perse  et  dans  l'Inde  ;  on  le  re- 
garde comme  le  traité  par  excellence ,  et  c'est  même  à  peu 
près  le  seul  que  Ion  y  enseigne.  Bref  et  concis ,  il  nous  pré- 
sente en  outre  un  avantage  important  pour  l'histoire  de  la 
science  ;  car  on  y  trouve  indiquées  les  limites  des  connais- 
sances algébriques  au  temps  de  Tauteur. 


1 

r 
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Cet  ouvrage  fat  composé  par  Bkh4-bddih  Mohammed  bin  ll 
HosAiN,  AL  Aahodli  ,  quî ,  suivant  le  biographe  Nizam-eddhi 
Ahmed,  naquit  à  Baalbec^  dans  le  mois  d'Hîlhaj  ,  953Hijri, 
et  mourut  à  Isfahan ,  on  Shawàl  1031  -,  c'est-à-dire  que  l'an* 
née  de  sa  naissance  est  Tan  1547  de  notre  ère,  et  celle  de  sa 
mort,  Fan  1622.  Nous  pouvons  ajouter  que  notre  auteur  est 
Syrien  de  naissance  ;  car  Baalbec  et  Aatnoul  sont  deux  villes 
de  Syrie;  la  première,  l'ancienne  Béliapolis^  dans  le  pa* 
chalic  d'Acre ,  la  seconde ,  dans  celui  de  Damas. 

D'après  l'orientaliste  anglais  Strachet,  et  son  ami ,  le  sa- 
vant Indien  Makjlawi  Rousbeim  Ali,  Beha-eddin  est  aussi 
l'auteur  d'un  grand  nombre  d'écrits  sur  la  religion ,  les  lois, 
la  grammaire,  etc.;  d'un  traité  de  l'astrolabe,  et  d'un  ou- 
vrage sur  l'astronomie.  Outre  l'algèbre  déjà  citée,  il  en  com- 
mença une  autre  plus  étendue,  le  ^d^r  a/ Msab  (l'Océan 
de  Calculs),  qui  ne  fut  probablement  jamais  finie ,  car  sui- 
vant Maulawi  Roushen  Ali  ,  les  commentateurs  s'accordent 
à  dire  qu'elle  n'existe  pas. 

.  Il  n'y  a  aucune  raison  pour  croire  que  les  Arabes  conna- 
rent  jamais  plus  d'algèbre  que  n'en  comporte  l'ouvrage  de 
Beha-eddin;  car  longtemps  avant  lui  la  science  était  parve- 
nue à  toute  sa  hauteur.  Nous  pourrons  donc ,  par  le  Khéla- 
sot  al  Hisàb^  nous  faire  une  idée  de  la  nature  et  de  l'étendue 
des  connaissances  algébriques  des  Arabes ,  et  ceci  me  porte 
à  espérer  qu'une  traduction  fidèle  et  littérale  ne  sera  pas 
tout  à  fait  indigne  de  l'intérêt  des  savants  indulgents  qui  ont 
bien  voulu  m'encourager  et  s'intéresser  à  moi ,  qui  n'avais 
que  zèle  et  gratitude. 

Ariiitidc  Marre. 
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Aa  nom  de  Dieu,  dément  et  miséricordieax. 

Noos  te  bénissons ,  toi ,  dont  aocim  nombre  ne  limite  la 
somme  des  gr Aces ,  et  dont  les  divisions  répétées  sans  fin  ne 
oondnisent  à  aacone  fin  ;  noos  prions  poor  notre  Seigneur 
MoHAiiif  u>  »  TEIa ,  et  ponr  sa  famille ,  principalement  pour 
les  quatre  membres  liés  entre  eux  (1),  les  possesseurs  du 
manteau  de  aouTeraineté  (3).  Ceci  fait ,  alors  (osera  se  nom- 
mer) celui  qai  est  pauvre  en  comparaison  do  Dieu  le  Riche, 

BlBà-lDU»    MOBAMIIBO ,    filS   dC  HOSAÏN  ,    d'AàHOUL  ;     pUÎSSC 

Dieu  le  Tré^-Haut  ne  lui  laisser  dire  que  ce  qui  sera  vrai  au 
jour  ou  compte  sera  rendu. 

11  dit  :  Quant  à  Tarithmêtique ,  on  sait  combien  sa  suh- 
stanoe  est  sublime ,  combien  son  rang  est  éminent  *  ses  pro- 
Uèmes  élégants,  ses  démonstrations  solides;  on  sait  que 
beaucoup  do  sciences  ont  besoin  d'elle ,  et  que  dans  une  mal- 
titude  innombrable  d'affaires  on  en  fait  usage.  Ceci  est  un 
traité  qm  embrasse  ses  éléments  les  plus  nécessaires,  et 
réunit  dans  ses  cjiapitres  et  sections  (e  qu'elle  a  de  plus  im- 
portant. Ce  traité  renferme  en  outre  d'élégants  artifices  choi- 
sis parmi  ceux  qui  constituent  l'essence  des  ouvrages  des  an  - 
ciens  auteurs,  et,  élaboré  d'après  ces  bases  distinguées,  il 
servira  de  direction  aux  auteurs  à  venir.  Je  lui  ai  donné  le 
oom  i'Eitenee  du  Calcul ,  et  lai  partagé  en  une  introduc- 
tion et  dix  chapitres. 

INTRODUCTION. 
• 
L'arilhmétique  est  une  science  qui  apprend  à  trouver  des 
Donbres  inconnus  en  vertu  de  connaissances  spéciales  ;  son 
objet  est  le  nombre  ;  et  attendu  que  celui-ci ,  comme  on  le 
dit,  se  manifeste  dans  la  matière,  par  ce  motif  on  compte 
ririlhmétique  parmi  les  sciences  abstraites.  Toutefois  les 
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opinions  sont  partagées  là-dessos.  Saiyant  les  uns,  le  nombic 
est  ane  collection ,  qui  peut  se  rédaîre  à  Tnnité ,  ainsi  qa*à 
ce  qui  est  composé  avec  cette  dernière;  d'après  œtte  défini- 
tion ,  Tunilé  est  comprise  dans  le  nombre.  Suivant  d'autres, 
le  nombre  est  la  demi-somme  de  ses  deux  limites  ;  alon 
l'unité  est  exclue  ;  on  s'est  efforcé  cependant  de  l'y  introduire, 
en  prenant  pour  limite  inférieure  une  fraction.  La  vérité  est 
que  l'unité  n'est  pas  un  nombre,  bien  que  les  nombres  soient 

* 

formés  avec  elle,  de  même  que  la  substance  simple,  confor- 
mément à  ceux  qui  admettent  une  tdie  substance,  n'est  nulle- 
ment un  corps ,  bien  que  les  corps  soient  formés  avec  elle. 

Le  nombre  est  absolu ,  et  alors  il  se  nomme  nombre  m- 
iier,  ou  bien  il  se  rapporte  à  une  unité  adoptée  ;  il  se  nomme 
alors  fraction,  et  cette  unité ,  son  dénominateur.  Si  le  nom- 
bre absolu  est  exprimable  avec  les  neuf  chiffres,  on  s'il  a  une 
racine  carrée,  on  l'appelle  articulé  ;  sinon  >  on  l'appelle 
muet  (3).  Si  le  nombre  articulé  est  égal  à  la  somme  de  ses  di- 
viseurs f  il  s'appelle  parfait  ^  est-il  plus  petit ,  il  s'appelle  sur- 
abondant f  est-il  plus  grand ,  il  s'appelle  défectueux. 

Le  nombre  a  trois  ordres  primitifs  :  unités ,  dizaines  et 
centaines  ;  les  nombres  plus  élevés  qui  dépassent  ces  limites^ 
et  il  y  en  a  une  infinité ,  peuvent  néanmoins  se  ramener  à  ces 
ordres  primitifs.  Les  savants  hindous  ont,  à  cet  effet,  in- 
venté  les  neuf  caractères  connus  (4). 

CHAPITRE  PREMIER. 

LE  CALCUL  DES  NOMBRES  ENTIERS. 

Joindre  un  nombre  à  un  autre ,  s'appelle  adâiiionner;  l'en 
retrancher,  soustraire  ;  le  répéter  une  fois ,  do/ubler  ;  et  plu- 
sieurs fois,  suivant  le  nombre  d'unités  contenues  dans  un  an- 
tre  nombre ,  multiplier  ;  le  partager  en  denx  parties  égales, 
démidierf  en  plusieurs  parties  ^ales ,  suivant  le  nombre 
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d'anités  d'an  antre  nombre ,  dwiser  ;  produire  le  nombre  par 
le  moyen  dnqnel  un  cairé  s'est  formé ,  se  nomme  extraire 
la  racine  carrée.  Nous  distribuons  ces  opérations  dans  des 
sections  distinctes. 

PREKIÈRE  SECTION.. 

Addition, 

Écris  les  deux  nombres  l'un  sous  l'autre ,  et  commence , 
à  partir  de  la  main  droite ,  à  ajouter  chaque  chiffre  à  son  cor- 
respondant; en  r^lte-t-il  un  nombre  plus  petit  quedix , 
alors  écris-le  au-dessous;  pour  un  nombre  plus  grand,  son 
excès;  pour  dix ,  un  zéro  \  dans  ces  deux  derniers  cas ,  pour 
la  dizaine  retiens  dans  ta  peoÈsée  une  unité ,  afin  de  l'a* 
jonter  aux  nombres  de  l'ordre  suivant,  ou  bien  écrîs-la  à 
côté  de  l'ordre  précédent,. si  ces  nombres  n'existent  pas,  ou 
dans  cet  ordre  même.  Tout  chiffre  qui  n'a  pas  de  correspon- 
dant ,  place-le  tel  qu'il  est  dans  le  rang  delà  somme.  Voici  le 
tableau  : 

.  20372 
7656 


28028 

Mais  s'il  y  a  plusieurs  rangs  de  nombres,  écris -lés  les  uns 
sons  les  autres,  ordre  par  ordre,  et  commence  par  la  droite, 
en  retenant  dans  ta  pensée,  pour  chaque  dizaine,  un,e  unité, 
ainsi  que  tu  l'as  appris.  Voici  le  tableau  : 

72373 

3318 

514 


76205 


Apprends  que  la  diip/iealion  est  proprement  l'addition  de 
deux  nombres  égaux ,  seulement  tu  n'as  pas  besoin  d'écrire 
deax  fois  le  même  nombre,  mais  tu  ajoutes  chaque  chiffre  à 


Ini-otéme,  oobudc  In  ferais  Àe  son  comtpCHiduil.  Voici  le 


353073 
504U6 

Tn  peaz ,  dans  cesopératiODS ,  commencer  aussi  par  la 
gauche  ;  seolemenl  il  le  raut«Dsaite  biffer,  crariger  el  tirer 
des  lignes ,  ce  qui  est  une  complication  sans  olilité.  Le  la- 
Uean  est  comme  ci-dessons  : 


DUPUCITION. 


b     3      T  s  i 

4      1  T  s 

I  «  5 

&    T     »  0  e 

s      0  1 


Saches  qae  l'on  appelle-^oiance  [5)d'Qn  nombre  ce  qui 
reste  quand  on  en  Ate  nenf  aotant  de  fois  que  postible.  Alors  la 
preuve  de  l'addition  el  de  la  duplication  consiste  en  ceci,  que 
l'on  additionne  les  balances  des  n(»nbres  additionnés ,  et  que 
l'on  double  la  balance  du  nombre  doiAléi  pnis  l'on  prend  ta 
balance  de  la  somme.  HaÏDlenant  y  a-t-îl  différence  arecla 
balance  du  résultat,  c'est  que  le  calcul  est  faux. 

DBUXIBHB  SECTION. 

Démidiation. 

Commence  par  la  gauche  ,  et  au-dessons  de  chaque  chiflre 

pose  sa  moitié ,  s'il  est  pair,  et  le  nombre  entier  compris  dans 

sa  moitié  s'il  est  impair,  en  même  temps  que  ponr  la  IHlc- 

linn  tu  retiens  cinq  dans  la  pensée,  poar  l'ajoalo*  à  la  moitié 


da  chiflire  précédent,  si  c'est  an  nombre diflérpnt  de  Tanité  ; 
mais  est-ce  un  on  zéro ,  alors  ta  poses  le  cinq  aa-dessoas. 
Après  avoir  parooara  le  rang ,  oonserves-ta  ane  fraction  ? 
alors  poor  l'indiqaer  écris  an  demi  ;  ainsi  : 

8730313  ^ 
0 

b365156  1 

2 

Ta  peax  également  commencer  par  la  droite ,  en  écrivant^ 
cntr«  des  lignes ,  comme  ci-dessons  : 


1 

8 

1 

6. 
3 

5 

2 

4. 
2 

6 

s 

7 

La  preuve  consiste  en  ceci ,  que  l'on  doable  la  balance  de 
b  moitié ,  et  qae de  ce  résaltai  on  prend  encore  la  balance; 
est-il  diflCèreni  de  là, balance  da  nombre  démidié?  c'est  qae 
lé  caleal  est  faox. 

TaOISlÊHB  SBCTION. 

■ 

Smuiraefion. 

• 

Ordonne  les  deax  nombres  comme  précédemment ,  corn»» 
mence  par  la  droite , .  enlève  chaque  cbiffire  de  celoi  placé 
au-dessus,  et  pose  le  reste  sous  la  ligne  horizontale.  N'y  a-t-fl 
aacun  reste?  mets  on  zéro.  La  sonstraction  n'ést-elle  pas 
possible?  alors  prends  one  unité  des  dizaines  voisines,  fais 
alors  la  soustraction ,  et  écris  le  reste.  Mais  si-  la  place  des 
dizaines  est  vide ,  alors  ta  prends  anx  centaines  one  onité 
qoi,  par  rapport  aux  dizaines,  signifie  dix;  tu  en  laisses 
neuf  à  cette  place,  ta  procèdes  avec  Fonité  comme  tu  as^ 
appris,  et  tu  pousses  l'opération  josqu'aù  bout  ;  ainsi  : 


370753 

29S72 


Ta  peui  encore  commencer  par  la  gaocbe;  ainsi  : 


La  preiiTe  consiste  en  ceci ,  qne  l'on  retranche  la  balance  do 
aon^tre  à  soagtraire  de  la  batance  da  nombre  dont  on  son»- 
Irait ,  ri  cela  eit  possible  ;  sinon ,  oo  ajoute  neuf  à  ce  dernier 
nombre ,  et  l'on  soustrait.  Si  ce  reste  difKre  de  la  balanct  du 
reste,  c'est  que  le  calcul  est  faux. 

QUATRIÊIIB  SECTION. 

Jltitltiplicatùm. 

Ceci  est  la  recherche  d'an  nombre  tel ,  que  son  rapport  a 
Vun  des  mnlliplicatears  soit  le  même  que  celui  qui  eiiite 
entre  l'unilé  et  l'autre  multiplicateur  j  d'où  il  suit  que 
l'unité  n'a  aucune  infiaence  dans  la  malliplicalion.  II  se  pré- 
sente ici  trois  cas,  on  c'est  un  nombre  ample  à  molliplier 
'  par  au  nombre  simple  (G),  ou  on  stmjife  par  un  compote,  on 
an  eott^osê  par  un  composé. 

Dans  le  premier  cas,  on  a  :  soit  desuntf^  par  des  taûtét, 
■oit  des  uniléi  par  des  non-unités,  ou  des  non-unités  par  «les 
non-unités.  Co  qui  concerne  la  première  subdivision  parle 
de  soi-même.  Dans  les  deux  autres,  an  contraire,  réd\ûs 
les  non-uni(és  en  unités  de  même  nom-  Ensuite  multiplie 


—  271  - 

ces  onilés  entre  elles  et  retiens  le  produit;  puis  additionne 
les  noodires  qui  représentent  les  ordres  des  deux  facleors, 
retrandie  wè  de  la  somme ,  et  élève  le  produit  à  Tordre 
inarqué  par  ce  reste.  Si  tu  dois,  par  exemple,  multi- 
plier 30  par  40,  alors  tu  places  t2  à  l'ordre  des  centaines , 
puisque  le  nombre  des  ordres  est  quatre,  et  que  le  troisième 
ordre  est  l'ordre  des  centaines  ;  as-tu  40  à  multiplier  par  ^jOO? 
alors  tu  places  âO  à  l'ordre  des  mille,  car  la  somme  des 
nombres  des  ordres  est  cinq  (7). 

Les  deuxième  et  troisième  cas  se  ramènent  au  premier»  si 
Ton  décompose  le  nombre  composé  en  ses  simples.  Multiplie 
ensoile  les  nombres  simples  chacun  à  chacun  et  additionne 
les  résolfais. 

11  y  a  des  régies  élégantes  pour  la  multiplication  qui 
ooqdniaent  à  la  solution  de  problèmes  intéressants. 

Bégle  pour  deux  nombres  entre  cinq  et  dix  :  Prends 
l'un  des  facteurs  dix  fois  et  du  résultat  retranche  le  produit 
de  ce  facteur  par  le  complément  à  dix  de  l'autre  facteur. 
Soit  à  multipVee  8  par  9  ;  nous  retranchons  de  90  le  produit 
de  9  par  2  ;  le  reste  est  72. 

Une  antre  règle  (S)  :  Additionne  les  deux  facteurs  et  con* 
sidère  comme  dizaines  l'excès  de  cette  sooMne  sur  dix  ;  au 
résultat  ajoute  le  produit  des  compiémenis  -à  dix  de  diaque 
facteur.  Soit  à  multiplier  8  par  7  ;  nous  ajoutons  à  50  le  pro- 
doit de  2  par  3^ 

Règle  pour  la  multiplication  d'unités  par  un  nombre  oom- 
pris  entre  dix  et  vingt  :  Additionne  les  deux  facteurs ,  consi- 
dère comme  diaines  l'excès. de  la  somme  sur  dix;  de  ce 
résultat  retranche  le  produit  des  différences  avec  dix^  des 
deux  nombres  proposés.  Soit  à  multiplier  8  par  14 ,  nous 
retranchons  de  120  le  produit  de  2  par  i. 

Règle  pour  la  multiplication  de  deux  nombres  '  compris  . 
l'on  et  l'autre  entre  dix  et  vingt  :  Ajoule  les  unités  de  l'un  . 


^ 
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avec  l'autre  tout  entier,  considère  la  somme  comme  des 
dizaines  ;  à  ceci  ajoute  le  produit  des  noités  par  les  unités. 
Par  exemple,  pour  multiplier  12  par  13,  nous  ajoutons  à 
150  six. 

Règle  :  S'il  te  faut  multifflier  un  nombre  quelconque  par  5, 
on  50,  ou  500,  prends  sa  moitié  dix  fois,  on  cent  fois,  ou 
mHIe  fois,  et  prends  ponr  la  fraction  la  moitié  de  ce  que  tu  as 
pris  pour  le  nombre  entier.  Par  exemple,  16  multiplié  par  5 
donne  80,  ou  17  par  50  donne  850. 

Règle  pour  la  multiplication  d'un  nombre  entre  dix  et 
vingt  pai[  un  nombre  composé  entre  vingt  et  eenit  :  Multiplie 
les  unités  du  plus  petit  par  les  dizaines  du  plus  grand,  ajoute 
au  produit  le  plu9  grand  nombre,  considère  la  somme  comme 
des  dizaines ,  et  à  ce  résultat  ajoute  le  produit  des  unités  par 
les  unités.  Soit  à  multiplier  12  par  26  ;  tu  ajoutes  4  à  26,  tu 
considères  30  oonome  autant  de  dizaines,  tu  Onis  ropération  « 
et  il  Tient  312. 

Règle  :  SU  te  faut  multiplier  un  nombre  quelconque  par 
15,  ou  150,  ou  1500,  augmente-le  de  sa  moitié,  et  prends  le 
résultat  dix  fois,  ou  cent  fois,  ou  mille  fois,  et  pour  la  firac- 
tion  prends  la  moitié  de  ce  que  tu  as  pris  pour  le  nombre 
entier.  Ainsi,  24  multiplié  par  15  donne  360,  25  multiplié 
par  150  donne  3750. 

(9)  Règle  pour  la  multiplication  de  deux  nombres  entre 
ioingt  et  cent  ayant  même  chiBrc  de  dizaines  -.  Ajoute  à 
Tun  des  facteurs  les  unités. de  l'autre,  multiplie  la  somme 
par  le  chiffre  des  dizaines,  considère  le  produit  comme  des 
dizaines,  et  augroente-Ie-du  produit  des  unités  par  les  unités. 
Exemple  :  pour  multiplier  23  par  25,  tu  multiplies  28  par  2, 
tu  appelles  le  produit  56  dizaines,  tu  appliques  complètement 
la  règle,  et  alors  il  yient  575. 

Règle  pour  deux  nombres  entre  ^ingt  et  cent  avec  des 
dizaines  en  nombre  différent  :  Multiplie  les  dizaines  du  plus 
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petit  nombre  par  le  plas  grand  toat  entier,  ajoute  an  réanltai 
k  prodnit  des  onités  du  plus  petit  nombre  par  les  diiaines 
du  plus  grand,  considère  cette  somme  comme  autant  de 
dizaines,  et  joins-lui  le  prodoit  des  unités  par  les  unités.  Par 
exemple ,  pour  multiplier  23  par  34 ,  ajoute  à  68  neuf ,  et  à 
770  dou^. 

Règle  pour  deux  nombres  inégaux ,  dont  la  demi  somme 
est  un  nombre  entier  ;  additionne-les ,  multiplie  leur  demi- 
somme  par  elle-même  et  retranche  du  résultat  le  carré  de 
leur  demi-diflérence.  Soit  à  multiplier  24  par  86;  de  900 
retranche  le  carré  de  la  demi- différence  des  nombres,  lequel 
est  36,  alors  il  reste  864.  * 

Régie  :  Qudtfuefois  la  multiplication  devient  plus  facile, 
parce  que  Ton  divise  l'un  des  facteurs  par  le  plus  petit 
nombre  de  l'ordre  supérieur,  que  Fou  multiplie  l'autre  fac- 
teur par  le  quotient ,  et  que  l'on  répète  le  résultat  aifti 
obtenu  un  nombre  de  fois  indiqué  par  le  diviseur  adopté , 
afin  de  donner  à  la  fraction  sa  valeur.  Ainsi ,  soit  à  multi- 
plier S5  par  là;  divise  le  premier  nombre  par  100,  le  qoo- 
tient  est  un  quart;  maintenant  prends  un  quart  de  IS  et 
multiplie-le  par  100 ,  ou  bien  25  par  13,  le  quart  de  13  est 
un  quart ,  et  le  résultat  325. 

Régie  :  Quelquefois  la  multiplication  devient  plus  facile, 
si  tu  doubles  un  des  facteurs  une  et  plusieurs  fois,  si  tu  demi- 
dies  l'autre  de  la  même  manière,  et  si  tu  multiplies  l'un  par 
l'autre  les  deux  résultats.  Soit  25  à  multiplier  par  16  ;  si  tu 
doubles  maintenant  le  premier  nombre  deux  fois  et  si  tu 
démidies  le  second  le  même  nombre  de  fois ,  cela  se  réduit 
alors  à  multiplier  4  par  100.  Gela  est  tout  à  fait  évident. 

Éetairememeni.  —  Mais  ci  les  chiffres  sont  nombreux  et 
que  l'opération  devienne  difficile ,  tâche  alors  de  t'aider  de 
récriture.  Dois- tu,  par  «atemple,  multiplier  un  nombre 
simple  par  un  nombre  composé,  écris-les  ;  ensuite  multiplie 
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par  le  chMbre  do  nombre  simple  le  nombre  da  premier  rang, 
et  pose  au-dessous  les  unités  do  produit  ;  quant  aux  dizaines, 
oonserve-les  comme  autant  d'unités  dans  ta  pensée,  pour  les 
ajouter  au  produit  du  rang  suivant,  si  toutefois  il  s'y  trouve 
un  nombre.  S'y  trouve-t-il ,  au  contraire ,  un  zéro  ?  alors, 
éoris  ce  nombre  de  dizaines  au-dessous.  Obtiens*-tu  un  pro- 
duit n'ayant  pas  d'unités?  mets  un  zéro,  et  pour  diaque 
dizaine  retiens  une  unité  dans  ta  pensée  ;  procède  avec  elles 
comme  tu  as  appris.  Multiplies-tu  par  zéro  ?  écris  un  zéro. 
Enfin,  si  des  zéros  s'adjoignent  après  le  nombre  simple, 
écris-les  à  droite,  à  la  suite  du  produit.  Exemple  :  5  à  multi- 
plier par  le  nombre  62043 ,  le  tableau  de  l'opération  est 
comme  ci-niessous  : 


5 


62043 
*  310215 

Et  si  c'eût  été  500,  alors  tu  aurais  dû ,  à  la  droite  du  produit, 
adjoindre  deux  zéros,  ainsi  :  31021500. 

Mais  si  tu  as  an  nombre  composé  à  mul  iiplier  par  un  nombre 
composé,  il  y  a  d'autres,  méthodes,  telles  que  celles  du  réseau^ 
de  la  ceinture^  du  vis^à-vis  et  autres  ;  mais  la  plus  connue  est 
celle  du  réseau.  Trace  une  figure  à  quatre  côtés  et  divise-la 
en  carrés ,  et  chaque  carré  en  deux  triangles ,  un  supérieur 
et  un  inférieur,  par  le  moyen  de  diagonales,  comme  tu  le 
verras  tout  d'abord  $  ensuite  place  l'un  des  facteurs  au-dessus 
de  la  figure,  diaque  chiffre  sur  un  carré,  et  l'autre  à  la 
gaudie,  les  unités  en  bas,  au-dessus  d'elles  les  dizaines, 
ensuite  les' centaines,  et  ainsi  de  suite.  Après  cela,  multiplie 
les  chiffra  séparément,  chacun  à  chacun ,  et  pose  le  produit 
dans  le  carré  ;  s'il  s'y  rencontre  deux  chiffres,  les  unités  dans 
le  triangle  inférieur,  les  dizaines  dans  le  supérieur,  et  laisse 
vides  les  carrés  auprès  desquels  est  placé  un  zéro.  Maintenant. 


—  «6  — 

Umi  étaot  rempli ,  mets  alors ,  sans  y  rien  dianger  sons  la 
figore,  ce  qni  se  trouve  dans  le  pr^Bîer  triangle  en  bas  à 
droite  ;  s'il  est  vide,  mets  nn  zéro  ;  c'est  là  le  premier  chiflfire 
da  produit  ;  ensuite  additionne  ce  qui  se  trouve  compris 
entre  deux  transversales  et  pose  le  résultat  à  gauche  du 
précédent;  si  l'espace  est  vide,  mets  un  zéro,  absolument 
comme  dans  l'addition.  Par  exemple  si  nous  voulons  multi* 
plier  62374  par  207,  Toici  Je  tableau  de  l'opération  (10)  : 

6  2  3  14 


t  l  S  1  i  4  18 

La  preuve  consiste  en  ceci ,  que  Ton  multiplie  les  balances 
des  deux  facteurs  l'an  par  l'autre  ;  si  la  balance  de  ce  pro- 
duit diffère  de  celle  du  résultat  obtenu ,  c'est  que  le  calcul 
est  faux. 

CINQUIÈME  SECTION. 

Division. 

Ceci  est  la  recherche  d'un  nombre  qui  ait  avec  Tunité  le 
même  rapport  que  le  dividende  avec  le  diviseur-,  ainsi,  c'est 
l'inverse  de  la  multiplication.  L'affaire  ici  consiste  donc  en 
ce  que  l'on  cherche  un  nombre  dont  le  produit  par  le  divi- 
seur est  égal  au  dividende,  ou  est  moindre  que  celui-ci  d*un 
nombre  plus  petit  que  n'est  le  diviseur. 

Si  le  produit  mentionné  est  égal  au  dividende ,  alors  le 
nombre  trouvé  se  nomme  le  quotient  ;  et  s'il  est  plus  petit, 
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de  la  manière  énoncée ,  donne  à  la  diflérenoe  le  dlTiseor 
ponr  dénominateur  y  alors  cette  fraction,  jointe  au  nombre 
entier,  est  le  quotient. 

Si  les  nombres  sont  grands ,  trace  une  table  arec  autant 
de  bandes  que  le  dividende  a  de  places  \  mets  celles-ci  entre 
les  lignes ,  le  diTiseur  en  bas ,  de  telle  sorte  que  les  chiffres 
de  la  plus  haute  espèce  soient  plaeés  Tun  sous  l'autre, 
tà  le  diviseur  n^est  pas  plus  grand  que  les  chifres  du  divi- 
dende qui  lui  correspondent  ;  sll  en  est  ainsi,  mets  le  divi- 
seur au-dessous  ;  dans  le  cas  contraire,  niets-le  de  façon  qu'il 
soit  placé  sous  Tavant-dehiier  chiffre  du  dividende  (H). 
Ensuite  cherche  le  plus  grand  nombre  parmi  les  unités  dont 
le  produit  par  chacun  des  chiffres  du  diviseur  puisse  se  sous- 
traire des  chiffe  du  dividende  qui  se  trouvent  précisément 
au-dessus  d'eux-,  ou  peut-être  à  gauche,  et  pose  le  reste  sous 
une  ligne  de  séparation.  As-tu  trouvé  un  pareil  nombre? 
18    4    10    alors  mets-le  au-dessus  de  la  table,  à 

la  place  qui  corr^pond  au  premier 
chiffre  du  diviseur,  et  procède  avec 
lui  comme  tu  as  appris.  Ensuite  avance 
le  diviseur  d'an  rang  à  droite,  ou  ce 
qui  reste  du  dividende  d'un  rang  à 
gauche,  après  que  tu  as  tiré  une  ligne 
horizontale.  Ensuite  cherche  de  non- 
veau  le  plus  grand  nombre ,  comme 
auparavant ,  et  pose-le  à  droite  du 
premier  et  procède  avec  lui  comme 
tu  as  appris.  Ne  peut-il  se  trouva 
aucun  nombre  de  cette  espèce ,  alors 
pose  un  zéro  et  avance  à  droite, 
comme  précédemment ,  successive- 
ment d'un  rang  jusqu'à  ce  qu'enfin  l'ordre  le  plus  faible  da 
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diviseur  soit  placé  sons  l'ordre  le  plos  faible  do  dividende; 
eosuite  c'est  ce  qui  est  placé  an-dessos  de  la  table  qui  est 
le  qaotient.  S'il  reste  quelque  chose  da  dividende ,  alors 
c'est  nne  fraction  dont  le  dénomioateur  est  le  diviseur.  Par 
exemple  le  noaibre975741  doit-il  être  divisé  par  le  nombre  53, 
alors  le  quotient  est  18410,  comme  nombre  entier»  et  11  de 
13  parties,  si  53  est  pris  comme  unité.  Le  tableau  est  ci-contre. 
La  preuve  consiste  en  ceci ,  que  l'on  multiplie  la  balance 
du  quotient  par  la  balance  du  diviseur,  et  qu'à  cela  on  ajoute 
la  balance  du  reste,  s'il  en  existe  un  ;  la  balance  de  cette 
somme  est*elle  différente  de  la  balance  du  dividende?  alors 
le  calcul  est  défectueux. 

SIXIÈME  SECTION. 

Extraction  de  la  racmeearrée.  * 

La  quantité  que  Ton  multiplie  par  elle-même  s'appelle 
Racine  en  arithmétique ,  Côté  en  géométrie ,  et  shaï  (Chose) 
en  algèbre.  L%  résultat  s'appelle  carré.  Si  le  nombre  est 
petit,  la  recherche  de  la  racine  carrée  n'exige  aucun 
effort  d'esprit ,  dès  qu'il  est  rationnel  ;  est-il  irrationnel  ? 
retrauches-en  le  carré  qui  en  approche  le  plui,  et  donne  au 
reste ,  pour  dénominateur.,  le  double  de  la  racine  du  carré 
soustrait  aqgmenté  de  l'unité;  c'est  la  racine  du  carré  sons- 
trait  jointe  à  cette  fraction  qui  est  la  racine  carrée  par  approxi- 
mation du  nombre  donné  (1â)i 

Mais  s'il  est  grand ,  alors  place-le  au  dedans  d'une  table , 
comme  le  dividende ,  et  marque  les  rangs  de  deux  en  doux  ; 
ensuite  cherche  le  plus  grand  nombre  parmi  les  unités ,  de 
sorte  que,  si  tu  soustrais  son  carré  du  chiffre  situé  au-des- 
sous de  la  première  marque  et  de  celui  qui  le  précède  (situé 
à  sa  gauche),  il  y  ait  un  reste  nul  ou  moindre  que  le  carré 
soustrait  (13).  As-tu  trouvé  un  pareil  nombre?  alors  place- 
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le  en  baat  et  en  bas  à  nne  cfislanoe  déterminée  ;  multiplie 
^         g         g    ensuite  le  sopérieur  par  rinférieur,  et 

met8  le  produit  sons  le  nomlve  dont 
la  racine  carré  est  demandée,  de  telle 
sorte  que  ses  unités  soient  placées  sous 
le  multiplicattour  ;  soustrais  le  produit 
de  ce  qui  se  trouve  aurdeasns  et  à 
gauche ,  et  écris  le  reste  au-dessous , 
après  que  tu  as  tiré  une  ligne  de  s^- 
ration.  Après  cela,  additionne  le  nonk- 
bre  écrit  en  haut  avec  celui  écrit  en 
bas,  et  écris  la  somme  en  bas  en  avan- 
çant d'un  rang  à  droite.  Ensuite  cher- 
che de  nouveau  le  plus  grand  nombre,  tel  que,  si  tu  l'as 
écrit  en  haut-,  à  la  seconde. marque  et  aussi  en  bas,  son 
produit ,  par  tout  le  nombre  inrérieur,  puisse  se  soustraire 
de  celui  qui  se  trouve  au-dessus  et  à  gauche  ;  ce  nombre 
est-il  trouvé?  alors  procède  avec  lui  comme  tu  as  appris, 
additionne  le  nombre  d'en  haut  avec  celui  d'eff  bas ,  et  avance 
ce  qui  se  trouve  en  bas  d'un  rang  à  droite.  Mais  un  semblable 
nombre  ne  peut-il  se  trouver  ?  alors  pose  en  haut,  à  la  marque 
et  en  bas  un  zéro,  et  avance  d'un  rang.  Procède  de  même, 
jusqu'à  ce  que  tu  sois  à  la  fin ,  alors  ce  qui  est  écrit  en  haut 
est  la  racine  carrée,  et,  s'il  n'est  demeuré  aucun  reste  sous 
les  lignes  de  séparation,  alors  le  nombre  est  un  carré  ration- 
nel ;  y  a-t-il  un  reste,  alors  il  est  carré  irrationnel  ^  et  ce  reste 
est  une  fraction  dont  on  trouve  le  dénominateur  si  on  addi- 
tionne, avec  ce  qui  se  trouve  en  bas,  ce  qui  est  en  haut,  à  c6té 
de  la  dernière  marque  joint  à  l'unité.  Exemple  :  nous  vou- 
lons extraire  la  racine  carrée  de  ce  nombre  128172,  nous 
opérons  comme  nous  avons  dit,  et  ensuite  le  tableau  est 
comme  ci- dessus.  Sous  les  lignes  de  séparation ,  il  est  resté  8, 
et  c'est  une  fraction  dont  le  dénominateur  est  formé ,  si  o  n 
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additionne  ayee  ce  qui  se  trouve  en  bas,  ce  qai  se  tronte  eii 
liaatà  la  dernière  marqne,  joint  à  Funité,  et  c'est  717. 

La  prenve  consiste  en  ceci ,  qne  Ton  carre  la  balance  du 
lésoltat,  et  qu'on  Ini  ajoute  la  balance  du  reste  s'il  y  en  a  un. 
Maintenant  la  balance  de  cette  somme  diffôre-t-ellede  la  ba* 
lance  du  nombre  donné ,  alors  le  calcul  est  faux. 

SECOND  CHAPITRE. 

CALCUL  DBS  FRACTIONS, 

ConUnaint  trois  préliminaires  et  six  sections, 

PREMIER  PRÉLIMINAIRE. 

• 

Si  deux  certains  nombres  autres  que  l'unité  sont  égaux,  on 
les  nomme  :  ideniiqtAes  ;  un  autre  cas  est  celui  où  le  plus  petit 
mesure  le  plus  grand,  on  les  nomme  alors  nombres  aUquo- 
tes;  un  autre  cas  encore  est  celui  où  un  troisième  nombre  les 
mesure  tous  les  deux,  alors  on  les  nomme  congruents,  et 
la  fraction  dont  le  dénominateur  est  ce  troisième  nombre , 
8%ppelle  ieur  congmence  ;  si  cela  n'a  pas  lieu,  on  les  nomme 
alors  hétérogènes.  L'identité  est  une  chose  claire  par  elle* 
même  ;  on  reconnaît  les  autres  états  de  corrélation  de  deux 
nombres,  si  Ton  divise  le  plus  graud  par  le  plus  petit  ;  il  n'y 
a  pas  de  reste,  alors  ils  soDt  aliquotes  ;  s'il  y  a  un  reste, 
nous  divisons  le  diviseur  par  le  reste,  et  ainsi  de  suite,  jus- 
qu'à ce  qu'on  ne  trouve  plus  aucun  reste  ]  alors  les  nombres 
sont  eongruents,  et  le  dernier  diviseur  est  leur  plus  grand 
commun  diviseur  ;  mais  si  l'on  parvient  à  l'unité ,  comme 
reste ,  alors  ils  sont  bétérogènes.  De  plus  la  fraction  est  ou 
articulée  (14) ,  et  ce  sont  les  neuf  (  premières  )  fractions 
connues,  ou  muettes,  qu'il  n'est  possible  d'exprimer  qu'à 
l'aide  d'une  circonlocution.  De  pins ,  Chacune  d'elles  est 
on  simple,  comme  un  tiers,  un  onzième^  ou  multiple  comme 
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deux  tiers,  deux  onziènnes»  oa  dc^paidoiOey  comme  un  demi  d*  u  n 
sixième ,  un  onzième  d'nn  treizième ,  ou  campoiée ,  comme  un 
tiers  et  un  demi,  un  onzième  et  un  treizième. 

Si  tu  yeux  écrire  une  fraction ,  écris-la  ainsi  :  quand  elle 
est  jointe  à  un  nombre  entier,  celui-ci  tout  en  haut ,  et  la 
fraction  au-dessous ,  le  numérateur  sur  le  dénominateur  ; 
dans  le  cas  contraire ,  mets  un  zéro  à  sa  place.  On  unit  les 
fractions  composées  par  le  mot  et  et  les  fractions  dépen* 

1 

dantes ,  avec  le  mot  de.  Ainsi  Ton  écrit  :  un  et  deux  tiers  2  ; 

3 

0 
la  moitié  de  cinq  sixièmes  1  ;    deux   cinquièmes   et   trois 
quarts  :  2 

5 

6 
0      0  0  0 

^  et  3  ;  un  onzième  d*un  treizième  1  de    1 . 
5      4  11        13 

DEUXIÈHE  PRÉLIMINAIRE. 

Le  dénominateur  d'une  fraction  est  le  plus  petit  nombre 
qui  en  fasse  un  nombre  entier.  Le  dénominateur  d'une  frac- 
tion simple,  frappe  lés  yeux,  et  n'est  pas  diff&rent  du  dé- 
nominateur d'une  fraction  multiple.  Le  dénominatair  d'une 
fraction  dépendante  est  le  produit  des  dénominateurs  de 
ses  fractions  simples.  Quant  à  la  fraction  composée ,  com- 
pare les  dénominateurs  de  ses  deux  fractions  ;  sont-ils 
des  nombres  hétérogènes  multiplie -les  l'un  par  l'au- 
tre; sont- ils  CQngruents,  alors  multiplie  la  oongruenoe 
de  chacun  d'eux  par  l'autre  ;  sont-ils  aliquotes ,  alors  con- 
tente-toi du  plus  grand  ;  ensuite  compare  le  résultat  ayec  le 
dénominateur  de  la  troisième  fraction  ^  et  procède  comme 
tu  as  appris,  et  ainsi  de  suite  ;  le  résultat  est  le  dénominateur 
cherché.  Yeux-tu  par  exemple  le  dénominateur  commun  des 
neuf  premières  fractions,  multiplie  2  par  3,  puisqu'ils  sont 
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hélérogènos,  le  résultat  par  la  moitié  de  4,  paisqa'ici  il  y  a 
congraencc  ;  le  résultat  par  5,  à  cause  de  rhétérogéuéilé  ; 
ma»  6  se  trouve  dans  le  résultat,  contente-toi  donc  de  cel  ui-ci , 
et  matliplie-le  par  7,  à  cause  de  l'hétérogénéité,  et  le  résul- 
tat par  un  quart  de  8,  puis  celui-là  par  un  tiers  de  9,  à  cause 
de  la  congmence  ;  10  se  trouve  dans  le  résultat  qui  est  2520  ; 
sois-en  donc  satisfait  ;  c'est  en  effet  le  dénominateur  demandé. 

Addition.  Tu  peux  aussi  comparer  tout  ensemble  les  dé- 
nominateurs des  fractions  simples.  Ceux  d'entre  eux  qui  sont 
compris  dans  un  autre,  passe  pardessus,  et  contente-toi  du 
plus  grand  ;  pour  ceux  qui  sont  congrumls  avec  un  autre, 
substitue  leur  congruence ,  et  procède  de  même  avec  cette 
conçruenccy  jusqu'à  ce  que  les  dénominateurs  soient  réduits  à 
l'hétérogénéité;  ensuite  multiplie*lcs  les  uns  par  les  autres; 
le  produit  est  la  quantité  demandée.  Dans  l'exemple,  efface 
2,  3,  4  et  5  poisqn'ib  se  trouvent  dans  les  dénominateurs 
suivants;  6  est  eongruent  avec  8 ,  suivant  un  demi,  en  con- 
séquence substilue-lui  sa  moitié  ;  mais  celle-ci  se  trouve  dans 
9,  fibce-la  donc;  8  est  eongruent  avec  10,  suivant  un  demi  ; 
en  conséquence  multiplie  5  par  8,  le  produit  par  7,  et  colui-ci 
par  9,  alors  la  as  le  nombre  demandé. 

Focëfte  (1 5).  On  obtient  le  dénominateur  des  neuf  fractions, 
si  on  multiplie  les  jours  du  mois  par  le  nombre  des  mois,  ei 
ce  produit  par  les  jours  de  la  semaine.  Ou  bien  si  on  forme 
un  produit  de  ceux  de  ces  dénominateurs  qui  contiennent  la 
lettre  :  Ain.  Le  maître  des  iidélos,  Au  (salut  à  lui  !  ),  interrogé 
là-dessus,  répondit  :  multiplie  les  jours  de  la  semaine  par  les 
jours  de  rannéo. 

TROISIÈME  PRÉLIMINAIRE. 

TraniformaHon  des  fractions  métangées  en  fractions  impures 

et  réciproquement. 

La  transformation  d'une  fraction  mélangée  on  une  rmpnre, 

À^lll.  ttRMtTIlfiVAT.  V.  11^ 
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consiste  en  ceci ,  qae  Toq  fait  d'uo  nombre  entier  une  frac- 
tion ayant  le  dénominatenr  d'une  fraction  donnée,  et  Topé- 
ration  est  celle-ci  :  si  la  réunion  d'un  nombre  entier  et  d*une 
fraction  est  donnée,  on  malliplie  le  nombre  entier  par  le  dé- 
nominateur de  la  fraction,  et  à  cela  on  ajoute  le  numérateur. 
Ainsi  la  transformation  de  2  un  quart  donne  9  quarts  ;  la  con- 
.  version  de  6  trois  cinquièmes  égale  33  cinquièmes  et  la  con- 
version de  4  un  vingt  et  unième  égale  85  vingt  et  unièmes. 

La  transformation  d'une  fraction  impure  en  une  mélangée, 
consiste  en  ceci  que  Ton  fait  d'une  fraction  un  nombre  en- 
tier. Si  nous  avons  par  exemple  :  une  fraction  dont  le  nu- 
mérateur est  plus  grand  que  le  dénominateur,  alors  noua  le 
divisons  par  le  dénominateur  ;  en  suite  le  quotient  est  un 
nombre  entier,  et  le  reste  une  fraction  avec  le  dénomina- 
teur. Ainsi  la  résolution  de  quinze  quarts ,  est  trois  et  trois 
quarts. 

PREMIÈRE  SECTION. 

^ddiUan  et  duplication  des  fractions» 

On  prend ,  après  le  dénominateur  rendu  commun ,  la 
somme  ou  le  double ,  et  c'est  par  lui  que  l'on  divise  le  nu- 
mérateur, si  ce  dernier  est  plus  grand  ;  s*il  est  plus  petit , 
^on  écrit  le  dénominateur  au-dessous;  s'il  lui  est  égal ,  le  ré- 
sultat est  une  unité.  Ainsi  un  demi,  un  tiers  et  un  quart  Ca- 
lent un  et  un  douzième  ;  un  sixième  et  un  tiers  c'est  un  demi  ; 
un  demi,  un  tiers  et  un  sixième  c'est  un  ;  et  le  double  de  trois 
cinquièmes  est  un  et  un  cinquième. 

DEUXlÈlfE  SECTION.  ' 

Demidiation  et  soustraction  des  fractions. 

Demidiaiion,  Si  le  numérateur  est  un  nombre  pair, 
alors  dcmidie-le  ;  si  c'est  un  nombre  impair,  alors  double 
le  dénominateur  et  écris-le  sous  le  numérateur.  Gela  est 
évident. 


—  283  - 

Sùusiraction.  Soustrais-un  numérateur  do  l'autre,  après 
qu'ils  sont  réduits  au  même  dénominateur,  et  écris  sous  ce 
reste  le  dénominateur  commun. 

Si  tu  soustrais  sinsi  un  quart  d*un  tiers,  il  reste  un 
doQzîème. 

TUOISIÈME  SECl'lON. 

Multiplication  des  fractions. 

Si  d'un  c^ôté  seulement  il  y  a  une  fraction ,  avec  ou  sans 
nombre  entier,  multiplie  lè  fraction  impure  ou  le  numérateur 
simple  par  le  nombre  entier  ;  ensuite  divise  le  produit  par  le 
dénominateur,  ou  écris  celui-ci  au-dessous  ;  si  Ton  multiplie 
deux  et  trois  cinquièmes  par  quatre,  alors  nous  divisons  le 
produit  do  la  fraction  impure  et  du  nombre  entier,  c'est-à- 
dire  52  par  5,  Il  vient  alors  10  et  deux  cinquièmes. 

Si  nous  avons  à  multiplier  3  quarts  par  7,  alors  nous  divi  • 
sons  21  par  4  ;  il  vient  alors  5  un  quart ,  et  c'esl  là  la  quantité 
demandée. 

Si  des  deux  côtés  se  trouve  une  fraction,  et  avec  chacune, 
avec  une  seule,  ou  avec  aucune,  un  nombre  entier,  alors 
mnlliplie  les  naniiérateurs  des  fractions  impures  Tun  par  Fati- 
tre,  on  bien  la  fraction  impure  par  le  numérateur  de  l'aolre, 
ou  bien  numérateur  par  numérateur,  et  que  ce  soit  là  le 
premier  résultat.  Puis  multiplie  dénominateur  par  dénomi- 
nateur, et  que  ce  soit  là  le  second  résultat.  Enfin  divise  le 
prenrier  par  celui-ci ,  on  écris  ce  dernier  comme  dénooiiiia- 
leur  sous  le  premier  ;  le  résultat  est  alors  la  quantité  de- 
mandée. Ainsi  le  produit  de  2  et  un  demi  par  3  et  un  tiers 
<*8t  8  un  tiers  ;  le  produit  de  2  un  quart  par  5  sixième»  est  1 
et  7  huitièmes,  et  de  3  quarts  par  5  septièmes,,  c'est  un  demi 
plus  un  vingt-huitième. 
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QUATRIÈME  SECTION. 

Diwsion  des  fractions. 

Ici  se  présenlent  hait  cas ,  comme  la  réflexion  Tatteste. 
Le  procédé  consiste  en  ce  qae  tu  mnltiplies  le  dividende  et 
le  divisear  par  le  dénominateur  commun ,  si  des  deux  côtés 
sont  des  fractions ,  ou  par  le  dénominateur  existant  y 
si  seulement  un  côté  renferme  une  fraction }  ensuite  tu 
divises  le  produit  du  dividende  par  le  produit  du  diviseur, 
ou  bien  tu  écris  celui-ci  comme  dénominateur  au-dessous. 
C'est  ainsi  que  si  Ton  divise  5  un  quart  par  3,  le  quotient  est 
1  trois  quarts  ;  et  inversement  si  Ton  divise  3  par  5  un  quart, 
4  septièmes;  et  deux  sixièmes  divisé  par  un  sixième  donne â, 
comme  le  montre  la  règle  de  la  division  ci-dessus  enseignée. 
Au  reste ,  c^cst  à  toi  de  recherciier  les  antres  exemples. 

CINQUIÈME  SECTION. 

Extracti(m  de  la  racine  carrée  des  fractions. 

Si  la  fraction  est  jointe  à  un  nombre  entier,  arrange-la  de 
manière  que  le  tout  devienne  une  fraction.  Ensuite,  si  le  nu- 
mérateur et  le  dénominateur  sont  articulés,  alors  divise  la 
radne  du  numérateur  par  la  racine  du  dénominateur ,  ou 
bien  donne  celle-cî  pour  dénominateur  à  celle-là.  Ainsi  la  ra- 
cine carrée  de  6  un  quart  égale  S  et  un  demi ,  et  la  racine 
carrée  de  4  neuvièmes  égale  deux  tiers.  Mab  s'ils  ne  sont  pas 
artieiMs,  alors  multiplie  le  numérateur  parle  dénominateur, 
extrais  approximativement  la  racine  carrée  du  produit  et 
divise-la  par  le  dénominateur.  Yeux -tu,  par  exemple,  ex- 
traire la  racine  carrée  de  3  et  demi ,  alors  multiplie  7  par 
âi)t  extrais  approximativement  la  racine  carrée  du  produit  ; 
elle  est  3  et  cinq  septièmes;  ensuite  divise-la  par  2  ;  il  en  ré- 
sulte 1  et  six  septièmes. 
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SIXIÈME  SECTION. 

Rédudwn  éPune  fraction  à  un  dénominateur  donné, 

m 

Multiplie  le  namératear  de  b  fractîoD  par  le  dénomina* 
teiir  auquel  on  doit  la  rédaire,  et  divise  le  produit  par  le 
déBomioatenr  primitif ,  le  qaotieot  est  le  numérateor  pour 
le  dteominalear  donné.  On  demande  combien  de  hnitièmos 
il  y  a  dnos  cinq  septièmes  ;  divise  40  par  7  $  il  en  résaltc 
5  7  hnitièiiies}  et  si  l'on  demande  combien  de  sixièmes,  alors 
la  rèpoine  est  4  f  sixièmes. 

TROISIÈME  CHAPITRE. 
sscaiacnB  de  L*iNooi<irinB  par  le  moyen  de  la  psopobtion. 

ici  le  premier  terme  se  comporte  avec  le  second  comme 
le  troisième  avec  le  quatrième ,  et  le  produit  des  termes  ex^ 
ternes  doit  èlre  égal  an  produit  des  internes ,  ainsi  qu*on  le 
démontre.  L'un  des  termes  externes  étant  inconnu,  divise 
le  produit  des  termes  internes  par  l'externe  connu  ;  si  c'est 
l'un  des  internes  qui  est  inconnu,  divise  le  produit  des 
termes  externes  par  Tinterne  connu  f  le  quotient  est  la  quan- 
tité demandée.  Les  problèmes  qui  ont  ici  leur  place ,  sont 
relatifs  soit  à  la  somme  et  à  la  différence ,  soit  à  des  aibires 
commerciales  et  choses  analogues. 

Prtmiértment,  On  peut  demander  :  quel  est  le  nombre 
qui ,  si  on  lui  ajoute  un  quart  de  sa  valeur ,  devient  trois  ? 

SohUion.  Prends  le  dénominateur  de  la  fraction,  et  donne- 
lui  le  nom  de  supporitum.  Opère  à  l'aide  de  ce  nombre  et  sui- 
vant la  question;  ce  à  quoi  tu  parviens,  nomme  le  moyen ^ 
tu  as  ainsi  trois  quantités  connues,  savoir  :  la  supposition,  le 
mojen  et  la  connue;  par  la  connue  il  faut  entendre  ce  qui  a 
été  donné  par  celui  qui  a  posé  le  problème,  quand  il  a  dit  :  cela 
devient  tel  ou  tel  nombre.  Maintenant ,  la  sufporiêiim  en  sa 
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qualité  de  premier  terme,  se  comporte  avec  le  tneyen  eu  sa 
qualité  de  second,  comme  l'inconnue,  en  sa  qualité  de  troi- 
sième', se  comporte  avec  la  connue ,  qui  est  le  quatrième. 
.  Multiplie  la  supposition  par  la  connue,  et  divise  le  produit 
par  le  moyeu  ;  de  là  résulte  Tinconnue  qui  dans  cet  exemple 
est  2  et  deux  cinquièmes. 

Secondement.  Si  Ton  posait  cette  question  :  5  livres  pour 
3  dirtioms  (16) ,  i  livres  pour  combien  ?  Ici  ô  livres  repré- 
sentant Tobjet  évaJ^é,  3  la  valeur,  les  2  livres  Tadiat  el  la 
quantité  demandée,  c'est  le  prix.  L'objetévaluéesià  la  valeur, 
comme  Tachât  est  au  prix.  Ainsi  l'inconnue  est  le  quatrième 
terme  ;  c'est  pourquoi  divise  le  produit  des  termes  internes, 
c'est-à-dire  6,  par  le  premier  terme  5.  Mais  si  l'on  demandait 
combien  de  livres  pour  2  dirhems ,  alors  l'inconnue  serait 
rachat,  et  en  même  temps  le  troisième  terme;  aussi  tu  de- 
vrais diviser  le  pn>duit  des  termes  externes ,  c'est-à-dire  10 , 
par  le  second ,  8.  De  là  on  déduit  cette  régie  -.  multiplie  la 
dernière  donnée  de  la  question  par  son  hétérogène ,  et  divise 
le  produit:par  son  homogène. 

Ge  chapitre  est  d'une  grande  utilité.  Retieos-lc  !  //  esi 
cdui  dont  on  implorerufle  secours  ! 

QUATRIÈME  CHAPITRE. 

RBCHBRCHK  DB  L  IKCOIINUE   PAR  LE  MOYEN   DE  DEDX  FAUSSES 

POSITIONS. 

Prends  pour  l'inconnue  tel  nombre  que  tu  voudras»  nomme- 
le  :  première  supposition ,  et  opère  conformémenlà  l'énoncé  ; 
s'il  le  vérifie,  c'est  lui  l'inconnue.  Mais  s'il  en  dévie  de  Vun 
ou  de  l'autre  cùté  (  en  plus  ou  en  moins  ) ,  alors  nomme  la 
différence,  première  déviation.  Ensuite  prends  un  autre 
nombre,  nommc-le  ;  seconde  supposition  j  s'il  dévie,  il  donne 
alors  la  seconde  déviation.  Après  cela ,  multiplie  la  première 
supposition  par  la  seconde  déviation ,  et  nomme  le  piçodnit 
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\e  premier  réntUat:  pais  la  seconde  supposition  par  la  pre- 
mière dévialion,  c'est  là  le  second  résultat.  Si  les  deux  dé- 
viations sont  en  même  temps  positives ,  ou  négatives,  alors 
divise  la  dilTérence  des  deux  résullats  par  la  différence  des 
deox  déviations  ;  dans  le  cas  contraire ,  divise  la  somme  des 
deux  résultats  par  la  somme  des  déviations  ;  le  quotient  est 
le  nombre  demandé. 

Oq  voudrait  savoir  quel  est  le  nombre  qui,  augmenté  des 
deux  tiers  de  sa  valeur ,  et  de  1 ,  donnera  10  ?  Voici  :  Si  lu 
prends  9 ,  la  première  déviation  est  6  ;  prends-tu  6 ,  le  se- 
conde déviation  est  1  ;  d'oùle  premicrrésultatest9,  lesecond 
36 ,  et  le  qooUent  que  tu  obtiens  si  tu  divises  la  diflerenoe  des 
résultats  par  la  différence  des  déviations  est  5  deux  cin- 
quièmes. Tel  est  le  nombre  demandé. 

On  voudrait  aussi  savoir  *.  r^uelest  le  nombre  tel  que  si  on 
loi  ajoute  un  quart  de  sa  valeur ,  si  à  cette  somme  on  ajoute 
ses  trois  cinquièmes ,  et  si  de  cette  dernière  somme  on  re- 
tranche 5,  on  retombera  sur  le  nombre  demandé  lui-même. 
'  Si  tu  prends  4,  la  déviation  est  1  par  défaut;  si  tu  prends  8, 
c'est  3  par  excès.  B'où  il  suit  que  le  quotient  5,  provenant  de 
la  division  de  la  somme  des  résultats  par  la  somme  des  dévia- 
tions est  la  quantité  cherchée. 

CINQUIÈME  CHAPITRE. 

BtCHBRCHfi   Dg    l'iNCOIHIUE    PAR   LB   MOYEN    DK   l'OPÉRATION   DE 

l'mversion. 

Ce  procédé  consiste  en  ceci ,  que  Ton  fait  le  contraire  de  ce 
que  Tinterrogateur  a  déterminé  ;  a-t-il  doublé,  demidie;  a-t- 
iladditioiiné, soustrais  ;  a-t-il multiplié,  divise,  a*t-U  extrait 
la  racine  carrée ,  élève  au  carré  ;  a-t-il  employé  l'inversion , 
renverse  de  nouveau  la  question ,  et  commence  par  la  der- 
Bicre  partie  du  problème  :  ensuite  tu  obtiens  la  solution. 
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Exemple.  On  demande  :  quel  est  le  nombre  tel  que  si  on 
le  multiplie  par  lui-même,  si  au  produit  on  ajoute  â,  ai  au 
double  de  celte  somme,  on  ajoute  3,  et  si  le  résultat  divisé 
par  5  est  ensuite  multiplié  par  10»  on  obtient  en  dernier 
lieaSO? 

Divise  ce  nombre  par  10,  multiplie  le  quotient  5  par  lui- 
même,  retranches-cn  3;  de  la  moitié  de  22  soustrais  2  ,  el 
prends  la  racine  carrée  de  9  ;  alors  c'est  cette  racine  de  9 ,  la 
réponse  à  la  question* 

On  demande  :  quel  est  le  nombre  tel  qu'augmenté  de  sa 
moitié  et  de  4,  il  fournisse  un  résultat  qui,  modifié  de  la 
même  façon  »  donne  20?  Retranche  4,  puis  de  16  son  tiers, 
puisque  au  nombre  cherché  on  a  ajouté  sa  moitié,  alors  il 
reste  10  deux  tiers  ;  retranches-en  4  ;  et  du  reste  soustrais  sou 
tiers;  il  vient  4  et  quatre  neuvièmes,  et  c'est  là  la  solotion 
(17).  Dieu  connaît  mieux  la  vérité, 

SIXIÈME  CHAPITRE. 

GtoMÉTRIB. 

Composé  d*une  iniroduetion  et  de  trois  geeUons, 

INTRODUCTION. 

La  géométrie  recherche  combien  de  fois  dans  la  grandeur 
continue  de  Fespace,  Tunité  linéaire  ou  ses  divisions  ou  ces 
deux  mesures  à  la  fois  sont  comprises,  si  c'est  une  ligne;  ou 
combien  de  fois  l'est  l'nnilé  carrée ,  si  c'est  une  surface  ;  ou 
1  unité  cubique,  si  c'est  un  corps. 

La  ligne  est  la  grandeur  d'une  dimension;  ou  la  divise  eu 
ligne  droite  qui  est  la  plus  courte  des  lignes  qui  joignent  deux 
points,  et  en  mémo  temps  celle  que  l'on  choisit,  quand  on  a 
le  libre  choix;  ses  é\x  noms  sont  connus  (17bis);  avec  une 
de  ses  pareilles,  elle  ne  renferme  aucun  espace  ;  et  en  lign9 
courbe  que  l'on  subdivise  encore  en  ligne  circulaire  qui  est 
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connue  f  el  co  courbe  non  circulaire ,  dont  nous  n'aurons  pas 
à  nous  occuper  ici. 

La  surface  esl  la  grandear  qui  n'a  pas  plus  de  deux  dimen- 
sions; elle  est  plane ,  si  les  lignes  droites  qui  sont  tirées  sur 
ellei  coïncident  avec  elle  en  chaque  point.  Est-elle  limitée 
par  nne  seule  ligne  circulaire ,  elle  s'appelle  un  cercle;  la 
ligne  qui  le  demidie ,  le  diamètre  ;  et  celle  qui  ne  le  demidie 
pas,  corde  par  rapport  aux  deux  arcs^  et  (ose  par  rapport 
aux  deux  segments  ;  est-elle  limitée  par  un  arc  et  deux  demi- 
diamètres  qui  se  coupent  au  centre ,  alors  c'est  une  échan^ 
crure ,  et  à  vrai  dire  il  y  en  a  une  grande  et  une  petite  à  la 
fois.  Si  elle  est  limitée  par  deux  arcs  dont  la  convexité  est 
tournée  d'un  même  côté,  et  tous  deux  plus  petits  que  le  demi- 
oerdc,  c'est  une  lune ,  s'ils  sont  plus  grands ,  alors  c'est  un 
fer  â  chetal  ;  si  les  deux  arcs  sont  convexes  de  côtés  diflé- 
rents ,  l'un  égal  au  demi-cercle  et  l'autre  plus  petit ,  alors 
c'est  un  myrobolan  ;  s'ils  sont  plus  grands  que  le  demi-cercle, 
c'est  un  navet.  Si  le  plan  est  limité  par  trois  lignes  droites, 
il  en  résulte  un  triangle  qui  est  équilatéralou  isocèle  ou  sca- 
lène ,  rectangle ,  obtusangle  ou  acutangle.  Si  ce  sont  quatre 
lignes  égales ,  c'est  un  carré  ^  pourvu  qu'elles  soient  mu- 
tuellement perpendiculaires ,  sinon  un  losange  ;  si  elles  sont 
inégales ,  avec  égalité  de  celles  situées  vis-à-vIs  l'une  de 
l'autre,  c'est  un  rectangle  quand  elles  sont  perpendiculaires, 
autrement  un  parallélogramme;  si  aucune  de  ces  conditions 
n'a  lieu,  alors  naissent  les  trapèzes;  certains  d'entre  eux  re- 
çoivent quelquefois  des  noms  particuliers ,  tels  que  le  tra^ 
pèze  d  une  pointe ,  d  detix pointes ,  et  le  concombre  (tS).  Si  le 
plan  est  borné  par  plus  de  quatre  côtés,  il  s'appelle  polygone; 
et  si  les  côtés  sont  égaux,  on  dit  :  un  quintile.  un  sextile^  et 
ainsi  de  suite  ;  sinon  l'on  dit  une  flgure  quinquilatère  ^  sexti- 
latèrCy  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  dix ,  dans  les  deux  espèces; 
après  cela  on  les  appelle  figure  à  onze  bases,  à  douze  bases, 
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cl  ainsi  de  suile  dans  les  deux  espèces;  quelquefois  aussi 
quelques-unes  reçoivent  des  noms  particuliers  comme  soala- 

RirORMB,  TYMPANIFORHB  ,  SPIGDL1FORME  (19). 

Le  corps  est  la  grandeur  de  trois  dimensions  ;  s'il  est  ter* 
miné  par  une  surface  telle  que  les  lignes  droites  partant  de 
son  in  térieur  sont  égales  entre  elles,  alors  c'est  une  sphère  ;  les 
cercles  qui  la  demidient  s'appellent  grands  cercles;  les 
autres,  petits  cercles,  S*H  est  renfermé  entre  six  carrés  égaux, 
alors  c'est  un  aibe.  Si  deux  cercles ,  en  même  temps  égaux 
et  paralldes ,  sont  unis  par  une  surface  telle  qu'une  ligne 
droite  joignant  les  périphéries  et  tournant  tout  autour,  coïn- 
cide avec  elle  en  chaque  point  pendant  tout  son  parcours, 
alors  c'est  un  cylindre  (  cohmne)  ;  les  deux  cercles  sont  ses 
hases  ^  et  la  ligne  qui  joint  leurs  centres,  son-acre,*  celui-ci 
se  tient*il  perpendiculaire  à  la  base ,  alors  le  cylindre  est 
droit  i  autrement,  oblique.  S'il  est  renfermé  par  un  cercle  et 
par  une  Surface  convexe  ptnifQrme ,  qui  de  la  pMpbérie  va 
se  réduire  en  un  point ,  et  qui  est  telle  qu'une  ligne  droite 
de  jonction  parcourant  la  périphérie,  ooïndde  avec  elle 
dans  tout  son  parcours,  alors  c'est  un  cône^  lequel  est  droit 
ou  oblique;  le  cercle  est  sa  base;-  la  ligne  qui  joint  son 
loutre  avec  le  point ,  son  axe.  S'il  est  coupé  par  un  plan 
parallèle  à  la  base ,  alors  la  portion  soujaccnte  est  un  cône 
raccourci.  Si  la  base  du  cône  et  du  cylindre  est  une  (igare 
angulaire ,  ils  deviennent  tous  doux ,  de  cette  façon ,  des 
corps  angulaires.  Voici  la  plupart  des  termes  techniques  em- 
ployés dans  cette  doctrine. 

PREMIÈRE  SECTION. 

Mesure  des  figures  rectilignes. 

En  ce  qui  concerne  le  triangle,  rectangle  à  la  vérité,  mul- 
tiplie un  des  côtés  de  l'angle  droit  par  la  moitié  de  l'autre. 
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« 

DansTobiosangle,  maltiplie  la  perpeadicnlaire  qui  tombe 
de  Vaogle  oblua  sur  le  côlé  opposé,  par  la  moilié  de  ce  côté 
opposé  y  oa  inversemeot.  Dans  Vacotangle ,  fais  la  même  mul- 
tiplication avec  la  perpendiculaire  partant  d'un  angle  quel- 
conque et  le  cùté  opposé.  On  apprend  à  laquelle  de  ces  trois 
classes  un  triangle  donné  appartient ,  si  on  élève  au  carré  son 
plus  grand  côté  ;  ce  carré  est-il  égal  aux  deux  carrés  des 
antres  côtés,  alors  il  est  rectangle  ;  est-il  plus  grand,  il  est 
obtusangle;  est-il  plus  petit,  il  est  acutangle.  On  trouve  la 
hauteur  ainsi  qu'il  suit  :  l'on  prend  le  ^lus  grand  côté  comme 
base ,  l'on  multiplie  la  somme  des  deux  plus  petits  par  leur 
dtflërence.  Ton  divise  le  produit  par  la  base,  el  Ton  re^nche 
le  quotient  de  cette  même  base;  ensuite  la  moitié  du  reste  est 
la  dislance  du  pied  de  la  hauteur  à  l'extrémité  du  plus  petit 
eôté.  Tire  de  là  une  ligne  au  sommet,  voilà  quelle  est  la  hau- 
teur ;  multiplie-la  par  la  moitié  de  la  base ,  il  en  résulte 
féleiidae  de  la  sarisce  (âO). 

Parmi  les  méthodes,  pour  trouver  Taire  do  triaugle  équi- 
laléral,  fais  attention  à  celles  :  iu  multiplies  par  3  le  carré 
de  la  quatrième  partie  du  carré  d'un  côté  tedistinctement  ; 
ensuite  <fest  la  racine  carrée  du  produit  la  réponse  (ill). 

Dans  le  carré ,  multiplie  un  côté  par  lui-même  ;  dans  le 
rectangle,  par  son  adjacent  ;  dans  le  losange,  la  moitié  d'une 
diagonale  par  l'autre  tout  entière.  Partage  les  autres  qua- 
drilatères en  deux  triangles ,  alors  la  somme  des  deux  aires 
est  égale  à  l'aire  de  la  somme.  Pour  quelques-uns  d'entre 
eux,  il  y. a  des  méthodes  particulières ,  mais  qui  ne  sont  pas 
propres  à  entrer  dans  ce  traité. 

Pour  ce  qui  concerne  les  polygones,  multiplie,  dans  l'hexa- 
gone régulier,  l'octogone  et  tous  les  autres  d'un  nombre  pair 
de  côtés,  le  demi-diamètre  par  la  demi-somme  des  côtés,  le 
produit  est  la  réponse  :  or,  le  diamètre  est  la  ligne  qui  joint 
les  points  milieux  de  deux  côtés  opposés.  Tods  les  autres 
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seront  partagés  en  triangles,  puis  mesurés.  Ceci  est  vrai 
ponr  tous  en  comman  ;  mais  pour  quelques-uns  on  a  des 
méttiodes  comme  pour  les  quadrilatères. 

DEUXIÈME  SECTION. 

Memre  des  aiitres  mrfaces. 

Quant  au  cercU^  pose  un  fil  sur  sa  périphérie  et  multiplie  le 
demi-diamètre  par  la  moitié  de  ce  fil,  ou  bien  retranche  dn 
carré  du  diamètre  son  septième  et  son  demi-septième ,  on 
multiplie  le  carré  du  diamètre  par  11  et  divise  le  produit  par 
1 4.  Si  tu  multiplies  le  diamètre  par  3  et  un  septième,  tu  obtiens 
la  périphérie,  et  si  tu  divises  la  périphérie  par  ce  même  nombre, 
tu  obtiens  le  diamètre.  A  l'égard  des  deux  seckurs^  multiplie 
le  demi-diamètre  par  le  demi-arc.  Quant  aux  deux  se^menli» 
marque  bien  le  centre ,  et  achève  les  deux  secteurs^  alors 
il  se  forme  là  un  triangle  ;  retranche  -  le  du  plus  petit 
secteur,  il  en  résulte  le  plus  petit  segment ,  on  ajoute-le 
au  plus  grand,  il  en  résulte  le  plus  grand  sèment.  Quant  à 
la  lune  et  au  fer-â*cheval ,  joins  leurs  points  extrêmes  par 
une  ligne  droite  et  retranche  le  plus  petit  segment  dn 
plus  grand  ;  partage  en  deux  segments  le  myrolndan  et  le 
navet. 

Pour  la  surface  de  la  sphère,  multiplie  le  diamètre  par  la 

périphérie  du  plus  grand  cercle ,  ou  le  carré  du  diamèlre 
par  quatre,  en  retranchant  trois  quatorzièmes  du  produit. 

L'aire  de  la  surface  courbe  du  segmerU  sphérique  est  égale  à 

Taire  d'un  cercle  dont  le  diamètre  est  égal  à  la  ligne  qui 

joint  le  pôle  du  segment  avec  la  périphérie  de  la  base. 

Pour  la  surface  du  cylindre  droit,  multiplie  la  ligne 
parallèle  k  Taxe  qui  joint  les  deux  bases  par  la  périphérie 
de  la  base. 

Pour  la  surface  du  cône  droite  multiplie  la  ligne  qui  joint  le 
sommet  à  la  périphérie  de  la  base  par  cette  demi-périphérie. 
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Poor  les  surfaces  qui  ne  sont  pas  mentionnées  ici,  on  tâche 
de  s'aider  de  celles  qui  sont  mentionnées. 

TROISIÈME  SECTION. 

Meswre  de$  corps. 

Bans  la  sphère,  mnltiplle  son  demi-diamètre  par  un  tiers 
de  sa  superficie,  ou  bien  retranche  du  cube  du  diamètre  ses 
trois  qualorzièmes;  du  reste,  de  même,  et  du  dernier  reste, 
de  même  (22). 

Pour  le  secteur,  multiplie  le  demi-diamètre  de  la  sphère 
par  un  tiers  de  la  surface  du  secteur. 

Pour  les  cylindres  et  prismes  de  chaque  espèce ,  multiplie 
la  hauteur  paria  surface  plane  de  la  base. 

Pour  les  cônes  entiers  et  les  pyramides  de  chaque  es- 
pèce, multiplie  la  hauteur  par  un  tiers  de  Taire  de  la  base. 

Pour  le  cône  tronqué,  multiplie  le  diamètre  de  la  plus 
(grande  base  par  la  hauteur  et  divise  le  produit  par  la  diffé- 
rence des  diamètres  des  deux  bases,  il  en  résulte  la  hauteur 
du  cône,  comme  s*il  était  entier.  La  différence  entre  la 
hauteur  du  cône  entier  et  celle  du  cône  tronqué  est  la 
hauteur  du  petit  cône,  qui  est  le  supplément  de  celui-ci; 
multiplies-en  le  tiers  par  la  plus  petite  base,  tu  obtiens 
ainsi  le  Tolume  du  petit  cône  ;  puis  retranche-le  du  cône 
entier. 

Pour  la  pyramide  tronquée,  multiplie  un  côté  de  la  plus 
grande  base  par  la  hauteur,  et  divise  le  produit  par  la  diffé- 
rence entre  un  côté  de  cette  base  et  un  de  la  petite ,  tu  as 
alors  la  hauteur  de  hi  pyramide  entière  ;  mène  ensuite  Tope- 
ration  à  fin. 

Les  démonstrations  de  toutes  ces  opérations  sont  expli- 
quées dans  mon  livre  plus  étendu,  intitulé  :  L'OciAn  ou 
CALCOL  ;  puisse  Dieu  le  très-haut  me  donner  assistance  pour 
son  entier  accomplissoment  ! 
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SEPTIÈME  CHAPITRE. 
soft  l'application  de  la  géoiiétrib  ad  nivellement  usité  poor 

L* EXÉCUTION  DES  AQUEDUCS  ,  A  LA  RECHERCHE  DBS  HAUTEURS 
d'objets  ELEVES,  DE  LA  LARGEUR  DBS  RIVIÈRES  ET  DE  LA  PRO- 
PONDEUR DES  PUITS. 

Composé  de  trois  sectiom. 

PREMIÈRE  SECTION. 

Nivellement  du  sol,  en  usage  pour  rexécution  d'aqueducs. 

Fais  une  tablette  d'airain ,  oa  de  semblable  matière ,  en 
forme  de  triangle  isocèle;  mets  entre  les  extrémités  de  sa 
base  deux  anneaax  et  au  pied  de  la  hauteur  an  cordon 
portant  un  poids  ;  ensuite  passe-la  (par  ses  anneaux  an  mi- 
lieu d'un  cordeau,  et  place  les  deux  bouts  de  cclaf-ci  sur 
deux  piquets  de  bois ,  droits,  égaux ,  et  mis  à  plomb  au 
moyen  de  fils  à  plomb  avec  l'aide  de  deux  hommes ,  qui  se 
tiennent  distants  l'un  de  l'autre  de  la  longueur  du  cordeau  ; 
il  est  d'usage,  à  la  vérité,  que  le  cordeau  soit  long  de  quinze 
aunes  et  chacun  des  deux  piquets  de  bois  de  cinq  empans. 
Ensuite  observe  le  cordon  à  poids  ;  rencontre*t-il  la  pointe 
de  la  tablette?  alors  les  deux  lieux  sont  de  niveau  entre  eax  -, 
sinon ,  descends  le  cordeau  de  la  pointe  de  l'un  des  piquets 
jusqu'à  ce  que  le  cordon  à  poids  atteigne  l'angle;  alors  la 
mesure  de  la   descente  est  Fexcès.  Laisse  un  des  deux 
hommes  circuler  du  côté  où  tu  veux  niveler  et  garde  dans  ta 
mémoire,  une  à  une,  chaque  déviation  positive  et  négative, 
et  retranche  toujours  la  plus  petite  de  la  plus  grande  ;  le  reste 
est  la  diiïérence  des  deux  lieux.  Sont-ils  de  niveau  tous  les 
deux ,  alors  l>eau  coule  difBcilement  ;  dans  le  cas  contraire , 
elle  coule  facilement  ou  pas  du  tout.  Si  tu  veux,  fais  aussi 
un  tuyau ,  adapte-le  au  cordeau ,  et  expérimente  avec  Peau, 
alors  tu  n'as  besoin  ni  de  fil  à  plomb  ni  de  la  tahloKe. 
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Une  autre  méthode  :  Place-toi  aa  premier  paits  et  pose  la 
règle  de  l'astrolabe  horîzonlalement  ;  ensuite  qu'on  autre 
prenne  une  perche  dont  la  longueur  est  égale  à  la  profon- 
deur du  poils;  qu'il  s'en  aille  du  côté  vers  lequel  tu  yeux 
amener  Tcau ,  et  qu'il  la  tienne  toujours  dressée  jusqu'à  ce 
que  tu  en  Toies  la  pointe  par  le  dioptre;  en  cet  endroit-là 
l'eau  coule  sur  le  sol.  Si  Téloignement  est  si  grand ,  que  tu 
,  ne  poisses  pas  voir  la  pointe  de  la  perche ,  alors  apporte  une 
lumière  et  opère  de  nuit.  Et  Lui  sait  cela  bien  mieux/ 

DEUXIÈME  SECTION. 

Recherche  de  la  hauteur  des  objets  élevés. 

S'il  est  possible  de  parvenir  au  pied  de  la  verticale  et 
si  le  terrain  est  uni ,  dresse  un  bàlon  verticalement ,  et 
place-toi  de  manière  que  les  rayons  de  ton  œil  passent  par  la 
pointe  do  bâton  et  vers  le  sommet  de  la  hauteur  ;  ensuite 
mesure  à  partir  de  ta  station  jusqu'au  pied  de  la  hauteur; 
multiplie  le  résultat  par  l'excès  du  bâton  sur  ta  hauteur, 
divise  le  produit  par  la  distance  de  ta  station  au  pied  du 
bâton  et  ajoute  au  quotient  ta  hauteur,  c'est  alors  la  quan- 
tité demandée. 

Une  autre  méthode  :  Mets  à  terre  un  miroir,  de  sorte  que 
lu  puisses  voir  dedans  le  sommet  de  l'objet  élevé  j  ensuite 
multiplie  la  distance  du  miroir  au  pied  de  la  hauteur  par  ta 
taille  et  divise  le  produit  par  la  distance  du  miroir  à  ta 
station;  le  quotient  est  alors  la  hauteur. 

Une  autre  méthode  :  Dresse  un  bâton  et  cherche  le  rap- 
port de  son  ombre  à  sa  longueur  ;  il  est  précisément  le 
même  que  le  rapport  de  l'ombre  de  la  hauteur  à  la  hauteur 
même. 

Une  autre  méthode  :  Cherche  la  longueur  de  Torobre  au 
moment  où  la  hauteur  du  soleil  monte  à  45  degrés,  c'est  en 
même  temps  la  mesure  de  la  hauteur. 
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Une  autre  méthode  :  Place  la  règle  de  Tastrolabe  à  45  de- 
grés et  pkcG-toi  de  telle  sorte,  que  tu  voies  par  le  dioplre  la 
pointe  de  la  hautear  ;  mesure  ensuite  depuis  ta  station  jus- 
qu'au pied  de  la  hauteur,  et  ajoute  au  résultat  ta  taille  :  là 
somme  est  la  quantité  demandée. 

Les  démonstrations  de  ces  manières  de  procéder  sont  ex- 
posées  dans  mon  grand  ouvrage.  J'ai  aussi  pour  la  dernière 
mélhodc  une  démonstration  élégante,  pour  laquelle  personne 
ne  m'a  devancé ,  et  que  j'ai  communiqué  dans  ma  gluse 
marginale  dans  le  livre  Farsujat-ol-Astrolabi  (23). 

(24).  Mais  si  Ton  ne  peut  pas  parvenir  au  pied  de  la  hau- 
teur, d'une  montagne,  par  exemple,  alors  regarde  son  som- 
met par  la  règle  dioptrique,  observe  sur  quelle  ligne  d'ombre 
se  tient  Texlrémité  inférieure  de  la  règle,  et  marque  ta 
station.  Ensuite  tourne  la  règle  sur  une  ligne  d'ombre  en 
avant  ou  en  arrière ,  et  ensuite  avance  ou  recule  jusqu'à  ce 
que  tu  voies  de  nouveau  la  pointe  de  la  hauteur.  Mesure 
maintenant  la  distance  entre  les  deux  stations ,  et  multiplie- 
la  par  7  ou  par  12,  selon  le  mode  de  division  de  l'instru* 
ment. 

TROISIÈME  SECTION. 

Recherche  de  la  largeur  des  rivières  et  de  la  profondeur  des 

puits* 

Premièrement.  Place-toi  au  bord  de  la  rivière  et  obs»vc 
son  autre  bord  par  la  règle  dioptrique,  ensuite  retourne-loi 
de  manière  à  voir  par  la  même  règle  dioptrique  un  endroit 
du  sol ,  durant  que  l'astrolabe  reste  à  sa  place  ;  maintenant 
la  dislance  entre  ta  station  et  cet  endroit  du  sol  est  égale  à  la 
largeur  de  la  rivière. 

Secondement.  Mets  sur  le  puits  qndque  chose  qui  repré- 
sente le  diamètre  de  son  contour,  et  laisse  tomber  en  bas  du 
milieu  du  diamètre ,  après  que  tu  en  auras  marqué  la  place, 
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quelque  chose  de  lourd  et  de  brillant,  atia  qu'en  vertu  de 
sa  nature  cela  paryieone  au  fond  du  puits.  Ensuite  vise 
Tobjet  brillant  par  la  règle  dioptrique,  de  manière  que  ta 
ligne  de  vision  donne  un  point  de  section  avec  le  diamètre. 
Maintenant  multiplie  la  distance  entre  la  marque  et  le  point 
de  section,  par  la  hauteur  de  ta  taille,  et  divise  le  produit 
par  la  distance  de  ce  point  à  celui  de  ta  station  ;  le  quotient 
est  la  profondeur  du  puits  (25). 

HUITIÈME  CHAPITRE. 

RKCBERCBE   DBS    INCONKOBS   PAR    L4    MÉTHODE   DE    l'aLG^BRE. 

//  se  compose  de  deux  sections. 

PREMIÈRE  SECTION. 

On  nomme  Tinconnue  :  shaï  (chose),  son  produit  par  elle- 
lûéme  :  MAL  (possession)  ;  le  produit  de  shaï  par  mal  :  cAb  (dé 
ou  cube)  ;  de  shaï  par  câb  :  mal-i-m\l  ;  de  shaï  par  m^l-i-mIl  : 
mXl-i-cIb  ;  de  SHAÏ  par  hXl-i-c1b  :  cAr-i-cab,  et  ainsi  de  suite 
sans  fin;  —  d'abord  viennent  deux  mal,  ensuite  Tun  d'eux 
devient  un  cAb  puis  tous  les  deux  j  ainsi  la  septième  puissance 
i^sImXl-i-mXl-i-cIb,  la  huitième  M al-i-c1b-i*cab,  la  neuvième 
tAb-i-câb-i-cAb  et  ainsi  de  suite.  Toutes  ces  puissances  ascen- 
dantes et  descendantes  sont  en  proportion  ;  ainsi  mal-i-màl 
est  à  cIb  comme  câb  est  à  mal  ,  comme  mal  à  shaï  ,  comme 
6HAÎ  à  UN,  comme  on  à  un  divisé  par  shaï,  comme  c.n  divisé  par 
SHAÏ  à  UN  divisé  par  mXl  (26}. 

Lorsque  tu  veux  multiplier  une  puissance  par  une  autre, 
additionne  leurs  nombres  de  position  (exposants)  si  elles  sonl 
toutes  deux  d'un  même  côté  de  l'unité  ;  le  produit  est  ensuite 
tic  même  dénomination  que  cette  somme  ;  par  exemple  :  màl- 
i-^tB  par  MÀL-i*MAL-i-ciB  ;  la  première  expression  est  de  cinq, 
la  seconde  de  sept  degrés^  en  conséquence,  le  produit  est 
c:iB-i-GÂB-i-cÂB-i-ciB  quatre  fois,  et  cela  est  vérrtablemenl  la 
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douzième  paissance.  Si  elles  sont  de  côtés  différents ,  alors  le 
produit  est  du  degré  de  l'excès,  et  du  c6té  qui  contient  l'excès  ; 
par  exemple  :  un  divise  par  uI^l-i-mXl  ,  multiplié  par  mal-i- 
cIb  ,  donne  pour  produit  shaï  ,  et  le  produit  de  un  divisa  par 
cÂB-i-cilB-i-cÂB  par  mI^l-i-mXl-i-cAb  ,  est  :  un  divisé  par  mIl. 
S'il  n'y  a  lieu  à  aucun  excès,  alors  le  produit  porte  le  même 
nom  que  l'unité.  L'explication  plus  exacte  des  méthodes  de 
]a  division ,  de  l'extraction  de  la  racine  carrée  et  des  antres 
opérations  est  réservée  pour  mon  ouvrage  plus  étendu. 

Les  opérations  algébriques  que  les  recherches  des  savants 
sont  parvenues  à  découvrir,  se  bornent  absolument  à  six , 
et  leur  exécution  ne  s'étend  qu'au  nombrb  ,  à  shaï  et  à  mal. 

La  table  suivante  sert  à  trouver  les  résultats  de  la  multi- 
plication et  de  la  division  de  ces  quantités ,  aussi  Tai-je  admise 
ici  pour  plus  de  commodité  et  de  brièveté  ;  voici  sa  compo- 
sition : 

Multiplicande. 


ë 


Un  div.  par 
MAI 

Un  div.  par 
Shaï 

Un 

Shaï 

Mal 

Mal 

Un 

Shat 

Mal 

CAb 

Màl-i-Màl 

MAI 

SbaY 

Un  div.  par 
Sbal 

Un 

Shaï 

Mal 

CAb 

Shaï 

Un 

Un  div.  par 
Mal 

Un  div.  par 
Sbaï 

Un 

Shai 

Mal 

Un 

Un  div.  par 
Shaï 

Un  div.  par 
Câb 

Un  div.  par 
Mal 

Un  div.  par 

Shaï 

Un 

Sbaï 

Un  div.  par 
Sbaï 

Un  div  par 
Mal 

Un  div.  par 
Màl*i-Mél 

Un  div.  par 
CAb 

Un  div.  par 
Mél 

Un  div.  par 
Shaï 

Un 

Undiv.par 
MAI 

W  m\ 

Sbaï 

Un 

Un  div  par 
Shaï 

Un  div.  par 
MAI 

9 


3 


Diviseur. 


Mnltiplie  les  coefficients  des  deux  puissances  l'un  par 
l'autre ,  le  résultat  est  le  coeflBcient  du  produit,  dont  le  degré 
est  celui  qui  se  trouve  là  où  les  deux  facteurs^se  rencontrent. 
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Si  une  sonstracttoa  a  liau,.al<M*»  la  quaDlité  dont  on  re-* 
tranche  quelque  chose  a'appdle  positive ,  par  corapeusatiOQ  ^ 
la  quaatiié  retraochée  s'appelle  negctUve.  La  moUipiicatioii 
d'une  quantité  positive  par  sa  pareille  ^  et  d'une  négaUvc  par 
sa  pareille  y  donne  un  résultat  positif;  la  niuhi|dicatioD  de 
quantités  d'espèces  différentes  donne  un  produit  a^atif. 
Moltiidie  les  termes  chacun  à  chacun^  et  retranche  les. né- 
gatifs des  positifs.  Par  exemple:  10  eiun  shaï,  multiplié 
par  10  moins  un  shaï,  donne  fOO  moins  màU  S  moins shat 
par  7  moins  shaï,  donne  35  et  1  mal  moins  lâ  shaï  ;  4  mal  et 
6  moins  2  shaï  par  3  shaï  moins  5 ,  donne  12  càb  et  8  shat 
moins  (  26  mal  et  30  ).  Dans  la  division ,  cherche  ce  qui  >  si  (u. 
ie  multiplies  par  le  diviseur,  devient  égal  au  dividende  ;  pour 
cet  effet ,  divise  le  coefficient  du  dividende  par  le  coeffiêtonl 
du  diviseur  ,  c*est  là  le  coefficient  du  quotient  »  dont  le  degré 
est  celui  qui  se  trouve  là  où  le  dividende  et  le  diviseur  se  rcn^ 
contrent. 

•  •     • 

DEUXIÈME  SECTION. 

Sur  les  six  (formes)  algébriques, 

La  recherche  des  grandeurs  inconnues ,  au  moyen  de  lai- 
gébrc  y  demande  un  coup  d'œil  pénétrant ,  une  prudenco 
sagace,  de  la  contention  d'esprit  pour  refléchir  sur  ce  qui; 
rin(errogateur  a  donné ,  et  de  la  clairvoyance  pour  employer 
les  moyens  qui  font  trouver  plus  facilement  la  quantité  de- 
mandée. 

Pose  pour  le  nombre  demandé  shaï,  et  cmploic-k%  comme. 
le  prescrit  le  problème,  en  procédunt  de  manière  à  parvenir 
à  une  équation.  Si  un  côté  contient  une  négation ,  on  la  res- 
taure en  additionnant  sa  pareille  avec  Tautrc  cùié ,  cela  s'ap 
pelle  AL  GÉBR  (27)  ^  les  termes  de  même  espèce  et  de  même 
valeur,  dans  les  deux  côtés,  sont  rejetés  de  l'un  et  de  Vautre, 
et  cela  s'appelle  :  al  uokabalaij.  Ensuite  régaliCé  a  (ion  soit 
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entre  un  terme  et  un  terme ,  et  ce  cas  a  trois  formes,  qai 
sont  appelées  modpiiidXt  (simples)  ;  soit  entre  un  terme  et 
deux  termes ,  lequel  cas  a  anssi  trois  formes  qni  se  nomment 
ifooiTAuti}kT  (composées). 

/.«  première  des  formes  moofbidat  :  Un  nombre  connn 
est  égal  à  an  certain  nombre  de  sa  aï.  Divise  celai-là  par  le 
coefficient  de  celui-ci ,  le  résultat  est  la  quantité  demandée. 
Exemple  :  quelqu'un  a  promis  à  Zaïd  1000  et  la  moitié  de 
ce  qu'il  a  promis  à  Ahrod  ,  et  à  Ahrou  1000  moins  ht  moitié 
de  ce  qu'il  a  promis  à  Zaïd.  Appelle  l'inconnue  shaI  ,  alors 
AifRon  a  1000  moins  la  moitié  de  shaï  ,  par  suite  ZaId  a  1000 
et  500  moins  un  quart  de  sbaî  ,  et  cela  est  égal  &  shaï.  Après 
G*BR ,  1500  est  égal  à  1  shaï  et  un  quart  de  shaï;  ainsi  Zaïd 
a  I2Ô0  et  Amrod  400. 

La  seconde  ;  des  shaï  égalent  des  mXl.  Divise  le  ooefficieot 
de  sbaï  par  celui  de  mal ,  le  quotient  est  la  quantité  inoon* 
nue.  Exemple  •  des  enfants  s'étaient  approprié  la  soctession 
de  leur  père ,  qui  consistait  en  un  certain  nombre  de  di- 
nars,  de  telle  sorte  que  le  premier  en  avait  reçu  :  Un ,  le  se- 
cond deux ,  le  troisième  trois  et  ainsi  de  suite ,  en  augmen- 
tant chaque  fois  de  un.  Le  juge  redî^manda  ce  qu'ils  avaient 
pris ,  et  le  partagea  entre  eux  en  portions  égales  ;  chacun  en 
particulier  en  reçut  sept.  Combien  d'cnfjnls  et  combien  de 
dinars  ?  Pose  le  nombre  des  enfants  :  shaï  ,  prends  les  doux 
termes  externes,  c'esl-à-ilire  un  et  shaï,  et  multiplie  leur 
somme  par  la  moitié  de  shaï,  alor^  il  vient  une  moitié  de 
mal  et  une  moitié  de  shaï,  c'est  là  le  nombre  de  dinars; 
car  le  produit  de  la  somme  de  l'unité  et  d'un  nombre  quel- 
conque par  ia  moitié  de  ce  nombre ,  est  égal  à  la  somme  des 
nombres  naturels  depuis  1  jusqu'à  ce  nombre.  Actuellement 
divise  le  nombre  des  dinars  par  shaï ,  qui  est  le  nombre  des 
enfants,  il  en  doit  résulter  7 ,  comme  Ta  dit  celui  qui  a  posé 
le  problème.  Eniuitc  multiplie  7  par  shaï ,  qui  est  le  diviseur. 
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îl  TieDi  :  7  sbaï  éf aient  un  demi  mal  et  un  demi  shaï;  et  aprée 
géèr  et  mokabaiâh ,  nn  mal  est  égal  à  13  shaï;  d'où  ihal  égale 
1 3  et  c'est  Jà  le  nombre  des  enfants  ;  rooltiplie^le  par  7 ,  et 
il  y  a  alors  91  dinan.  —  Tu  peux  encore  résoudre  cette 
question  et  celles  du  même  genre,  à  l'aide  de  deux  fausses 
positions  ;  mets*tu  par  exemple  -.  ponrie  nombredesenfants»  5, 
il  7  a  alors  une  première  déyiation  de  4  iiar  défaut  ;  ensuite 
9 ,  alors  la  seconde  déviation  est  pareillement  de  S  par  dé- 
faut; le  premier  résultat  est  10,  le  second  36.  leur  diflérence 
26  et  la  dîflérence  des  déviations  2.  —  Mais  voici  nn  autre 
chemin  plus  facile  et  plus  court ,  c'est-à-dire  que  l'on  double 
le  quotient,  et  le  résultat  diminué  de  1  est  le  nombre  des  en- 
fants (28). 

La  traiiiéme  :  Un  nombre  est  égal  à  une  certaine  quantité 
de  mal.  Divise  le  nombre  par  le  coefficient  de  mal ,  la  racine 
carrée  du  quotient  est  la  quantité  inconnue.  Exemple  :  on  a 
promis  à  Zald  la  plus  grande  de  deux  sommes  d'argent ,  dont 
la  somme  est  20  et  dont  le  produit  est  96.  Pose  pour  l'une 
d'elles  10  et  sbaï,  pour  l'autre  10  moins  shaï ,  leur  produit 
est  100  moins  mal ,  et  cela  est  égal  à  96.  A  près  gébr  Qt  moka* 
batàh,  1  mal  est  égal  à  4,  et  shaï  égal  à  2.  Ainsi  Tune  dos 
sommes  est  8^  l'autre  12  ;  c'est  celle-ci  la  quantité  demandée, 
cdle  qui  lui  a  été  pit>mise. 

La  première  des  fonneft  mouktaripiXt:  Un  nombre  estégal 
à  des  sliai  et  à  des  mal.  Complète  la  quantité  de  mai ,  de 
manière  à  être  un  entier ,  si  dic  est  plus  petite,  et  réduis^la 
à  un  seul,  si  elle  est  plus  grande  :  modifie  le  nombre  et  les 
shaï  dans  le  même  rapport ,  on  divisant  tous  les  termes  par  le 
coeiBcient  de  mal.  Ensuite  élève  an  carré  la, moitié  du  coeffi- 
cient des  shaï ,  à  ceci  ajoute  le  nombre ,  et  retranche  de  la 
radnc  carrée  de  cette  somme  le  demi-coefficient  des  shaï, 
le  reste  est  alors  la' quantité  inconnue.  Exemple  :  On  a 
promis  à  Zaïd  une  partie  de  10,  telle  que  la  somme  de  son 
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earré  ei  de  son  produit  par  la  voUié  de  Taulre  partie  fasse  12. 
'  Base  flbai,  son  carré  est  mal .  et  la  moitié  de  l'autre  partie  c 
5  moins  un  demi-shaï  ;  le  produit  de  cette  quantité  par  sbài  est 
5  shaï  moins  un  demi-màl  i  d'où  un  demi-màl  et  5  shàl  sont 
égaux  à  la  ;  1  mil  et  10  shaï  égalent  donc  24.  Noos  retran- 
choua  la  moitié  du  ooeflBcient  de  shaï,  de  la  racine  carrée  de 
la*  somme  faite  du  carré  du  demi-coelflBcient  de  shaï  »  et  du 
nombre.  Alors  il  reste  2  y  et  c'est  là  la  partie  demandée ,  qui 
kii  était  promise. 

La  $eoonde  >  Des  shaï  égalent  un  nombre  et  des  mal.  Après 
aYiMr  complété  ou  rédoit ,  retranche  le  nombre  du  carré  du 
demt-coeiBcient  4e  sbaï,  et  ajoute  la  racine  carrée  du  reste  au 
demi-coefficient ,  ou  retranche-la  de  celoi-ci ,  le  résultat  est 
alors  le  nombre  demandé.  Exemple  t  un  nombre  est  multiplié 
par  sa  moitié ,  12  est  additionné  ayec  le  produit ,  et  il  en  ré- 
sulte le  quintuple  du  nombre.  Multiplie  shaï  par  sa  moitié, 
alors  un  demi-màl  ajouté  à  12  est  égal  à  5  shaï ,  d'où  1  mal  et 
24  est  égal  à  10  shaï  -,  soustrais  24  du  carré  de  5 ,  alors  il 
^  reste  1 ,  dont  la  racine  carrée  est  encore  1  ;  si  tu  l'ajoutes  à 
5 ,  ou  si  tu  l'en  retranches ,  il  en  résulte  le  nombre  de- 
mandé. 

Latroisième:  Des  mal  sont  égaux  à  un  nombre  et  à  des 
shaï.  Après  avoir  complété  ou  réduit^  ajoute  le  carré  du 
demi-coefficient  de  ^baï  au  nombre,  et  la  racine  carrée  de  la 
somme  au  demi-coefficient  de  shaï ,  cette  somme  est  alors  le 
nombre  demandé.  Exemple  :  quel  est  le  nombre ,  tel  que  si 
on  Iq  soustrait  de  son  carré,  et  si  on  ajoute  le  reste  à  ce  môme 
carré,  en  obtienne  10  ?  Nous  relranchons  shaï  de  mal,  et  nous 
continuons  de  faire  ce  qui  est  prescrit,  alors  il  yient  2  mal 
moins  sbaï  égalent  10.  Après  gébr  et  réduction ,  mal  deyient 
égal  à  5  et  un  demi  de  shaï.  Le  carré  du  dcmi-çoeffîcient  de 
sbaï»  ajouté  à  î>,  donne  5  et  un  demi-buiUéme»  dont  la  racine 
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carrée  est  2  et  oo  quart  ;  à  ceci ,  ajoute  on  quart,  U  en  résulte 
2  et  un  demi ,  et  c'est  là  le  nombre  demandé. 

NEUVIÈME  CHAPITRE. 

KftGLIS  INSIGNBS   BT  ARTIFICES  SUBHLS  ,   QUE  LE  CALCOLàTEUR  NE 
PEUT   ÉVITÉE,     BT  DONT   IL   LUI   EST   IMPOSSIBLE   DE   SE  PASSER. 

Je  me  suis  borné  à  douie  dans  ce  compendium. 

La  première  règle  (  une  de  celles  mises  au  jour  par  ma 
faible  intelligence)  :  Si  tu  cherches  le  produit  d'un  nombre 
par  lui-même,  et  par  la  somme  de  tous  ceux  qui  le  précèdent, 
ajoute-lui  l'unité ,  et  multiplie  la  somme  par  le  carré  de  ce 
nombre;  la  moitié  de  ce  produit  est  le  nombre  demandé. 
Exemple  :  Nous  cherchons  le  produit  de  9 ,  de  la  manière 
mentionnée;  nous  multiplions  10  par  8! ,  alors  405  est  la 
quantité  demandée. 

La  seconde  :  Si  tu  cherches  la  somme  des  nombres  impairs 
dans  leur  ordre  naturel ,  alors  ajoute  1  an  dernier  nombre 
impair ,  et  carre  la  moitié  de  cette  somme.  Exemple  :  La 
somme  des  nombres  impairs  depuis  1  jusqu'à  9  est  35. 

La  traieiéme  :  Pour  sommer  les  nombres  pairs ,  à  Texclu- 
sion  des  impairs,  tu  multiplies  la  moitié  du  dernier  nombre 
pair  par  le  nombre  entier  qui  est  plus  grand  qu'elle  de  1 . 
Exemple  :  depuis  2  jusqu'à  10  ;  nous  multiplions  5  par  6. 

La  quatrième  :  La  somme  des  carrés  d'après  Tordre  de  suc- 
cession. Ajoute  1  au  double  du  dernier  nombre ,  et  multi- 
plie un  tiers  de  celte  somme  par  la  somme  des  nombres  eux- 
mêmes.  Exemple  :  Les  carrés  depuis  1  jusqu'à  6  ;  nous  ajou- 
tons au  double  de  6 ,  l'unité;  un  tiers  de  la  somme  est  4  et  un 
tiers  ;  multiplie  ceci  par  la  somme  des  nombres  eux-mêmes  i 
c'est-à-dire  par  21 ,  c'est  alors  91  le  résultat. 

La  cinquième  :  La  somme  des  cubes  d'après  Tordre  de  suc- 
cession. Carre  la  somme  des  nombres  eux-mêmes ,  rangés  à 
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la  file  à  partir  de  1.  Los  cubes  de  1  à  6  ;  nous  carrons  21 ,  la 
réponse  est  alors  441 . 

La  sixième  :  Si  tu  cherches  le  produit  des  racines  carrées  de 
deux  nombres,  qui  sont  :  ou  rationnels  tons  les  deux,  ou 
irrationnels  tous  les  deux,  ou  de  natures  différentes;  alors 
multiplie  les  nombres  Tun  parTaulre,  la  racine  carrée  du 
rcsultal*est  la  quantité  demandée.  Exemple:  le  produit  des 
racines  carrées  de  5  et  de  20 ,  est  la  racine  carrée  de  100. 

La  septième  :  Si  tu  veux  diviser  la  racine  carrée  d'un 
nombre  par  la  racine  carrée  d'un  autre ,  alors  divise  les 
nombres  Tun  par  l'autre,  ensuite  la  racine  carrée  du  quotient 
e&l  la  quantité  demandée.  Exemple  :  la  racine  carrée  de  100 
divisée  par  la  racine  carrée  de  25  donne  la  racine  carrée  de  i. 

La  huitième  (29)  :  Si  tu  veux  trouver  un  nombre  parfait , 
ce  qui  veut  dire  un  nombre  tel  qu*il  soit  égal  à  la  somme  des 
parties  qui  le  mesurent ,  alors  additionne  les  nombres  crois- 
sants par  Toic  de  duplication  à  partir  de  l'unité  ;  si  la  somme 
n'est  mesurée  par  aucun  nombre  en  dehors  de  runitê ,  alors 
multiplie-la  par  le  dernier  nombre  additionné  :  le  produit  est 
un  nombre  parfait*  Exemple  :  nous  additionnons  1  ,  2  et  4  , 
et  nous  multiplions  7  par  4 ,  alors  28  est  un  nombre  parfait. 

La  neuvième  •*  Si  lu  veux  trouver  un  nombre  carré  qui  soit 
avec  sa  racine  carrée  dans  le  rapport  d'un  nombre  donné  à 
un  autre  nombre  donné,  alors  divise  le  premier  par  le  second  ; 
le  carré  du  quotient' est  la  quantité  demandée.  Exemple.- 
trouver  un  carré  qui  soit  avec  sa  racine ,  comme  12  est  à  4  ; 
le  résultat,  après  que  tu  as  divisé  12  par  4,  est  9.  Si  l'on  eût 
dit  :  comme  12  est  à  9,  alors  la  réponse  eût  été  1  et  sept 
neuvièmes,  puisque  la  racine  carrée  de  ceci  est  1  et  un 
tiers. 

La  dixième:  Si  l'on  multiplie  un  nombre  quelconque  par 
un  autre  et  si  on  le  diviser  par  le  même ,  puisque  Ton  multiplie 
le  produit  par  le  quotient ,  le  résultat  est  alors  égal  au  carré 
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da  premier  nombre.  Exemple  :  nous  multiplions  le  produit 
de  9  par  3  par  le  quotient  qui  naît  de  la  division  du  premier 
nombre  par  le  second ,  alors  il  rient  81 . 

La  onzième  :  La  différence  entre  deux  carrés  est  égale  au 
produit  de  la  somme  des  racines  carrées  par  la  différence 
des  racines  carrées.  Exemple  -Ja  différence  entre  16  et  36 
est  20  9  leurs  racines  carrées  réunies  font  10  et  leur  diflé- 
reace2. 

La  douzième:  Quand  on  divise  deux  nombres  quelconques 
chacun  i*un  par  l'autre,  et  que  Ton  multiplie  les  quotients 
entre  eax ,  le  résultat  est,  toutes  les  fois^  Tunité.  Exemple  : 
si  Ton  divise  12  par  8»  le  quotient  est  1  et  un  demi,  et  Tin- 
versé  deux  tiers;  le  produit  des  deux  est  1. 

Et  que  Lui  suit  mon  aide  pour  V accomplissement  ! 

DIXIÈME  CHAPITRE. 

PROBLtlIlS  DtTACHÉS,  d'aPRÈS  DIFFÂRENTES  MÉTHODES  QDI  AIGUISISNT 
l'i?ITSLL]GENCE  DB  celui  QUl'APPREflD  ET  LE  FORTIFIENT  DARS  LA 
"aiCBKRCnB  DES  mCONPIUES. 

« 

Premier  problème. 

Un  nombre  est  doublé,  à  ceci  on  ajoute  1  ;  on  multiplie  la 
somme  par  3,  à  ceci  on  ajoute  2  ;  on  multiplie  cette  somme 
par  4 ,  et  avec  cela  on  additionne  3  :  il  en  résulte  95. 

Par  V algèbre.  Nous  faisons  ce  qui  est  prescrit,  et  il  vient 
21  shal  et  23  égalent  95.  Après  l'expulsion  de  la  partie 
commune ,  les  24  shaî  égalent  72  ;  et  ceci  est  la  première  des 
formes  Maufridàt ,  le  quotient  3 ,  et  c*est  le  nombre  de- 
mandé. 

Par  la  fausse  position.  Nous  prenons  2 ,  alors  nous 
dévions  de  24  par  défaut  ;  ensnite  5,  alors  nous  dévions  de 
48  par  excès.  Ix*  premier  résultat  est  96,  le  second  120,  nous 
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divisons  leur  somme  par  celle  des  déyiations,  le  qocCieni 
est  3. 

Par  inversion.  Nous  soustrayons  3  de  95  et  nous  menons 
ropération  à  ce  point ,  que  nous  divisons  21  par  3,  de  7  nous 
retranchons  1 ,  et  nous  démidions  le  reste. 

Deuxième  problème. 

S'il  est  dit  :  partage  10  en  deux  parts,  dont  la  différence 
soit  5. 

Par  l'algèbre.  Posefla  plus  petite  part  :  shaï,  alors  la  plus 
grande  est  sbaï  et  5,  et  leur  somme  2  shaï  et  5  est  égale  à  10  ; 
après  mokabalàh ,  sbaï  est  égal  à  S  et  un  demi. 

Par  fausse  position.  Nous  prenons  pour  la  plus  petite 
part  3,  alors  la  première  déviation  est  1  par  excès;  ensuite  4, 
alors  la  seconde  déviation  est  3  par  excès  ;  la  différence  des 
résultats  est  5  et  celle  des  déviations  2. 

Par  inversion  (30).  Gomme  la  différence  entre  les  deux 
parties  d'un  nombre  est  deux  fois  aussi  grande  que  la  diflé- 
rence  entre  le  demi-nombre  et  Tune  des  parties,  il  en  résulte 
que,  si  tu  ajoutes  la  moitié  de  cette  différence  au  demi- 
nombre,  tu  obtiens  7  et  un  demi  ;  et  si  tu  Tcn  soustrais,  il 
reste  2  et  un  demi. 

Troisième  jjroblème. 

Nous  ajoutons  à  une  somme  d'argent  son  cinquième  et 
cinqdirhems,  nous  retranchons  de  ce  qui  en  résulte  le  tiers 
et  cinq  dirhems ,  et  alors  il  ne  reste  rien. 

Par  Valgèbre,  Pose  pour  la  somme  d'argent  shaï  et  re- 
tranche de  un  sbaï  et  un  cinquième  de  shaï  et  5,  un  tiers  de 
cette  somme ,  alors  il  reste  4  cinquièmes  de  shaï  et  3  et  un 
tiers  ;  si  de  cela  5  est  retranché,  il  ne  reste  rien  :  donc  cela 
est  égal  à  5.  Après  l'expulsion  de  la  quantité  commune, 
4  cinquièmes  de  shaï  égalent  1  et  2  tiers.  Divise  donc  1  et 


2  tiers  par  4  cioqoièiiics,  le  quotient  est  alors  2  et  1  dou- 
zième ,  et  c'est  le  nombre  demandé. 

Par  fausie  poritian.  Si  nous  prenons  5,  la  première 
déviation  est  2  et  i  tiers  par  excès;  si  nous  prenons  2 ,  alors 
la  seconde  déviation  est  de  1  quinzième  par  défaut  ;  d'où  le 
premier  résultat  est  1  tiers,  le  second  4  et  2  tiers.  Si  nous 
divisons  leur  somme  par  la  somme  des  déviations,  c'est-à* 
dire  par  2  et  1  tiers  et  1  quinzième ,  ce  qui  est  2  et  2  cin- 
quièmes, le  quotient  est  tlors  2  et  1  douzième. 

Par  ini>er8ion  (31).  Prends  le  5,  après  la  soustraction  du- 
quel il  n'y  a  aucun  reste ,  et  ajoute-lui  sa  moitié ,  puisque 
c'était  le  tiers  que  l'on  retranchait  ;  ensuite  soustrais  de  la 
somme  5  et  de  ce  reste  son  sixième ,  puisque  c'était  le  cin- 
quième que  l'on  ajoutait. 

Qtuunême  problème. 

Quatre  tuyaux  conduisent  à  un  vase,  Tun  d'eux  le  remplit 
en  un  jour,  et  chacun  des  suivants  en  un  jour  de  plus  ;  en 
combien  de  temps  sera-t-il  rempli? 

Par  prùportion,  11  est  hors  de  doute  que  les  quatre  tuyaux, 
dans  un  jour,  emplissent  deux  vases  égaux  au  précédent,  et, 
outre  cela,  encore  1  douzième.  Or,  ces  quantités,  \  jour  et  2 
vases  et  plus  douzième,  sont  dans  le  même  rapport  que  le  temps 
demandé  avec  le  vase.  L'inconnue  csl  un  des  termes  moyens; 
divise  donc  1  par  2  un  douzième,  le  quotient  est  2  cinquièmes 
et  2  vingt-cinquièmes  :  car  le  diviseur  est  25  douzièmes  et  le; 
dividende  1 2  douzièmes. 

D'une  autre  manière  ;  les  quatre  remplissent  en  un  jour 
un  vase  qui  contient  25  parties,  dont  le  premier  vase  con- 
fient 12;  et  chaque  partie  est  remplie  dans  la  même  par- 
tie du  jour  ;  d'où  il  suit  que  le  premier  vase  est  rempli  en  12 
des  25  pallies  d'un  jour. 
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S'il  était  encore  dU  :  Et  en  même  temps  est  ouTert  ^o  bas 
UD  tuyau  qui  le  vide  en  8  jours,  alors  il  n'y  a  pas  de  doute  qu'à 
présent  le  quatrième  tuyau  remplit  en  un  jour  1  huitième 
du  vase  ;  par  conséquent ,  les  quatre  tuyaux  remplissent  en 
un  jour  un  vase  ég^al  au  premier  et  ses  23  vingt-quatrièmes. 
Or,  un  jour  est  avec  ce  nombre  dans  le  même  rapport  que 
le  temps  demandé  avec  le  vase.  Ainsi ,  divise  le  produit  des 
termes  externes  par  le  terme  moyen,  le  quotient  est  34 
quarante-septièmes.  • 

De  l'autre  manière ,  les  quatre  remplissent  en  un  jour  un 
vase  qui  a  47  parties ,  dont  24  entrent  dans  le  premier  vase. 
Le  reste  est  clair. 

Cinquième  problème, 

* 

Un  tiers  d'un  poisson  est  enfoncé  dans  la  vase,  un  quart 
dans  l'eau ,  et  il  ressort  de  l'eau  d'une  longueur  de  3  empans  ; 
de  combien  d'empans  est-il  long? 

Par  proportion  ;  soustrais  les  deux  dénominateurs  de  leur 
dcnominatcurcommun,îlrcste5iC(12estavec5daDsleméme 
rapport  que  Tinconnae  avec  3  ;  le  quotient ,  si  ta  divises  le 
produit  des  termes  externes  par  le  terme  moyen ,  est  7  et 
1  cinquième,  c'est  là  la  longueur  demandée. 

Par  l'algèbre ;ce\9i  est  clair;  car  ta  poses  sbaï  moins  1  tiers 
de  sha!  moins  1  quart  de  shaï,  ce  qui  est  1  quart  et  1  sixième 
de  shaï ,  égale  3  ;  ensuite  divise  trois  par  la  fraction,  alors  il 
vient  le  résultat  précédent. 

Par  fausse  position  ;  cela  est  tout  à  fait  clair ,  car  (u  poses 
12,  ensuite  2f ,  alors  la  diflërence  des  résultats  est  36  et  la 
différence  des  déviations  5. 

Par  inversion  ;  ajoute  à  3  son  égal  et  ses  2  cinquièmes, 
puisque  un  tiers  et  un  quart  de  tout  nombre  est  égal  à  ce  qu» 
reste  encore  et  aux  deux  cinquièmes  de  ce  reste  (32).  Corn- 
pare  avec  ceci  les  problèmes  semblables ,  en  considérant  le 
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rapport  entre  les  fractions  soustraites  et  ce  qui  reste,  exprimi* 
par  le  dénomiDateur  général  et  en  ajoutant  an  nombre  que 
edni  qui  a  posé  le  problème  a  donné ,  ce  que  ce  rapport 

exige. 

Sixième  problème. 

Denxpersonnes  étaient  présentes  à  la  vente  d'an  cheval  ; 
l'une  d'eUes  disait  à  Tan  tre  :  ajoute  avec  ce  que  j'ai  un  tiers  de  ce 
que  tn  as,  j'ai  alors  le  prix  du  cheval  ;  l'autre  répondait  :  ajoute 
avec  ce  qne  j'ai  nn  quart  de  ce  que  tu  as,  et  j'ai  le  prix. 
Combien  avait  chacune  d'elles  et  à  combien  s'élevait  le 
prix?- 

Pear  f  algèbre -^  pose  ce  qu'a  la  première  :  shaï;  ce  qu'a  la 
seconde  :  3»  àcause  du  tiers-,  si  maintenant. la  première  prend  1 
de  ces  3 ,  alors  elle  a  shaï  et  1 ,  et  voilà  le  prix  ;  mais  si  la 
secoadeobtient  ce  qu'elle  demande,  alors  elle  a  3  et  1  quart  de 
shaï ,  et  ceci  est  égal  à  shaï  et  1 .  Après  mokabalàh ,  2  devient 
égal  aui  3  quarts  de  shaï,  et  shaï  égal  à  2  et  2  tiers  ;  la  seconde 
avait,  comme  il  a  été  dit ,  3;  le  prix  est  ainsi  :  3  et  2  tiers. 

Si  tu  prends  an  lieu  des  fractions  les  nombres  entiers,  alors 
la  première  a  8 ,  la  seconde  9 ,  et  le  prix  est  11. 

(33).  Ce  problème  e&t  indéterminé ,  et  pour  résoudre  ce 
prcMème  et  ceux  qui  sont  semblables»  il  y  a  une  méthode 
facile  qui  n'est  pas  rangée  parmi  les  méthodes  connues  ;  elle 
consiste  en  ceci  que  dans  chaque  cas ,  on  soustrait  1  du 
produit  des  dénominateurs  des  deux  fractions ,  ce  qui  reste 
rstle  prix  de  l'animal  j  puis  on  soustrait  Tun  des  dénomina- 
teurs, ce  qui  reste  est  ce  qu'a  la  preiuiëre  (personne)  ;  puis 
Tautre  dénominateur,  ce  qui  reste  alors  est  ce  qu'a  la  seconde. 
Dans  l'exemple  soustrais  de  12,  premièrement  1  ensuite  4, 
ensuite  3,  ce  sont  les  restes  qui  sont  les  trois  n(Hnbres  de- 
mandés. 
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Septième  problème. 

Trois  coupes  sont  remplies ,  la  première  de  4  livres  do 
miel ,  une  autre  de  5  livres  de  vinaigre ,  une  troisième  de 
9  livres  d*eau.  Les  trois  substances  sont  versées  dans  un  vase 
et  mélangées  jusqu  à  faire  de  l'oiLimel  i  ensuite  on  en  rem- 
plit de  nouveau  les  coupes  ;  ou  demande  combien  dans  chaque 
coupe  il  y  aura  de  chaque'sorte  de  substance  (34). 

Ajoute  les  poids  et  retiens  bien  la  somme;  ensuite  multiplie 
le  nombre  de  livres  qui  se  Irouve  dans  chaque  coupe,  par 
chacun  des  trois  poids ,  et  divise  le  produit  par  la  somme 
conservée  dans  ta  pensée ,  c'est  le  quotient  qui  est  le  poids 
de  ce  qui  se  trouve  dans  la  coupe  de  la  même  sorte  que  le 
multiplicateur.  Ainsi  mulliplie  4  par  lui-même ,  et  divise  le 
produit  comme  il  est  dît  ci-dessus ,  il  y  a  alors  dans  la  coupe 
de  4  livres ,  8  neuvièmes  de  livre  de  miel  ;  ensuite  multiplie 

4  par  5 ,  etc.  ;  et  dans  cette  même  coupe  il  y  a  1  livre  et  un 
neuvième  de  vinaigre  ;  ensuite  par  9 ,  etc.  ;  et  dans  cette 
même  coupe  il  y  a  2  livres  d'eau  ;  le  tout  réuni  fait  4  livres. 
D'autre  part  multiplie  5  par  lui-même ,  par  4  et  par  9  »  et  fais 
comme  il  est  enseigné ,  alors  il  se  trouve  dans  la  coupe  de 

5  livres,  1  livre  et  7  dix-huitièmes  de  vinaigre,  1  livre  et 
1  neuvième  de  miel ,  et  2  livres  et  demie  d'eau ,  ensemble 
5  livres.  Enfin  procède  de  même  avec  9 ,  alors  il  se  trouve 
dans  la  coupe  de  9  livres  :  2  livres  de  miel ,  2  livres  et  demie 
de  vinaigre  et  4  livres  et  demie  d'eau ,  ensemble  9  livres. 

Huitième  problème.     * 

On  demandait  à  quelqu'un  combien  il  s'était  écoulé  de  la 
nuit.  Il  répondit  :  Un  tiers  du  temps  écoulé  est  égal  à  un 
quart  de  celui  qui  reste  encore.  Combien  s'ctait-il  écoulé  do 
temps  et  combien  en  restait-il  encore  ? 
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Par  Falgèbre,  Pose  le  temps  écoalé  shaï ,  alors  ce  qui  reste 
est  12 moins  shaï;  d'où  an  tiers  da  temps  écoalé  est  égal  à  3 
moins  an  quart  de  shaï.  Après  Tapplicalion  de  gêbr,  un  tiers 
et  an  quart  du  temps  écoulé  est  égal  à  3.  Le  quotient  est  5  ot 
un  septième,  et  c'est  le  nombre  des  heures  écoulées  ;  le  reste 
se  monte  ainsi  à  6  heures  6  septièmes. 

Par  prùpwrliofi.  Pose  le  temps  écoulé  :  shaï  et  le  reste  4 
heures  à  cause  du  quart  ;  alors  un  tiers  de  shaï  égale  1  heure  ; 
doù  shaï  égale  3  heures,  et  la  somme  7.  Maintenant  3  est 
af  ec  7  dans  le  même  rapport  que  le  nombre  inconnu  avec  12. 
IMvise  donc  le  produit  des  termes  externes  par  le  terme 
moyen ,  alors  le  quotient  est  5  un  septième. 

Neuvième  problème. 

Une  perche  est  enfoncée  dans  un  élang  et  ressort  de  Tea'i 
de  cinq  aunes.  Son  bout  inférieur  restant  solidement  flxé , 
elle  s'incline  jusqu'à  ce  que  sa  pointe  supérieure  touche  la 
surface  plane  de  Teau  ;  la  distance  entre  Tendroit  où  elle  res- 
sortait de  l'eau,  et  l'endroit  où  sa  pointe  touche  l'eau  est  de 
dix  aunes.  Quelle  est  la  longueur  de  la  perche?    § 

Par  l'algèbre.  Pose  la  partie  cachée  dans  l'eau  .  shaï,  alors 
la  perche  est  5  et  shaï ,  et  il  est  clair  qu'après  son  inclinaison 
elle  est  l'hypoténuse  d'un  triangle  rectangle  dont  un  des 
côtés  de  l'angle  droit  est  10  aunes,  et  dont  l'autre  est  la  mesure 
de  la  partie  enfoncée  dans  l'eau ,  c'est-à-dire  shaï.  Par  con- 
séquent le  carré  de  la  perche ,  c'est-à-dire  25  et  1  mal  et  10 
sbaï ,  est  égal  aux  carrés  de  10  et  de  shaï ,  c'est-à-dire  100  et 
1  mal ,  d'aprèala  proposition  connue  (35).  Après  l'expulsion 
de  ce  qui  est  commun ,  il  reste  10  shaï  égalent  75  ,  et  le  quo- 
tient est  7  et  un  demi ,  et  c'est  là  la  mesure  de  la  partie  en- 
foncée dans  l'eau.  La  perche  est  donc  longue  de  12  aunes  et 
demie. 
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Pour  la  résolation  de  ce  problème  ot  autres  semblables,  îl 
y  a  encore  d'autres  méthodes ,  que  tu  peui  chercher  avec 
leurs  démonstrations  dans  mon  livre  plus  étendu;  que  Dieu 
le  Irès-haut  veuille  m'assistcr  dans  son  achèvement  ! 

CONCLUSION. 

Les  savants  qui  sont  forts  dans  celle  doctrine ,  ont  ren* 
contré  certains  problèmes,  dont  la  résolution  a  fixé  leurs 
raéditalions ,  et  dont  la  recherche  a  attiré  leurs  regards  ;  ils 
ont  entrepris  par  toutes  sortes  d'artifices  de  soulever  le  voile 
et  ont  tenté  par  tous  les  moyens  d'arracher  le  rideau ,  mais 
ils  n'ont  pu  découvrir  aucun  chemin  et  ils  n*ont  trouvé  per- 
sonne pour  leur  indiquer  la  route ,  personne  pour  les  con- 
duire. Depuis  le  temps  que  ces  problèmes  demeurent  inso- 
lubles ,  ils  se  sont  montrés  rebelles  contre  tous  les  génies 
jusqu'à  cette  époque.  Les  savants  compétents  eu  ont  men- 
tionné quelques-uns  dans  leurs  écrits,  et  eu  ont  proposé  une 
partie  dans  leurs  recueils,  pour  prouver  que  cette  science 
contient  des  difiîcultés  capables  de  rebuter;  pour  réduire  au 
silence  ce^  là  qui  prétendent  qu'en  fait  de  calcul,  il  n'est 
absolument  rien  qu'ils  ne  puissent  exécuter,  pour  prévenir 
les  calculateurs  de  ne  pas  prendre  la  peine  de  chercher  la 
solution,  si  quelques  questions  de  ce  genre  leur  sont  propo- 
sées ,  et  pour  exciter  à  les  résoudre  e\  à  les  dévoiler ,  ceux 
qui  sont  doués  de  facultés  brillantes.  C'est  pourquoi ,  je  pro- 
duis dans  ce  traité  sept  de  ces  problèmes  comme  modèle, 
pour  suivre  les  vestiges  de  ces  hommes  d'élite  et  pour  marcher 
sur  leurs  traces.  Ce  sont  les  suivants  : 

1.  Diviser  10  en  deux  parties,  de  telle  sorte  que  si  l'on 
ajoute  à  chacune  d'elles  sa  racine  carrée ,  et  si  l'on  multiplie 
les  deux  sommes  Tune  par  l'autre ,  il  en  résulte  un  nombre 
donné. 
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2.  Si,  è  un  carré  Ton  ajoule  10,  alors  la  somme  doit  a^oîr 
tine  racine  carrée ,  et  si  Ton  en  sonstrail  10 ,  le  reste  doîl  de 
même  avoir  une  racine  carrée. 

3.  A  Zaïd  l'on  promet  10  moins  la  racine  carrée  do  la 
part  d'Amrou ,  et  à  Amrou  5  moins  la  racine  carrée  de  la 
part  qai  a  été  promise  à  Zaïd. 

4.  Un  nombre  cube  doit  être  partage  en  dcnx  parties ,  qui 
soient  aussi  dos  nombres  cubes. 

5.  Dix  est  partagé  en  deux  parties.  Si  nous  divisons  chacune 
d'elles  par  Vautre,  et  si  nous  additionnons  les  deux  quotients, 
alors  la  somme  est  égale  à  Tune  des  deux  parties  de  dix. 

6.  Trois  carrés  en  proportion  continue ,  dont  la  somme  est 
un  carré. 

7.  Si  à  un  carré  on  ajoute  sa  racine  et  2 ,  si  ensuite  de  ce 
atee  carré  on  retranche  sa  racine  et  2 ,  alors  on  doit  pou- 
wtr  extraire  la  racine  carrée  de  la  somme  et  do  reste. 

Eh  bien  donc  !  sache ,  ô  noble  frère ,  toi  qui  aspires  après 
ia  précieuse  richesse  des  problèmes ,  que  réellement ,  je 
t'offre  dans  cette  œuvre  petite  à  la  vérité,  mais  noble  perle 
des  bijoux  nuptiaux   de  l'arithmétique,    ce  qui  jusqu'à 
présent ,  n  a  été  réani  ni  dans  un  traité  ni  d'ans  un  livre;  rç- 
connais  donc  sa  valeur,  et  n'amoindris  pas  ce  présent  de 
noces  i  protège  cette  œuvre  contre  tous  ceux  qui  n'appar- 
tiennent pas  k  sa  Tamille,  et  ne  l'envoie  à  personne  autre  qu'à 
celui  qui  souhaite  de  devenir  son  époux  ;  ne  la  donne  pas* ji 
un  vil  prétendant,  aOn  que  tu  n'attaches  pas  des  perles  au^oa 
d'un  chien.  Vraiment ,  la  plupart  de  ses  problèmes  sont 
dignes  de  conservation  et  de  soin,  et  méritent  qu'on  les  cache 
à  la  plupart  des  hommes  de  ce  lemps-ei.  Garde  fermement 
moo  legs  avec  toi ,  Dieu  te  gardera  de  même.  Loaanges  au 
Seignenr ,  qui  a  favorisé  son  accomplissement ,  et  m'a  fait 
la  grâce  d'arriver  à  la  conclusion  (36) . 

ÈMM.  BB  MAtBÉll.  V.  2t 
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NOTES. 


L€t  ooiea  qui  ne  sont  pat  extraf toi  de  eellet  d«  M.  NMaaimâAn , 

soot  signées  A.  &I. 

(1)  Ces  quatre  parents  da  prophète  sont  :  sa  fille  Fatimi  t^ec  son 
époux  Au  et  ses  deux  fils  Hasim  et  Hossaïn  ,  que  l'auteur  ponr> 
suivant  ses  jeux  de  mots  intraduisibles,  appelle  les  quatre  termes 
d^une  proportion. 

(2)  On  sait  que  les  Persans  reconnaissent  Ali  poar  légitime 
successeur  de  Mohahubd  et  sont  appelés  Shyites  ou  Schîsmt- 
tîques  par  les  Turcs  qui  les  regardent  homme  des  hèrétiqnes. 

BBnA'-'BDDiN  était  très  -  vraisemblablement  de  la  secte  des 
Sbyites. 

(3)  Les  Grecs  disaient  {o^ot  et  alogoij  effabîei  tiin$ffàbtei^  ott 
bien  ai  Ton  veut  :  dicibUt  et  indicibles.  Gomme  logoê  signifie  en 
même  temps  raison ^  les  Latins  ont  traduit  par  rationueU  el  ir- 
rationnels et  nous  les  avons  imités.  Voir  l'origine  des  expressions 
rationnel  et  irrationnel  ^  expliquée  par  Kepler  (Journal  êe 

.Mathématiques y  de  M.  Liouville,  tome  I,  pi  lOi}.  A.  M. 

(4)  Non-seulement  BsBA-EDum ,  mais  suivant  M.  SnACOBV 
(jÊeiai.Jlesear,,  l.  XII),  tous  les  auteurs  d'arithmétique  arabes 
ou  persans,  regardent  les  Hindous  comme  les  inventeurs  des 
ilgures  numérales  de  Téchelle  décimale.  Le  passage  suivant  a 
été  extrait  par  ce  savant  Anglais  d'un  traité  d'arithmétique  per- 
san : 

«  Les  sages  de  Tlnde  voulant  représenler  oonvenablemeot  les 
nombres,  inventèrent  ces  neuf  figures  (/ly.  4)  : 

•  Quand  une  figure  occupe  la  première  place  à  droite ,  elle  est 
regardée  par  eux ,  comme  exprimant  les  unités  ;  la  deuxième ,  les 
diiaines;  la  troisième,  les  centaines  ;  la  quatrième,  les  mille;  ainsi 
après  le  troisième  rang ,  la  première  figure  qui  suit  immédiate- 
ment représente  les  unités  4e  mille  »  la  deuxième  les  diniiMB  de 
mill|,la  trolsièiiie  les  centaines  de  mille  et  ainsi  de  suite.  En  cob- 
•équen^,  toute  figure  an  premier  rang  vaut  le  nombre  d'unités 
qu'elle  exprime;  toute  figure  au  second  rang  vaut  le  nombre  de 
diiaines  que  sa  forme  indique;  an  troisième  rang ,  le  nombre  des 
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cettUines,  et  ainsi  de  saite.  Qaand  une  figure  est  Ttcanfe  à  l'un 
«les  rangs,  l'on  écrit  an  chiffre  semblable  à  an  petit  cercle  0  pftmr 
eonserver  sa  place.  » 

A  cause  de  la  similitade  dà  chiffre  cinq  et  da  petit  cercle  choisi 
ffimttiTeroent  par  les  Hindotts,  comme  sy  mliole  du  vide,  les  Arabes, 
les  Malais,  les  Persans,  etc.,  marquent  le  lèro  par  an  point.  A.  M, 

(5}  Balance  est  la  traduction  fidèle  du  mot  arabe  mizaim  qwà 
se  trouve  dans  le  texte.  Nous  avons  préféré  ce  mot  au  mot  norm 
adopté  par  11.  Nesselmann.  M.  Tay  lor  de  Bombay  dit  positivement 
que  les  Arabes  appellent  balance^  la  preuve  par  9^  qu'ils  appli- 
quent à  leurs  règles  arithmétiques  (V.  ffist.  de  VAsiran.  anc,  de 
Delambre,  dern.  chapitre).  11  est  vrai  que  selon  lui  le  mot  est 
taraxtmti  non  mizann ,  mais  tarazou  est  plutôt  persan  qa*arabe. 

A*  M. 

(6)  L*aBte«ir  appelle  nombre  simple,  non-seulement  le  nombre 
qui  n*a  qa*an  chiffre ,  mais  encore  le  produit  d*un  nombre  d*un 
ebifire  par  ane  puissance  quelconque  de  10;  et  nombre  composé , 
ccluî  qui  est  formé  de  plusieurs  chiffres  significatifs. 

(7)  M.  Stracbey  trouve  cette  règle  remarquable  en  ce  que  son 
application  a  quelque  point  de  ressemblance  avec  Tusage  des  ta* 
blés  de  Logarithmes  ^  mais  selon  M.  Delambre*  ce  n'est  rien  a^e 
chose  que  la  méthode  des  fond^  substitués  aux  analogues,  qa*il  a 
expliquée  dans  son  arithmétique  des  Grecs,  A.  M. 

(S)  L'application  de  cette  règle  devient  superOue  pour  le  eas  oà 
les  deux  facteurs  sont  Ton  ^t  l'autre  au-dessous  de  5,  mais  la  règle 
«st  toujours  vraie.  Dans  le  cas  même  énoncé  par  Fauteur ,  le  moyen, 
de  trouver  le  produit,  famulé  par  lui,  paraîtra  inutile  au  premier 
abord,  mais  nous  devons  réfléchir  que  celte  méthode  ne  suppose 
pas  la  connaissance  préalable  de  la  table  de  multiplication,  dite  de 
fyihagore  ;  bien  plus ,  Texislence  seule  de  cette  règle  peut  paraître 
un  argument  contre  Topinion  avancée  par  Hutton  et'beaucoup 
dTautres  après  lui,  que  les  Arabes  sont  redevables  de  leur  algèbre 
iut  Grecs.  A.  M. 

<9)  Cette  règle  est  applicable  au  eu  où  les  deui  nombres  au 
lieutt*élre  resserrés  entre  SU  et  lOD,  sont  compris  entré  10  et  100. 

A.  M. 


I 


I 
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(10)  Od  observera  4|Qe  riaspectton  da  Sbabacah  oq  réseau,  sofiU 
pour  déinontrer  qac  le  nombre  des  cbifTres  d*un  prodoit  de  deuK 
nombres ,  a  pour  maximum  la  somme  des  nombres  de  cbîffres  des 
fadeurs  et  pour  minimum,  ceHe  somme  diminuée  de  1. 

L*osage  de  celte  table  ressemble  à  celui  des  bâtons  de  fïvm. 
Soivant  M.  T^tlok  de  Bombay,  celte  méthode  est  enseignée  dans 
toulea  les  écoles  de  l'Inde  ;  mais  elle  ne  se  trouve  dans  aucun  livre 
fldnscrit  ;  les  astronomes  n*en  Tout  aucun  usage.  A.  M. 

(1 1)  Pour  nous  qui  écrivons  de  gauche  à  droite  «  c*est  le  second 
au  lien  de  l'avant-dernier  ;  ceci  doit  être  observé  une  fois  pour 
lootes. 

(12)  Q^tte  règle  mérite  d'être  remarquée  ;  elle  suppose  régalité 
approximative  : 

\/;iX;«*«:a4.  — ^,  d'où  «•+€  «««+€— ^  (i —\ . 

Or, dans  la  pratique,  e<2a+*  î  d*où  il  snît  que  Von  obtient- 
pour  la  racine  cherchée,  une  erreur  toujours  par  délant.  Le  maxi- 
mum d'approximation  a  lien  pour  e«=l ,  e=2a;  dans  ces  deax 

cas»  la  valeur  trouvée  pour  le  carré  est  trop  petite  de  /^-.-r^; 

pins  f  s'écarte  de  ces  deux  limites ,  et  plus  Terreur  est  grande. 
Nous  devons  observer  qu'elle  sera  tonjoars  la  même,  soit  que  l'on 

pose  t««l  +  n  ou  •■B2a— n. 

RoosBBN  Au  donne  une  seconde  fi>rmule  : 

qui  fournit  iine  approximation  pur  excès. 

(13)  Ici  il  y  a  erreur,  car  il  peut  arriver  qne  le  peste  soit  égal 
an  carré  soustrait  Supposons  .par  exemple  que  la  dernière  trancbe 
è  gauche  du  nombre  proposé  soit  8.  Le  carré  qne  Ton  en  devra  sous- 
traire est  4-  et  le  reste  aussi  4.  Voici  donc  un  exemple  qni  prouve 
que  le  reste  peut  égaler  le  a\n^  sotastrait.  Si ,  de  même  qne  M.  Ne»- 
selmann  »  je  soppoee  que  la  dernière  tranche  &  gauche  ioil  3»  c'est* 
à-dire  que  le  ploa  grand  nombre  cherché  soi  t  i ,  évidemment  j'aurai 
no  reste  plus  grand  que  le. carré  soustrait  ;  mais  il  me  siemble  que 
de  col  exemple  unique»  parfaitement  vrai  an  fond  »  on  ne  peut  ri* 
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fCNireoiement  le  prévaloir  contre  l'auteur  ;  en  effet  Behft-Eddin 
dans  ion  Introdactîon  dit  en  termes  formels  :  la  vérité  est  que 
rvntM  n'ettpasun  nomhre;  pour  loi  1  ne  peot  donc  être  ce  plas 
irand  «001^0  parmi  les  finîtes  qa*il  prescrit  de  chercher. 

(14)  La  langue  arabe  n'a  de  noms  simples  que  pour  les  fractions 
dont  le  dénominatear  ne  contient  que  les  nombres  depuis  8  jus- 
qu'à 10.  De  U,  pour  cette  classe  de  fractions,  le  nom  de  articulées, 
qui  peuTenL  s'exprimer  seules,  sans  secours  étranger.  Quant  aux 
autres  fractions,  qui  portent  le  nom  de  muettes^  elles  doiicents*es* 
primer  i  Taide  des  articulées.  Les  premières,  si  je  peux  m'expri- 
mer  ainsi ,  jouent  le  rôle  des  voyelles,  et  les  secondes  «  le  rôle  des 
consonnes. 

Quand  un  dénominateur  a  une  valeur  plus  grande  que  10',  les 
Arabes  le  .décomposent  en  facteurs  tous  moindres  que  11,  si  cela 
est  possible.  Quand  cela  n'est  pas  praticable ,  ils  décomposent 
néanmoins  le  dénominaleujr  en  ses  facteurs  quelconques,  et  lisent 
l'expression  qui  en  résulte,  comme  ce  que  nous  appelons  fractions 
de  fractions. 

(15)  Ce  dernier  paragraphe  suppose  Tannée  de  360  jours,  le 
mois  de  90  jours  et  la  semai  ùe  de  7.  Cette  année  n'existe  pas  chei 
les  Arabes  qui  ont  l'année  l,iinaire  de  354  et  355  jours,  mais  bien 
cbei  les  Persans,  en  faisant  abstraction  toutefois  de  leurs  cinq  jours 
supplémentaires  pour  compléter  j'année  solaire. 

La  lettre  Ain  de  Talphabet  arabe  se  rencontre  dans  les  noms 
aiibes  des  nombres  4,  7,  9, 10. 

(16)  Le  dirhem  est  vraisemblablement  le  même  mot  que 
drachme.  Mais  il  y  avait  différentes  sortes  de  dirhems  chei  les 
Arabes,  de  même  que  différentes  sortes  de  drachmes  chcs  les 
Grecs  ;  on  ne  saurait  donc  établir  ici  le  rapport  du  dirhem  dont 
il  s'agit,  à  toute  autre  unité  monétaire.  A.  M. 

(17)  La  suite  des  opérations  à  effectuer,  indiquées  par  Tau- 
leur  dans  cette  dernière  question  ,  a  besoin  d'une  courte  expli- 
cation. 

Le  problème  mis- en  équation,  donne  : 

1-      ('+!+»)  +i  ('+!+*)  +*-2o- 


—  m»— 


*  -2('+i+*)=" 


.     3     3V3/ 


♦9 


(17  bn)  Les  Arabes  donnaient  à  la  droite  les  noms  de  eâté, 
teur,  diamètre f  diagonale^  perpendiculaire,  flanCy  etc. 

(18)  Rouschen  AU s*eiprime  ainsi  :  «on  ne  trouTert  dans  aacoD 
livre  une  description  de  cette  sorte  de  trapèze  •  pour  éclaircir  ce 
point;  Dieu ,  peut-être,  rapprendra  dans  un  temps  k  venir.  »  Le 
savant  docteur  Nesselmann  avoue  n*en  savoir  rien  de  plus.  DV 
près  le  commehtaire  de  Nasr  Eddîn,  sur  Euclide,  les  Arabes 
avaient  pour  le  trapèze  une  définition  plus  large  que  la  oàîre^ 
et  qui  la  renferme  comme  cas  particulier.  Une  des  ùgures  qaH} 
donne  comme  représentant  un  trapèze  n*a  pas  de  cdiés  parallèles, 
ii*a  qu*un  angle  aigu,  et  parait  avoir  des  diagonales  k  angle  droit. 
C'est  peut-être  là  le  concombre  de  Beha-Eddin.  A.  M. 

-  (19)  D'après  Rouscben  Ali ,  ces  trois  figures  sont  celles  du  o*  I 
de  la  planche. 

(2D)  Appelons  a  la  base ,  h  le  côté  moyen ,  c  le  plus  petit  oôté^  > 
nous  aurons  : 

a       ^«— c« 

'""â""      fia     • 
Or  P— e«-=(&+c)(*— c) 

a      (54-c)(6— c) 

donc  '•=« K 

2  fia 

A.  M. 
(fil)  L*aire  dû  triangle  est  -r-,  en  appelant  a  la  base^  et  ir  lahau- 

Je 

teur. 

a*      3a* 
**—«•—=  —  ;   d'où  X  = 
4       4 


Vt 


*"  T-i\/T-\/»r6- "■  •""• 


A. 


(92)  La  seconde  r^gle  ici  poiée  poor  troafer  le  tolame  de  la 
sphère  est  déf ectoense ,  car  son  application  conduirait  à  la  Taleor 

v»8 ,  91 ,  comme  le  fait  remarquer  M.  Nesselmaon.  Cepen* 

danl  je  n'y  puis  Toir,  comme  loi ,  one  faute  grossière»  mais  seule* 
ment  un  énoncé  mal  conçu,  que  Ton  pourrait  remplacer  par  celui- 
ci  :  retranehez  du  cube  du  diamètre  ses  trois  quatorzièmes,  puis 
dm  tmêU  le  tiers  de  ce  reste  même;  cette  règle  coïncidera  parfaite- 


f        /      2a\ 

ment  arec  la  formule  :  vol.  sphèriq.  » -«-D*.  f  «-a-—  j. 

n  n*eet  pas  Traisemblable  que  Tast^ur,  après  avoir  donné  un 
premier  moyen  eiact  pour  mesurer  le  volume  de  la  sphère,  ait 
pu  en  iiroposer  et  conserver  un  éminemment  faux. 

A.  11. 

(S3)  BonsHEN  Ali  n*a  jamais  vu  la  glose  dont  il  estjci  question , 
et  il  pense  que  l'auteur  a  voulu  sans  doute  faire  allusion  au  traité 
en  90  chapitres»  composé  par  Moba&kik  db  Thuss. 


(91)  Je  reproduirai  ici  la  note  textuelle  de  M.  Nesselmann  ; 

Ici  Tanteur  est  inintelligible  et  j*avoue  que  je  n'ai  pu  me  tirer  de 
ce  labyrinthe ,  qu*è  Taide  du  commentaire  qui  commence  ainsi  : 
«  Sache  que  '  plusieurs  divisent  Tinstrument  en  douze  parties 
égales  et  d'antres  en  sept.  Dans  le  premier  cas,  chaque  ligne 
d'ombre  (de  division)  reçoit  le  nom  de  dot^rf  ;  dans  le  second  cas, 
en  l'appelle  pt'ed.  »  Cette  explication  comparée  avec  la  règle 
donnée  par  fauteur  donne  l'idée  suivante  de  la  construction  de  l'Ii^ 
strument.  Soit  le  carré  ABGD  {fig.  2),  l'alidade  tourne  autour  du 
pi^t  fixe  A  et  si  le  c6té  BC  est  divisé  en  doute  ou  en  sept  parties 
égales  les  lignes  qui  vont  de  A  en  E  (point  de  division)  se  nomment 
Ugocs  d'ombre.  Voici  maintenant  le  procédé  qui  n'est  pascomplé- 
tement  expliqué  dans  l'auteur.  Soit  SP  la  hauteur  k  mesurer,  on 
se  place  avec  Tinstrumenl  abcd  tïk  G,  de  sorte  que  le  rayon  Sa 
meontre  un  point  de  division  e ,  ensuite  on  amène  l'alidade  sur 
la  division  voisine  e  et  on  marche  vers  G',  jusqu'à  ce  que  l'alidade 
%^  passe  par  #'.  Supposons  que  le  nombre  desdivisions  soit  repré* 
senlé  par  n,  on  a  les  proportions  suivantes  : 

eé:*«::«T:TS 

e'5:fcv::flT:TS 

mais  éasA'a,  on  a  donc  «&:  e'é' ::  aT  :  aX 


-^3M  — 

D'où  eb  :  e'b' — efc  :  :  «T  :  GG',  donc  flT—  -jpzz^- 

\ba.QG' 

D'où  il  sait  que  TS=  -rr. r- 

^  eo — eb 

Le  dénominatear  »— ,  d*où  TS»m.GG'. 

n 

Ce  qni  est  la  règle  de  Beha-Eddin.  Le  oommentatenr  olnerft 
qii*il  faut  Ajouter  à  ce  rèsnllal  la  taille  de  TobserTateur.  e'estlniire 
Gaoa  PT  poor  avoir  la  baatear  totale. 

(25)  LMmpossibilité  d'obtenir  des  rèsallats  exacU,  par  Tane  o« 
Taulre  de  ces  opérations ,  est  assez  évidente.  La  première  est 
fondée  sur  ce  principe,  que  sur  une  surface  plane,  deni  points 
sont  i  égale  distance  du  pied  de  la  hauteur  donnée  de  VomI  de  l'ob- 
servateur, quand  les  lignes  de  vision  passant  respectivement  par 
ces  points,  sont  également  inclinées  à  rhorizon. 

La  seconde  opération  est  celle-ci  :  laissez  tomber  le  eorpsde 
A  en  E  (/ijf-3),  placez- vous  en  CD  par  exemple  et  observez  le  corps 
suivant  la  ligne  DE  qui  coupe  AG  en  B.  Alors  vous  avez  la 
proportion 

«^   /..v      .«    *«      ABXCD 

BC  :  CD  ::  ab  :  ae  « — — — . 

(Slrachey.) 

(26)  J'ai  conservé  les  dénomination  aral>es  :  Sbal ,  mil ,  cftb, 
mèl-i-màl ,  roàl-i-câb,  etc.. ,  plutôt  que  d'essayer  de  les  traduire 
par  des  mots  équivalents,  ce  que  le  docteur  Ncsseiroann  a  pu  faire 
grâce  à  la  facilité  avec  laquelle  la  langue  allemande  se  prête  à  la 
formation  des  mots  composés. 

Les  Arabes  appelaient  l'inconnue  (et  ilsn*en  employaient  qu'une) 
5Aal  (chose).  Les  premiers  algébristes  de  l'Europe  chrétienne, 
Jban  Hispalbnsis  ,  Gérabd  de  Cbémonb  ,  Lbo:iabd  de  Pisb  et  ses 
disciples  »  ont  traduit  ce  terme  par  le  mot  latin  correspondant 
re$  et  Tltalien  eosa,-  d'où  :  Regola  délia  cosa^  Règle  de  eoss, 
pratique  cossike  et  nombre  cossike  (racine  d'une  équation) 
chez  nos  plus  anciens  auteurs  (  Robbbt  Rbcobdb  ,  la  pierre  à 
aiguUer  du  jugement);  les  Arabes  appelaient  le  carré  et 
l'inconnue  fndt  possession  ou  biens,  en  latin  census^  en  italien 
cento,  termes  de  même  signification  et  pris  également  par  LéoKâiD 
de  Pisb  sous  l'acception  du  montant  des  biens  ou  propriétés 
(Cbnsos  :  quicquid  fortuvarum  guis  habet.  Steph.  Thet.).  Le 
cul>e  était  appelé  par  les  Arabes  câb^  dé  ou  eut»;  ils  combinaient 


-.all- 
ées lernes  wél  et  câb,  pour  la  formation  de  pnisnnces  plus  éle- 
?ée8»  à  la  manière  de  Diopbaktb,  en  faisant  la  somme  des  dtgrés, 
et  non  pas  comme  ]es  Hindous  en  considérant  leurs  produits. 

PAaoLO  observe  expressément  qa*en  dehors  des  6  formes  ici 
prescrites  il  n*y  a  pas  d^équation  possible  :  altramenie  che  in 
quisti  6  diêcorti  modi  non  e  potsibile  atcunti  loro  equatione.  A.  M. 

(S7)  Il  est  assez  curieux  que  les  Grecs,  les  prétendus  inventeurs 
de  l'algèbre*,  n'aient  même  pas  dans  leur  langue  »  un  mot  pour 
désigner  cette  science ,  et  que  nous  ayons  emprunté  aux  Arabes , 
an  terme  qui  pour  eux  exprimait  une  simple  opération  pour  en 
faire  le  nom  de  la  science  elle-même.  L'opération  essentielle«  qui 
consiste  a  restaurer ,  à  raccommoder^  s'appelle  gebr  ou  avec 
rarlicle  ai  gebr.  Quand  dans  un  membre  d'une  équation  une 
quantité  positive  (zdt d)  est  suivie  ou  aiïectée  d'une  quantité  néga- 
tive (tidJbj),  on  restaure  la  quantité  positive ,  c'est-à-dire  qu'on  la 
rélablitdans  son  intégrité  (Ghaslbs).  La  seconde  opération  essen- 
tielle, qui  consiste  à  comparer  les  termes  et  è  supprimer  les  valeurs 
égales  de  chaque  côté ,  est  appelée  par  les  Arabes  :  Mokabalah. 
De  là  le  nom  de  Tarik  al  gebr  wa  almokabalah  (  Méthode  de 
restauration  et  de  comparaison),  pour  cette  branche  de  l'analyse, 
cbes  les  Arabes ,  de  là  notre  nom  d'algèbre  emprunté  textuelle- 
ment parLioNAiD  de  Pisn  et  tous  les  plus  anciens  algcbristes  eu- 
ropéens. A.  M. 

(98)  Soit  X  le  nombre  des  enfants, — ^       sera  le  nombre  total 
4ti  tUutrti sera  la  part  de  chacon  ,  d'après  l'énoncé 

X 

celle  dernière  valeur  est  égale  à  7,  nous  aurons  donc  l'équation 

(jr+l) 

— ^ — =7,  d'où  x=z|3.  Plus  généralement,  soit  «  la  part  rec- 
tifiée ,  le  nombre  des  dinars  sera  nx  ;  d'autre  part ,  d'après  le 

(xJ^i)x 

partage  prîmitir  »  la  toUlijé  des  dinars  était  ——--  I>'où  il 

ix+i)x 
suit  que —  «*nar  ou  x«2ii  —  1. 

(29)  Pour  la  définition  du  nombre  parfait ,  voyez  Euclide  (livre 
7,  déf.  22),  et  pour  la  règle  :  livre  9,  proposition  36 

(30j  Soient  r  et/*  les  deux  parties  d'un  nombre  a  : 


—  3i2  - 

xzsza — jr 
1 

égalité  sur  laqaelle  l'auteur  s*appaie. 

5      1 

Si  «—^=5,  on  a  donc  r«»ô  *'""^* 

À  Â 

Si  actaellement  on  ^oate  le  demi -nombre ,  l'on  a  : 

d'où  '  =  7Î  et.r— 2-. 

2  2 

(tf  )  Voici  le  Ubleaa  des  opérations  indiqaées  par  Tauttor  : 


,+1+5. 

■s+l 

'  +  5+2* 

6'     ^ 

6«      X 

5      5 

"2    iî 

x—S 

'.^- 

d'oùt 

7       5       2        5 

(32)  Ccst^-direque  ^3  =  ^2+5  <*«  75- 

(33)  Soit  X  ce  qu'a  la  première  personne,^  ce  qu'a  la  ateomle, 

P  le  prix  du  cheval,  —  et  -  les  fractions  générales  substiluèes  à 

m     n 

il  11 

-et  7,  Onaalors:  P-1X+ -^elP=/'H — x^ 
3      4  m  " 

d'oùx+L^-r+J*  oobienx(l-i)  =r  (l-^) 

*      mn  —  n 
^      mn— w 

si  l'on  pose  «avmn  — r  et^=:mji  — m,  il  en  résulte  P«mji<^l. 

(34)  Soient  a,  &,  c,  les  nombres  de  livres  de  miel ,  de  Tinaigre» 
d'eau.  Le  mélange  contient  (a -f«  5-4- c)  livres.  De  ces  (a+5+r) 


Ihres ,  OD  prend  /  livres  je  suppose ,  el  l'on  veat  trouver  dans 
«loelle  proportion ,  pour  chaque  coupe,  le  miel,  le  vinaigre  et 
Tean  concoureront  à  former  ces  /  livres  de  mélange. 
Pour  la  l»  substance  on  aura  : 

(35)  Dans  le  texte  arabe ,  on  trouve  :  d'après  la  fiffure  de  la 
fiancée.  B*où  a  pu  provenir  cette  désignation,  c'est  ce  qui  n*a  pas 
encore  été  expliqué. 

(96)  Gomme  on  Ta  vu,  l'auteur  dit  expresiément  que  les  ques- 
tions énoncées  ci-dessus,  sont  inaccessibles  aux  algébristâ  de  son 
temps.  Les  unes  sont  impossibles ,  les  autres  conduisent  à  des 
équations  de  degré  supérieur,  qui  n'ont  aucune  racine  rationnelle  ; 
ainsi  la  troisième  donne  Téquation  finale  x^— 20x'-f-x-{-9tf»0, 
la  dernière  question  fournit  les  deux  équations  :  «*-^x-|-S«>i/** 
et  jc* — X  —  â=x',  qui  ne  donnent  pour  x,  que  la  valeur  négative 
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— rr.  La  quatrième  est  la  plus  intéressante,  son  impossibilité  dé- 

pend  du  fameus  théorème,  énoncé  pour  la  première  fois  par  Fer- 
mat  ,  en  1657,  et  démontré  par  Euier.  Ainsi  les  Arabes  Font  eu 
quelques  siècles  avant  nous. 

Il  ne  parait  pas  d'après  ce  qui  précède  que  les  Arabes  se  ser- 
vissent de  notations  algébriques  ou  de  symboles  d'abréviation ,  ni 
qu'ils  eussent  quelque  connaissance  de  l'algèbre  de  Diophante. 
D'autre  part ,  bien  qu'ils  ne  semblent  pas  avoir  possédé  Talgèbre 
hindoue  dans  tous  ses  développements,  il  est  pourtant  probableque 
cette  science  leur  vtnt  de  la  même  source  que  l'arithmétique.  Les 
traités  d'algèbre  arabes  et  persans,  suivant  M.  Strachey,  ainsi  que 
quelques  anciens  ouvrages  européens,  commencent  par  l'arilhmé* 
tique,  que  l'on  f  appelle  l'arithmétique  des  Hindous  ;  leur  seconde 
partie  est  consacrée  à  l'algèbre,  mais  elle  laisse  dans  une  complète 
ignorance  sur  l'origine  de  cette  branche  des  mathématiques.  Très- 
vrabemblablement ,  leur  algèbre  étant  numérique ,  les  auteurs  la 
regardaient  comme  partie  intégrante ,  mais  dernière  partie  de  l'a- 
rithmétique. A.  M* 


—  Si- 


■■sBMBsaan 


QUELQUES  OBSERVATIONS 
R$lalivei  A  h  figure  du  carré  de  rkypoUnu»  0< 


dèTe  de  rinsUuiUon  UTiUe. 


Si  aar  les  côtés  d'an  triangle  rectangle  BIB"  (fig.  39)  dont  ' 
rbypoténuse  est  égale  à  2^,  on  construit  des  carrés,  et  qo'on 
Tienne  à  supposer  le  sommet  I  mobile  sur  U  droonférence 
BRB'. 

1*  Les  sommets  D  et  D'  sont  toujours  à  égale  distance  do 
l'aie  Y^  élevé  sur  le  milieu  de  A  A',  et  les  sommets  G  et  G'  à 
même  distance  de  la  droite  Zz. 

Il  résulte  en  effet  de  l'égalité  des  trois  triangles  VWy. 
B'KI,G'1K'  d'une  part,  de  lYgalité  des  triangles  BDE, 
BIK,  GIN  d'une  autre  part,  qu'on  a  B£sF£'sG'K's=: 
6N  =  1K. 

2*  La  diagonale  commune  DD'  tourne  autour  d'un  point 
fixe  R,  qu'on  obtient  en  prenant  sur  Yy  à  partir  du  point 0» 
une  distance  égale  à  3a. 

Pour  le  démonlrer  j 'observe  que 

^_       D'£'+DE     B'K+BK 
2  2 

On  en  déduit  comme  corollaires  immédiats  que  les  pointa 
G  et  G'  restent  constamment  sur  une  circonférence  ayant  son 

centre  en  R  et  pour  rayon  a  Kâ ,  et  par  suite  que  les  points  S 

O  II  y  a  dmt  ce  travail  intéressanl  des  longneon  que  noui  n'«Tont  pu  ea. 
le  tempf  de  faire  diaparallre.  Noaa  y  reTieodroni.  Tau 
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et  S' parcoorent  respectivement  les  deaz  cireonfdrenees  dé- 
crîtcs  sor  BR  et  B'R  comme  diamètres. 

3*  Les  points  D  et  D'  décrivent  denx  circonférences  de 
rayon  a^  tangentes  en  R  à  l'axe  des  Yy. 

Caries  lignes  ABet  DG  prolongées  déterminent  le  troisième 
sommet  d'un  triangle  rectangle  égal  h  BIB^ 

4*  Si  Ton  joint  DA  et  D'A',  ces  lignes  se  conpent  en  nn 
point  M  dont  la  distance  à  Taxe  Yy  est  toujours  le  tiers  de 
la  dislance  dn  point  mobile  I  à  ce  môme  axe  :  la  môme  pro- 
priété a  lieu  si  Ton  joint  DA'  et  D'A. 

La  comparaison  successive  des  triangles  semblables  A'OT' 
et  PMA',  PMA  et  ADF  donne  les  deux  proportions  .- 

D'F:MP::A'F':PA', 
PM:DF::PA:AF; 

d'où  en  les  multipliant  par  ordre  et  supprimant  les  factenn 
é|aiix  communs  aux  deux  termes  de  chaque  rapport, 

D'F':DF::PA:PA'; 
on  en  tire 

lyp'-HDP  :  PA-h PA'  ::  DP- DP  :  PA-pa'  ; 

or 

DT'+DF  =  âOR  =  6â,  PA+PA'«2a, 
»F'— DF«B'K— BK  =  2CK, 
]?A  — PA'=2P0. 

Donc 

3a:  tf  ::  GK  :  OP     c.  Q.F,  D 

S'il  s'agissait  du  point  M\  on  comparerait  les  triangles 
semblables 

AiyP et  AMP,  A'FM'  et  DA'F. 

JRemarquê.  Lorsque  le  point  I  parcourt  la  demi-drconfé- 
rence  inférieure,  on  reconnaît  des  propriétés  analogues,  mais 
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doat  rénoucé  reçoit  certaines  modifications  ;  aim  en  peut 
voir  qu'alors  la  diagonale  DIV  tourne  autour  dn  centre  da 
carré ,  et  que  les  distances  des  points  M ,  M' et  I  à  Taxe  \y 
sonl  égales  entre  elles. 

5*  Trouver  l""  le  lieu  des  points  M  ;  a*  des  points  M'. 

Supposons  que  le  point  I  parcoure  la  demi^circonféreMe 
BRB'  ;  nous  allons  tâcher  d'abord  de  découvrir  par  des  con- 
sidérations à  priori  la  forme  du  lieu  cherché* 

La  courbe  est  symétrique  par  rapport  à  l'axe  des  Y  ;  lors- 
que le  point  I  est  en  K  que  l'on  peut  regarder  comme  son 
point  de  départ ,  le  point  M  est  situé  sur  la  partie  négative 
de  l'axe  des  Y  à  une  distance  égale  à  3a  ;  le  point  I  se  ment 
en  parcourant  le  quart  de  circonférence  BR ,  le  point  M 
s'éloigne  de  l'axe  des  X,  son  abscisse  étant  toujours  le  tiers 
de  l'abscisse  du  point  I  ;  enfin  lorsque  ce  dernier  point  a 
atteint  l'autre  extrémité  du  quadrant,  le  point  M  est  situé  à 
une  distance  infinie  de  Taxe  des  X;  quant  à  son  abscisse  41e 

est  égale  à  7-  -,  donc  si  Ton  mène  une  parallèle  à  Taxe  des  Y, 

à  cette  distance ,  cette  ligne  sera  asymptote  de  la  courbe;  en 
répétant  la  même  figure  à  gauche  et  observant  que  la  tan- 
gente au  point  où  la  courbe  coupe  Taxe  des  Y  est  boriiontale 
(car  c'est  la  limite  des  positions  successives  d'une  corde  paral- 
lèle à  l'axe  des  X,  lorsque  ses  deux  points  d'intersection  sont 
venus  se  réunir  en  un  seul) .  on  aura  ébauché  suffisamment 
la  forme  de  la  courbe. 

Cherchons  son  équation  ;  pour  cela ,  soient  x^^  y  les  coor- 
données du  point  I  /  X  et  ^  les  coordonnées  variables  dn 
point  M,  on  aura: 

Maintenant  reportons-nous  à  l'une  des  proportions,  dont 
nous  nous  sommes  servis  plus  haut, 

AF:  AP::DF:MP, 
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et  remplaçoitt-y  ces  cMés parleurs  valeurs.  On  a  : 

tiliminant  x'  et  y  entre  ces  trois  équations,  on  trouvera  : 

équation  da  quatrième  dogré  qu'il  s'agit  de  discuter.  Cette 
équation  ne  renfermant  que  des  puissances  |jalresd'x  et  d'^^ 
la  courbe  qu'elle  représente  est  rapportée  à  son  centre  oomme 
origine  ;  par  conséquent  il  suffit  de  faire  croître  x  et  ^  positif 
vement.  BésolyonsJà  par  rapport  kj-y  on  trouve  • 


'  * 

v 

a'— 9j'' 

j:=0.. 

• 

jc  augmente  < 

3' 

....y  augmente. 

a 
'=8- 

m 

Ce  laMeaa  nous  montre  que  la  courbe  est  comprise  entre 

deux  parallèles  menées  à  des  distances  de  Yjr  égales  à  -,  et 

qu'elle  a  ses  droites  pour  asymptotes.  Le  coeflGlcient  angu- 
laire de  sa  tangehte 

.  (ex*— a.V 

devient  nul  pour  xsO;  donc  aux  points  s  et  s' la  tangente 
est  horiiontak;  d'ailleurs  chacune  des  branches  est  con- 
stamment convexe  vers  l'axe  des  X;  car  à  cause  de  la 
symétrie  du  lieu  «  si  l'une  d'elles  était  sinueuse ,  la  courbe 
poorrait  être  coupée  par  une  ligne  droite  en  plus  de  quatre 
poiola. 

En  résumant  cette  discussion ,  on  voit  que  Téquation 
nous  donne  deux  branches  indéfinies  tandis  que  nous  n'a- 
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TioDS  troavé  dans  notre  premier  aperçu  qoe  la  branche 
inféricare.  A  quoi  lient  cette  anomalie?  On  peut  l'expliquer 
en  remontant  aux  équations  du  problème  ;  car  la  circonfé- 
rence BRB'  et  $21  symétrique  par  raf^port  à  Taie  dos  X  ont  la 
mémo  équation  ;  d'un  autre  côté  en  vertu  de  la  relation  (3), 
lorsque^  change  de  signe,  la  quantité  y  —  2â  change  aussi 
désigne;  mais  comme  elle  entre  au  c^rré  dans  Téqualiondu 
cercle,  Téquation  du  lieu  ne  change  pas;  ainsi  par  suite 
de  cette  particularité  do  calcul  elle  se  trouve  convenir  aux 
points  qu'on  obtiendrait  en  effectuant  au-dessous  de  l'axe  des 
•  X  les  mêmes  constructions  qu'au-dessus,  quoiqu'elle  n'ait  pas 
été  formée  pour  ce  cas-là. 

La  discussion  du  lieu  va  confirmer  Texactitude  de  cette 
interprétation  en  nous  conduisant  à  une  équation  qui  dans 
les  mêmes  circonstances  représentera  une  courbe  non  rap- 
portée à  son  centre. 

Nous  allons  chercher,  comme  ci-dessus,  la  forme  du  lien 
en  considérant  le  mouvement  du  point.  Lorsque  le  point  I 
est  en  R  les  droites  DA'  et  D'A'  se  confondent  avec  les  dia- 
gonales du  carrée  par  conséquent  la  courbe  part  du  centre 
de  ce  carré  ;  le  point  I  parcourt  le  quadrant  BR.  Le  point 
Ar  s'élève;  mais  son  abscisse  est  toujours  le  tiers  de  Tabscifiae 
du  point  I  \  enfln  lorsque  ce  point  est  veau  en  B ,  l'un  des 
carrés  s'est  réduit  à  zéro,  l'autre  est  égal  au  carré  AB  A'B'  -, 
donc  pour  avoir  le  point  correspondant  il  faut  mener  A'B, 
prolonger  A'B'  d'une  quantité  égale  à  elle-même,  joindre 
son  extrémité  avec  le  point  A ,  et  les  lignes  se  couperont  an 

point  cherché;  son  abscisse  est  égale  à  -  ;  il  est  facile  de  re- 

«I 

connaître  sur  la  figure  que  son  ordonnée  est  quadroirie.  de 
TabBcisse;  ce  point  là  est  un  point  limite;  par  oonséquontla 

parallèle  à  l'axe  des  Y  menée  n  une  distance  -  sera  tangente 


à  la  courbe  ;  j'aarai  à  gauche  une  partie  parfaitement  sy- 
métricpie  ;  d'ailleurs  la  tangente  au  point  initial  est  horizon- 
tale, donc  elle  présente  sa  convexité, aux  points  L  et  U. 

Poar  déterminer  l'équation  du  lieu  nous  aurons  les  re- 
lations : 

(y— 2û)*+jr"  — fl'  =  0,    (1)   j:'  =  3x(-2). 

Ei  à  cause  de  la  similitude  des  triangles  DAT ,  M'A'F, 

Et  en  éliminant  x'  et  y  il  viendra  : 

U 1 li-4-9a:»_a-  =  0, 

y 

oo  bien  ^  en  réduisant  et  ordonnant  par  rapport  à  ^, 

(ar'-f.  fl')  y —4  a  (a'~  ^)  J^+3  (a'—  j:')*= 9, 

La  courbe  étant  symétrique  par  rapport  àl'axedesX  nous 

a 
ferons  crotlre  x  positivement  depuis  téro  jusqu'à  - . 

x=0 ^.  =  3a. 

a 
xasigmente  <i'^ y^  dimmue. 

r,  inc(irtain. 
a  Ka 

*^3 ^.=^»=  3- 

La  courbe  coupe  Vaxe  des  Y  en  deux  points  à  des  distances 
de  l'origine  égaies  l'une  à  a ,  Tautre  à  3a  ;  de  ces  pointé 
partent  deux  arcs  de  courbe  qui  viennent  se  réunir  en  on 

point  L  dont  Fabcisse  est  égale  à  -,  et  l'ordonnée  à-^ .  Même 

s  3 

Sgiirr  à  gauche  dû  Taxe  des  T. 

Um.  db  UATaCM.  Y.  22 
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Le  coefficient  aDgolaire  de  sa  tangente  eat 


tangots=s 


2  (3j:',+  a')^— 4û(a'— X*) 


poar  jc=zO  eWe  est  parallèle  à  l'axe  desX  ,  et  pour  J?=  - 

elle  lai  est  perpendiculaire,  comme  noas  l'avions  préva. 

Ain^i  la  courbe  de  Téquation,  si  elle  n'offre  pas  d'inflexions, 

que  semble  exclure  l'uniformité  de  la  courbe  génératrice,  a 

la  forme  d*une  OTale  inscrite  dans  un  rectangle  dont  les  di- 

2a 
mensions  seraient  2a  et  — • 

ô 

On  peut  remarquer  qu'ici  le  lieu  différent  du  premier  n'est 
plus  rapporté  à  son  centre  comme  origine,  et  cela  ne  doit  pas 
étonner,  puisque  la  cause  de  ce  phénomène  g(H)métrique  a 
disparu  avec  la  nature  des  calculs  ;  mais  ce  deuxième  exemple 
offre  une  particularité  aussi  remarquable  que  le  premier  ; 
car  la  discussion  de  l'équation ,  nous  a  donné  une  ovale  en- 
tière pour  la  courbe  qu'elle  représente,  tandis  (|ue  le  point  ne 
décrit  effectivement  que  la  partie  inférieure  terminée  brus- 
quement aux  points  L^et  L'. 

Pourquoi  le  lieu  n'est-il  pas  fidèlement  représenté  par  l'ér 
qnation  émanée  de  sa  génération  ? 

C'est  que  lorsqu'on  met  en  équation  le  lieu  d'un  point  as- 
sujetti à  un  mouvement  mécanique ,  il  peut  se  faire  que  la 
relation  constante  établie  entre  les  coordonnées  de  chacun 
df s  points  de  ce  lieu,  ne  soit  pas  exclusive  à  ces  points; 
ainsi  par  exemple  le  lieu  du  sommet  d'un  angle,  dont  les 
côtés  passent  par  deux  points  fixes,  est  un  segment  de  cercle. 
L'équation  à  laquelle  on  est  conduit  représente  le  cercle 
entier.  Il  serait  superflu  de  multiplier  les  exemples  de  ce 
genre;  cette  observation  suffit  pour  expliquer  le  défaut 
d'harmonie  qui  existe  entre  la  courbe  cherchée  et  son  équa- 
tion. Il  y  a  plus,  on  peut  même  dire  qu'il  eût  été  impossible 
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de  tnavw  une  éqoation  alg^nifue  foi  repréientàt  exacte- 
meDt  la  forme  da  liea  ;  car  de  pareilles  éqoatioat  n'ont  pas 
de  points  d'arrêt. 


»       « 


THEfMŒME  SUR  LA  LEMNISGATE. 


élire  d«  linsUtotioii  UTill«. 


Théorème.  Le  lieu  des  points  qni  ont  poor  abscisses  les 
cordes  inscrites  dans  nn  cercle,  et  pour  ordonnées  les  cordes 
oorrespoodantes  de  la  moitié  de  Tare ,  est  ooe  lemniscate  de 
Bemoulli  (les  axes  sont  rectangulaires}. 

DémamiraiUm,  Dans  l'équation  qui  donne  la  corde  en 
fonction  de  la  corde  de  la  moitié  de  Tarc^ 

:r'=R  (2R  —  l/4R*— C), 

remplaçons  C  par  j^  et  faisons  évanouir  le  radical,  il  Yiendra 
tontes  rédactions  fsites  : 

éqoation  d'ane  lemniscate. 

Noie,  Cette  observation  ingénieuse  donne  le  moyen  de  con^ 
starnire  la  lemniseatè  à  Taide  dn  cercle.  Tm. 


SOLUTIONS  DES  PROBLÈMES  122  et  123  (p.  202). 


éléTe  de  llnsliiuCion  Leville. 


Problème  122.  La  portion  d'une  normale  comprise  entre 
une  coniqnc  et  on  axe  principal  multipliée  par  la  perpendi- 
cotaire  abaissée  du  centre  sur  la  tangente  qui  passe  par 
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Vezlrémtté.  de  sa  normale  doDoe  un  prodait  tx>iistaiit  poar 
le  même  axe  principal. 

Ce  théorème  énoncé ,  je  croîs  par  M.  Chastes*  d'une  ma- 
nière un  peu  différente,  sert  de  base  à  la  belle  construction 
donnée  par  ce  géomètre  pour  déterminer  les  axes  d'une  el- 
lipse de  grandeur  et  de  position  lorsqu'on  connaît  deux  dia- 
mètres conjugués  aussi  de  grandeur  et  de  position;  c*estsans 
doute  à  cause  de  cet  usage  accidentel  qu'il  a  trouvé  place  dans 
le  cours  de  géométrie  analytique  de  M.  Cirodde,  notre  pro- 
fesseur. La  démonstration  analytique  de  ce  théorème  est 
exposée  tout  au  long  dans  l'ouvrage  ci -dessus  mentionné; 
je  me  suis  alors  proposé  de  trouver  une  démonstration  de 
ce  théorème  qui  fût  géométrique  autant  que  possible. 

Je  prendrai  une  ellipse  pour  iixer  les  idées;  la  démon- 
stration s'appliquerait  à  peu  de  chose  près  à  f  hyperbdie. 

Je  vais  démontrer  d'abord  que 

OG  X  MC'=  6»   {Fig.  34). 

La  ligne  F'T  est  divisée  harmbniquement  aux  points 

vr    F',  C,  F,  T, 
d'où  la  proportion 

FT:  FT::FC:  PC. 
Or 

FT:FT::  F'H':FH,  FC:  FC::  FH  — MC:MC  — FH. 

Et  à  cause  du  rapport  commun 

FH':FH::FH'— MC:MC— FH, 
OD  en  tire  : 

FH'x  MG  —  FH  X  FH'  =  FH'  X  FH  — FH  X  MC, 
(FH'4-FH)MC  =  2FH  X  FH'-FH  xMC, 

OG  X  M  C  ==  b*. 
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Reste  à  faire  Toir  qae 

OGxMD  =  a'. 
Fbur  cela  rappelons-noos  la  valeur  de  Tabscisse  à  Forigioe 
delà  normale,  nous  aurons  : 

OC  =  MP —  ou  bien  ï:t-=«  -i 

et  k  cauae  des  triangles  semblables  I>M  P  ,  DOC  , 

MP_a' 

et  par  saite  divOendo 

MC       b*     MCxOG       h'-    ^^      ^^ 

C.  Q.  F.  D. 

Note.  Ce  problème  a  été  résolu  aussi  par  M.  Henrf 
Dormoy. 

Prob/^e123.  Si  dans  nne  parabole  les  rayons  vecleur» 
sont  en  progression  géométrique ,  les  sinus  des  angles  que 
forment  les  tangentes  menées  par  les  extrémités  respectives 
des  rayons  vecteurs  avec  Taxe  sont  aussi  en  progression  géo- 
métrique. 

L'équation  polaire  de  ta  parabole  en  prenant  pour  pôle  le 
foyer  et  pour  axe  polaire  Taxe  principal  de  la  parabole  est 

^(l+cos^ 
û  — _ 

sin'® 

■ 

[p  désignant  le  demi-paramètre] . 

Maintenant  je  remarque,  qu'un  rdyon  vecteur  quelconque 
^etla  parallèle  menée  par  son  extrémité  à  Taxe  polaire 
sont  également  inclinées  sur  la  tangente;  donc  si  a  est 
l'angle  que  forme  cette  droite  avec  Taxe  principal ,  ' 

1       ,  .    f 

a  =s  -  f  ;  donc  sin  a  =  sin  -  ç  ; 


J 
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maïs  en  vertu  de  (ransfomiations  oonnoe» 

2siii*-ow 
d'où  Ton  dédaît  : 

or  il  est  clair  que  si  les  yalears  doonées  à  p  fomeot  une 
progression  géométrique  dont  la  raison  est  A ,  les  valears 
correspondantes  de  sin  a  en  formeront  nne  autre  dont  la 
raison  sera 

-— .  C  Q.  F.  D. 

Note,  Ce  problème  a  été  résolu  aussi  par  M.  Henri 
Dormoy. 


CONâËQUENGES 

De  la  règle  des  àigne$  de  Descaries  (suite,  y.  p.  239). 


f 

Ancien  élève  de  l'École  normale. 


7.  /^nombre de5radnesima9fnatmd't«n^é9ttalûmr(x}=0, 
dont  le  premier  membre  est' incomplet  y  n^est  jamais  moindre 
que  le  plus  grand  nombre  de  variatiofu  que  l'on  peut  intro^ 
duire^  en  remplaçant  les  termes  manquants  par  des  termes 
ayant  des  signes  arbitraires. 

Soit  y  le  nombre  des  variations  du  polynôme  F{x)  obtenu 
en  complétant /(or)  de  manière  à  introduire  le  plus  de  va- 
rialions  possible  ;  soit  k  le  nombre  des  variations  nouvelles; 
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alors  \ssP'{-i.  Soit  V  le  nombre  des  variatÎQQs  de  F(— a:), 
00  sait  que  Y  -f-  V'  9  m.  Mais  de  quelqoc  manière  qu'on 
compièley (j?) ,  la  somme  V  +  Y'  reblive  aux  polynômes 
complets  obtenus,  F(x)  et  F(— x)«  est  toujours  égale  à  m  ;  lors 
donc  que  Y  a  sa  plus  grande  valeur,  ce  qui  est  notre  h;^- 
ibése,  Y'  a  sa  plus  petite  valeur,  laquelle  est  i^'  (2*  Remarque) . 
Puisque  V's=  •/,  on  a  V+  j''  =  w  ;  remplaçant  Y  par  f + A-, 
il  vient  1^  +  */  -|-  it  s=  m ,  00  k=zm  —  (f  +  *^).  Or,  on  sait 
que  m — {t^  +  ^')  est  le  minimum  du  nombre  des  racines  ima- 
ginaires de  l'équation  /{x)=0.  On  peut  donc  dire  aussi  que 
le  nombre  des  racines  imaginaires  d^unc  équation^(j:)  =  0 
n'est  jamais  moindre  que  le  plus  grand  nombre  de  variations 
qo'il  est  possible  d'introduire  en  complétant  arbitrairement 
son  premier  membre. 

Conséquences. 

8.  i>ans  toute  équation  â  coefficients  réels  ^  s'il  manque  un 
terme  entre  deux  termes  de  mêmes  signes,  FéquationUau  tÊurins 
deux  racines  imaginaires 

En  eflfet ,  entre  ces  deux  termes  de  mêmes  signes  +  et  4** 
par  exemple ,  on  pourra  intercaler  un  terme  ayant  le  signe 

contraire  —,  ce  qui  donnera  -| -f-;  on  comptera  alors 

3  variations  là  où  il  n'y  en  avait  aucune.  Puisqu'il  est  pos- 
sible d'augmenter  au  moins  de  deux  le  nombre  des  varia- 
tions, le  nombre  k  du  théorème  précédent  est  au  moins  égal 
i  S  ;  donc ,  etc. 

S'il  manque  deux  termes  entre  deux  termes  de  signes  quel- 
conqties  semblables,  ou  dissemblables,  V équation  a  au  moins 
deux  racines  imaginaires. 

En  effet,  commençons  par  introduire  un  terme  de  même 
signe  que  le  deuxième  de  ceux  que  nous  considérons  ;  le 
nombre  des  variations  ne  sera  pas  altéré  ;  car  ce  nouveau 
terme  formera  nécessairement  2  |)ermanences  avec  U*s  2 
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existants  s'ils  étaient  de  mêmes  signes,  ou  une  TariaUon  et 
nne  permanence  8*ils  offraient  uneyariation.  Nous  sommes 
maintenant  retombés  dans  le  cas  précédent  :  il  manque  qd 
terme  entre  deux  termes  de  mêmes  signes,  les  deux  derniers 
des  trois  signes  dont  nous  venons  de  parler.  Il  nous  sera  pos- 
sible d*in(rodnire  deux  variations  en  écrivant  un  deuiième 
terme  de  signe  contraire  à  œnx  entre  lesquels  nous  le  pla- 
cerons. Le  nombre  des  variations  eny(x)  peut  donc,  dans  ce 
cas,  être  augmenté  au  moins  de  deux  ;  donc,  etc. 

Plus  généralement,  .s't7  manque  2n-f-l  ouân-f-  2  termes 
entre  deux  termes  t  et  i'  de  mêmes  signes^  réquation  f  (x)  =0 
a  au  moins  2n  -f-  -  racines  imaginaires. 

En  effet,  supposons  qu'entre  deux  termes  positifs, 

/,  t\ 

+  -h 

il  manque  2n-\-i  termes ,  par  exemple;  j Introduis  d'abord 
un  signe  -f-,  puis  un  signe  — ,  puis  un  soigne  -f-,  et  ainsi  de 
suite,  jusqu'à  ce  qu'on  ait  intercalé  Sn-f-l  termes  ouâo-(-l 
signes,  nous  aurons  une  suite  comme  celle-ci  : 

+  -  +  -+..:.... h 

A  chaque  signe  introduit,  on  compte  évidemment  une  va* 
riation  en  comparant  ce  signe  au  précédent;  j'en  introduis 
2/1 -f-  1,  j'ai  donc  compté  ainsi  2/i  -f- 1  variations.  Mais  le 
premier  signe  introduit  étant — ,  le  deuxième -|-i  1^-  troisième 
— ,elc.,  le  (2/i4-t)*sera — ;or,  pour  compter  Sn-f-i  varia- 
tions, nous  n'avons  comparé  le  dernier  signe  introduit  qu'à 
celui  qui  le  précède ,  il  restera  encore  à  le  comparer  an 
signe  4-  de  t*  existant  avant  l'intercalation;  cela  nous  don- 
nera une  dernière  variation ,  en  tout  2n  -f  2-  Ainsi,  à  la 
place  de  deux  termes  qui  formaient  permanence,  nous  avons 
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une  saitc  partielle  offrant  an  -f-  2  ▼aristions  ;  donc,  pais- 
qa*on  pent  augmenter  le  nombre  des  varfations  de  f(x)^  au 
moins  de  2n-f-  2,  cette  équation  a  au  moins  2/t  -|-  S  racines 
imaginaires. 

S'il  manquait  2n  -f~  ^  termes  entre  t  et  /',  en  les  interca- 
lant comme  dans  le  cas  précédent ,  on  créerait  2/t-f-2  Taria- 
lions  nouvelles,  comptées  en  comparant  chaque  nouveau 
signe  à  son  précédent  : 

(+-  +  - +  +); 

mais  le  (2n  4-  2)*^^  signe  introduit  étant  +,  d'après  ce  qn*on 
a  dit ,  ne  ferait  pas  yariation  avec  le  signe -f*  de  i'  ;  on  aura 
une  suite  partielle  offrant  2/z4-  ^  variations  à  la  place  de 
deux  termes  qui  n'en  offraient  aucune  ;  donc,  etc. 

iS^7  manque  2n  ou  2n  -|-  1  termes  entre  deux  termes ^  i  et  i', 
de  signes  contraires,  Véquation  f  (x)  =  0  admet  au  moin»  Su 
racines  imaginaires. 

Intercalons  des  termes  comme  précédemment  entre  les 
deux  termes  considérés,  que  nous  supposerons  avoir  les  signes 
+  et  — ,  nous  aurons  une  suite 

'  ',  t\       ' 

-  +  -+ -■  • 


S*il  manque  2n  termes ,  on  comptera  2/t  variations  en  com- 
parant chaque  nouveau  signe  au  précédent,  le  2/1*^**^  signe 
introduit  étant  -f- ,.  formera  variation  avec  le  signe  —  du 
deuxième  terme  t'  comprenant  la  lacune  ;  à  In  place  de  deux 
termes  offrant  une  variation,  on  aura  donc  une  suite  par- 
tielfe offrant  2/i-|-^  variations;  on  en  aura  introduit  2iij 
donc,  etc. 

S'il  manque  2/1  +  1  termes ,  outre  t  et  t\  l'introduction 
de  2^1 -f-  1  termes  arbitraires  produira  2/i-[-  l  variations, 
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que  ToD  comptera  ou  comparant  cbaqoe  signe  iolroduil  à 

celai  qui  le  précède;  le  (2/i-{-l}«^«  signe  introduit  sera— »  et 
formera  une  permanence  avec  le  signe  de  i',  de  sorte  que  le 

nombre  des  variations  de  ^  à  <  '  sera  en  tçat  2n-^i;deikifilj 

avait  une  seule  variation  auparavant  ;  on  en  a  donc  introduit 

2a  ;  donc  le  nombre  des  racines  imaginaires  n'est  pas  moindre 

que  2/1. 

AifiH ,  le  seul  ca$  où  Von  ne  peui  affirmer  qu'une  éçwUUm 

m 

incomplète  ((t)  ==  0  a  des  racines  imaginaires  eH  cehU  où 
il  manque  seulement  un  terme  enire  deux  termes  de  signes 
contraires. 

9.  Si  une  équation  f  (x)  =  0  a  aii  moins  trois  coefficients 
consécutifs  en  progression  géoméiriquej  elle  a  des  racistes  ûfi«- 
ginaires- 

Soit 

f(x)  « Ajc*  +  A^x*"'  +  A^"jr*^  + 

Multiplions  le  premier  membre  /{x)  par  x  —  7,  nous  au- 
rons : 

^^   ^^        ^^       (....-Ayx*— A^'x*-'— Aî'jT— •.... 

= Er*+  +Cx— .... 

B  étant  la  somme  algébrique  des  coefficients  de  x*^  dans  les 
deux  lignes  ;  C  étant  la  somme  algébrique  des  coefficients  de 
x""^  dans  les  mêmes.  Dans  le  premier  membre  de  l'équation 
J'{x)  {x  —  ^)  =0,  il  manquera  deux  termes  entre  deux  signes 
consécutifs  ;  cette  équation  a  au  moins  deux  racines  imagi- 
naires, lesquelles  appartiennent  aussi  à*réquationy(x)  sO» 
puisque,  à  rexception  de  la  radne  réelle^,  toutes  les  racines 
sont  les  mêmes  dans  les  deux  équations 

J^'équation  f{x)  =  0  a  donc  au  moins  deux  racines  imagi- 
naires. 
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10.  Si  une  équaiioH  f  (\)  :ss  0  a  M  main$  quaire  coeffiei^ 
amticuiifê  m  progression  arUhmélique,  estie  équation  a  iss 
racines  imaginaires. 

Soit 


MolUplioii8y*(j?)  par  x  —  i. 

. ...  Aa:^+ (A+rf)ar^+ (A  +  2rf>r"-*  +  (A  +  3</)x"^»+. . . . 


..•.Ax*+'+(A+rf) 
—A 


a:*+(A+2^) 
— A— ^ 


^— +(A+3</) 
— A— 2fl? 


j:     + 

{-A-3rf)x"^»... 


Noos  satons  ce  qae  représentent  B  et  G. 

Le  premier  membre  de  réqnation ,  f{x)  {x —  1  )  «  0,  ayant 
trois  termes  oonsécntifs  en  progression  géoméCriqae ,  cette 
^qoatkMi  a  des  racines  imaginaires  (théorème  précédent). 
Mais  ces  racines  appartiennent  aussi  à  l'équation y(x)  =  0, 
paisqna  tontes  les  racines  de/(x)=0  et  de/(x]  (x  —  1)  =  0 
sont  les  mêmes ,  à  l'exception  de  la  racine  x  =  1 ,  qui  est  en 
pins  dans/fx)  (x  —  l)  =  0. 

/(x)  s  0  a  donc  ao  moins  denx  racines  imaginaires. 

Note.  Lorsqu'un  symptôme  annonce  n  couples  de  racines 
imaginaires  et  un  autre  symptôme  n'  couples  ;  on  ne  peut  en 
conclure  l'existence  de  »-{-/i'  couples,  puisqu'il  pent  y  a?oir 
ccAncidence  de  racines  ;  or,  dans  le  théorème  de  M.  Sturm , 
annoncé  page  115 ,  si/x(x— â}  renferme  2A^1  yariations 
de  pins  que  dans  /x,  il  y  a  au  moins  k  couples  de  racines 
imaginaires  dans^x;  mais  s'il  y  a  n  lacunes  impaires  entre 
pennanencea  dans/x(x— a),  il  y  a  aussi  n  couples  de  racines 
imaginafres.  La  démonstration  que  j'ai  donnée  dece  théorème 
fpage  115}  apprend  qu'il  existe  au  moins  k  -^  n  couples  de 
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racines  imagisaires  ;  et  c'est  ce  qu'on  ne  voit  pas  d'après  h 
démonstration  de  la  page  242  (voir  aussi  t.  II ,  p.  250).    Tn. 


ii>i 


CONSTRUCTION  APPROXIMATIVE 

du  Polygone  de  17  côté»  ^  note  rectificative  de  ceUe  de  la 

page  226. 

VABl  K.  BHSTOSr  (HE  CHAH») . 

Ingénieur  des  ponts  et  chaussées. 

La  conslroction  indiquée  à  la  page  226  ne  fournit  qu'une 
approximation  grossière  admissible  tout  au  plus  dans  dtt 
flgures  de  petites  dimensions.  Une  erreur  de  calcul  me  l'a- 
Tait  fait  croire  plus  grande.  Pour  dédommager  les  lecteurs 
qui  ont  pris  la  peine  d'essayer  cette  construction ,  je  ne  crois- 
pouvoir  mieux  faire  que  de  leur  offrir  cette  autre  con- 
struction plus  satisfaisante.  D*un  point  de  la  circonférence 

74 
avec  les  — -  du  diamètre  {trois  qiuirts  moins  un  centième)  dé- 

crivez  un  cercle  ^  les  arcs  dans  lesquels  il  la  partagera  enfe^ 

8         9 
ront  sensiblement  -^  et  — . 

17       17 


THEOREME 

sur  les  Surfaces  et  les  Courbes  algébriques, 

FAR  M.  EVGSBTZ  JUB£  . 

licencia  es  sciences  maihémstiqoes  et  physiques. 


Si  par  deux  points  de  Tespaoc  on  mène,  parallèles  entre 
elles  deux 'sécantes  à  une  surface  dont  l'équation  est  algé- 
brique, de  manière  qu'elles  la  rencontrent  suivant  le  plus 
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de  points  possible ,  et  qu'on  fasse  poor  chaque  sécante  le  pro> 
doit  des  segments  compris  entre  le  point  d'où  elle  émane, 
et  ceux  où  elle  rencontre  la  surface ,  le  rapport  entre  ces 
deux  produits  est  indépendant  de  latlirection  commune  des 
deni  droites. 

Soient  a,  6,  vies  coordonnées  d'un  point  par  lequel  on 
mène  ane  droite  qui  coupe  suivant  le  plus  de  points  possible 
une  surface  dont  Véquation  F(x,>-,  s]  x=Oest  algébrique. 
Transportons  l'origine  en  ce  point  ;  l'équation  de  la  surface 
deviendra  F(x  +  «,  ^  -f  ^  i  z  -f-  7)  =r  o  ;  ou  en  nommant 
I-,  6, 4»  les  trois  coordlmnées  polaires  du  point  (x,  y^  s),  elle 
8craF(rcos6-i-a,  rsin  Ocosi^i-f-e,  r8in6sin(+  +7))=0. 
En  supposant  que  6  et  ^p  se  rapportent  à  la  sécante  menée  par 
h  noc^yelle  origine,  les  valeurs  de  r  données  par  l'équation 
seront  celles  des  segments  faits  sur  la  droite  ^  et  tontes  ces 
valeurs  seront  réelles ,  puisque  par  hypothèse  la  sécante 
coupe  la  surface  suivant  le  plus  de  points  possible.  Le  pro- 
duit de  tous  ces  segments  sera  donc  égal  au  terme  indépen- 
dant de  r,  divisé  par  le  coefficient  dé  sa  plus  haute  puissance. 
Soif  f  (9,  <|;)  ce  coeiBcient..  Le  terme  sans  r  sera  F(a-,  €,  7),  et 

1  .   .      ,  ,  F(a,  €»  7)     •       » 

le  produit  des  segments  aura  pour  valeur  -  -.  Pour 

nue  autre  sécante  parallèle  partant  d'un  point  («-^V),  on 
trouvera  poor  lé  produit  semblable   -^ — ^ ,  où  le  dénô- 

mioateur  sera  le  même  que  précédemment. .   . 

Le  rapport  des  deux  produits  sera  donc  indépendant  de  la 
direction  commune  des  sécanles.        > 

Ce  théorème,  conmieon  le  voit  aisément,  a  lieu  aussi 
pour  une  courbe  algébrique. 

Si  une  des  droites  est  tangente  à  la  surface  ou  à  la  courbe, 
il  but  considérer  dans  le  produit  correspondant  le  carré  du 
sqiment  compris  entre  le  point  de  départ  et  le  point  de  con- 
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UkI  ;  ce  soni  alors  deax  <m  plarieunsegnenU  àe^rems  égaux . 

Si  Taoe  des  sécantes ,  oa  tontes  les  deux,  ne  rencontraient 
pas  la  surface  on  la  courbe  suivant  le  plus  de  points  possible, 
il  y  aurait  des  segments  imaginaires,  et  cependant  le  produit 
de  tous  les  segments  réels  ou  imaginaires  de  l'une  serait  tou- 
îours ,  quelle  que  fût  la  direction  commune ,  dans  un  même 
rapport  avec  le  produit  de  tous  les  segments  réds  ou  imagi- 
fluires  de  Vautre.  Mais  dans  ce  cas  <  les  valeurs  des  segments 
ne  pourraient  être  considérées  que  comme  des  symboles  ana- 
lytiques. (V.  t.  III,  p.  512.) 

Ce  théorème  général  appliqué  an  surfaces  ou  aux  courbes 
du  second  degré  conduit  naturellement  à  ces  théorèmes  de 
Newton  : 

Si  à  une  couriM  ou  surface  du  second  degré  douée  d'un 
centre  on  mène  par  un  même  point  deux  sécantes ,  les  pro- 
duils  des  segments  faits  sur  chacune  d'elles  sont  proportion- 
nels aux  carrés  des  diamètres  qui  leur  sont  parallèles  ; 

Oeux  tangentes  partant  d'an  même  point  sont  proportion- 
«elles  aux  diamètres  qui  lenr  sont  pareilles , 

Que  par  deux  points  G,  O'  de  l'espace  on  mène  denx  sé- 
cantes à  une  surface  du  second  degré,  parallèles  entre  elles  ; 
comme  le  rapport  des  produits  des  segments  de  chacune 
d'elles  est  iùdépendant  de  lenr  direction,  si  la  première  tourne 
autour  du  point  O,  de  telle  sorte  que  le  second  point  d'inter- 
section avec  la  surface  s'éloigne  de  plus  en  plus,  il  en  soa 
de  même  pour  sa  parallèle  ;  et  enfin ,  quand  le  second  point 
d'intersection  de  la  première  sécante  avec  la  surface  sera  à 
l'infini ,  auquel  cas  cette  droite  serait  un  diamètre  de  la  sur- 
fiace  (celle-ci  étant  alors  un  paraboloide),  sa  parallâe  menée 
par  0'  sera  aussi  un  diamètre.  On  conclut  aisément  de  ce  qui 
précède  que  les  sections  faites  sur  une  surface  du  second  de- 
gré par  deux  plans  parallèles  sont  semblables  de  forme  et 
de  position. 
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£o  dfei ,  ai  Ttiae  d'elles  est  uae  parabole ,  oo  pourra  lui 
mener  an  diamètre;  pais ,  par  un  point  pris  sur  le  pkn  de 
l'antre  section  une  parallèle  à  ce  diamètre,  de  manière  à  ren- 
contrer la  seconde  coarbe,  et  d'après  ce  qui  vient  d'être  dé- 
montré, cette  nouvelle  sécante  devra  aussi  avoir  son  der- 
nier point  d'intersection  situé  à  Tinfini.  La  seconde  courbe 
d'intersection  sera  donc  aussi  une  parabole  semblable  à  la 
première  de  forme  et  de  position. 

Si  la  première  courbe  d'intersection  a  an  centre ,  on  peut 
par  ce  point  mener  deux  diamètres  quelconques ,  puis  par  le 
centre  de  la  seconde  courbe  deux  diamètres  parallèles  aux 
premiers  ;  d'après  le  théorème  général,  les  diamètres  de  l'une 
des  sections  seront  proportionnels  à  Ceux  de  l'autre  $  donc  ce 
seront  deux  courbes  semblables  de  foriue  et  de  position. 

EnGn  le  théorème  général  appliqué  à  ^nc  section  coniqne 
peut  servir  à  démontrer  la  proposition  de  l'hexagramme  de 
Pascal ,  savoir  :  quand  un  hexagone  a  ses  sommets  sur  une 
même  section  conique,  les  points  de  concours  des  côtés  oppo- 
sés sont  en  ligne  droite. 

Soit  en  effet  aclbVcé  cet  hexagone.  Prolongeons  les  côtés 
allernatifs  jusqu'à  leur  rencontre  en  Â,  B,  G,  et  par  un  point 
quelconque  0  pris  dans  Thitérieur  de  h  courbe  y  menons 
trois  sécantes  parallèles  à  AB,  AG,  HC.  Nommons  S,  S',  S" 
les  trois  produits  des  segments  faits  sur  chacune  d'elles  à  par- 
tir du  point  O,  et,  pour  abréger  récriture ,  posons  : 

fi/t=:â,     G6  =  fr.    Ac  =  c.     Ga=^t.    kb^b^    Bcsc, 
Ba'=:a'.    G6'  =  ^'.    Kd=d,    Ga'sca'.   A*'»:*',    Y^^c\, 

■ 

On  aura  donc  : 

ad        ce'     bb'        a  a'       ce'        b  b' 


S"  s  '     S'  S"  'S  S''  ' 

et  en  multipliant  membres  à  membres 
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Soient  «,  €,  7  les  potots  d'intersection  des  côtés  dn  triangle 
ABC  avec  les  droites  bfc^  ac\  dh^  et  posons  : 

Bx  =  0,  C6  ^  6,  Ay  =  7, 

Ca  =0,  A6  =  s,  B7  =t  7,. 

Les  transversales  Vc^  ad ,  a'b  donnent  : 

d'où  en  multipliant  membres  à  membres,  et  en  vortude  Fé- 
qnation  (1),  il  vient: 

«,^.7.  =  ««^.7.- 

Cette  dernière  relation  exprime  y  comme  on  sait ,  qae  les 
trots  points  a,  €,  7  sont  en  ligne  droite ,  et  ce  sont  les  points 
de  concours  des  côtés  opposés  de  l'hexagone. 

Si  on  suppose  que  les  points  a  et  a! y  beil/yCeicf  viennent 
à  coïncider,  le  triangle  ABC  est  circonscrit  à  la  section  co- 
nique^ et  la  relation  (1)  devient  : 

d'où  on  conclut  que  les  droites  ha^  Bfr,.Cc  se  coupent  au 
même  point.  De  là  ce  théorème  connu  : 

Les  droites  qui  joignent  aux  points  de  contact,  les  som- 
mets d'un  triangle  circonscrit  à  une  section  conique,  concou- 
rent en  un  même  point  H. 
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tas  docirioes  malhématiqQes ,  qae  daos  les  sciences  oata- 
rdles,  et  le  public  géomètre  accaeille  avec  faveur  les  tra- 
vaux eiécatés  sur  un  point  spécial  de  la  science.  Dans  le 
présent  mémoire,  l'auteur  s'occupe  principalement  de  la 
théorie  des  contacts  dans  les  lignes  et  surfaces  du  second 
degré  et  de  divers  théorèmes  qui  en  dMvent.  La  méthode 
iodiquée  pour  mener  les  tangentes  et  les  plans  tangents  cou- 

sisteèopérer  la  division  dans  — \  '^  \,  \  et  à  faire  ensuite 

j/^af  daos  le  quotient.  Ce  procédé  employé  par  Fermât^ 
dans  les  problèmes  de  mojrtmû,  a  été  développé  en  1764  par 
le  géomètre  anglais  Landen,  et  aussi  dans  un  mémoire  devenu 
très-rare  et  intitulé  :  Recherches  sur  les  calculs  différentiel  et 
intégral  j  par  le  citoyen  Ensheim,  Paris  ^  an  FIJ  ^  in-4<>  de 
28  pages.  En  suivant  cette  marche ,  Tautcnr  parvient  à  une 
équation  qui  se  sépare  en  deux  autres.»  dont  Tune  donne  soit 
la  corde,  soit  le  plan  de  contact;  une  méthode  analogue 
donne  les  diamèlrea  et  les  plans  diamétraux  conjugués  et 
autres.  Il  se  livre  à  beaucoup  de  considérations  sur  le  cône 
tangent  k  la  surface  du  second  degré  ;  on  y  rattache  sept 
astres  cônes ,  passant  par  la  même  courbe  de  contact  et 
ayant  avec  le  premier  cône  d*intéressantes  relations  géomé- 
triques qui  sont  analytiquement  développées ,  qu'il  faut  lire 
dans  Touvragd  et  que  Ton  peut  aussi  consulter  avec  fruit 
pour  ce  qui  concerne  quelques  propriétés  des  diamètres  con- 
jugués et  la  surface  sphérique ,  lieu  du  sommet  d'un  angl«^ 
Irièdre  trirectangle ,  circonscrit  à  une  surface  quelconque 
du  second  degré  ;  on  a  d*ailleurs  maintenant ,  des  démonstra- 
tions fort  8im|des  de  ee  théorème  de  Monge ,  déduites  soit  de 
la  géométrie  pure,  soit  de  l'analyse  ou  même  de  la  théorie  do 
mouvement  (F.  P.  Breton;  Jowrnal  de  Liouville^  t.  III). 
Le  mémoire  est  terminé  par  les  moyens  d  obtenir  les  différen- 
tielles des  fonctions  circulaires,  exponentielles  et  logarilh* 
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miqaes  ;  en  saivant  toujours  le  môme  système ,  Taatear  sup- 
pose qu'on  connaisse  les  défeloppements  en  séries  de 
sinas  x,    cos  :r;  ensuite,   il  effectue  la   diyision   dans 

-^-^ — '^  .      ,  dans  le  quotient  il  pose  j/  =  x ,  il  troave  une 

X  —  X 

naayelle  série  qui  est  oelle  de  t-os  j:;  d'où  il  conclot 

— —  =s  cos  j:  ,  et  ainsi  de  suite.  L'auteur  traite  finalement 

de  l'intégration  des  équations  différentielles  partielles  do  se- 
cond ordre ,  à  trois  variables.  Ce  procédé  d'intégration  est 
celui  qni  a  été  nais  en  usage  par  £uler,  qui  consiste  à  ramoMr 
cette  opération  à  l'intégration  d'équations  diffèrentlellea  or- 
dinaires ;  méthode  qui  a  pris  de  si  grands  développements , 
dans  ces  derniers  temps. 

Il  s'est  glissé  des  fautes  typographiques  assez  graves;  nous 
devons  signaler  entre  autres  l'énoncé  d'on  théorème,  an  hant 
de  la  page  16,  énoncé  qui  nous  paraît  faux.  Nons  attri- 
buons à  la  même  cause  quelques  locutions  douteuses.  Da 
reste ,  on  doit  féliciter  M.  Chauvet  de  s'être  tenu  à  hauteur, 
4e  ne  pas  se  tratner  dans  les  ornières  du  vnlgarisme  élé- 
menlaire,  et  nous  apprenons  avec  plaisir  l'annonce  d*nn 
ouvrage  plus  étendu,  et  où  ît  prendra  sans  doute  en  consi- 
flération  les  travaux  de  ses  devanciers.  Tm. 


NOTE  SUR  i.ES  ANNUITÉS. 


f 

licencié  es  «ciences  malhémaliqaes, 
profMsevr  de  noâtbéiiMiUqaeft  «a  eollége  de  Tovloa  (*). 


La.dérnon^tration  par  laquelle  on  établit  ordinairement  la 


{';  Feu  U.  Serres,  profeflteur  de  matbématiqQes  à  t'écolede  Sorése,  démoe* 
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foTODle  relative  aux  aDDoités ,  exige  qae  l'on  sache  calcoler 
la  somme  des  termes  d'ane  progression  géométrique.  On 
pourrait  encore  démontrer  œtte  formate  tr«s4implement 
sans  le  secours  des  progressions. 

Sdt  C  le  capital  emprunté,  a  la  quotité  de  l'annuité,  n  le 
nombre  des  années  et  r  l'intérêt  de  1  franc  par  an.  Il  est  dair 
qoe  payer  chaque  année  a  francs ,  en  commençant  un  an 
après  le  jour  de  l'emprnnt,  jusqu'à  la  6n  de  la  n«~  an- 
née, retient  à  donner  au  créancier  le  jour  de  l'emprunt  une 
somme  d'argent  ^,  qui  rapporterait  a  fraws  chaque  année , 
en  stipnUnt  que  cette  somme  d'argent  serait  rendue  à  la  On 
de  la  ««~  année.  Or,   la  somme  -,au  bout  de»  an- 


r 
a 


nées,  vaDtp  (1  +  r)*  ;  sur  celte  somme  on  doit  rendre  - , 
donc  la  dette  est  payée  par  le  reste 

Mais  cette  dette  reportée  à  la  tin  de  la  «««m  année  est 
C  (1  +  r)*  ;  on  a  donc  Téquation 

d'où 


a  = 


.(i+rr-t' 

qui  est  la  formate  connue  an  moyen  de  laquelle  on  calcule  la 
quotité  de  Tannailé. 


trait  iDiti  U  formule  des  antuitét  mds  le  secoon  det  progreMiont  ;  meif 
j^gDore  qoel  éuil  ton  genre  de  démontlrition.  Ce  même  profeifeiir  donnait 
anasi  dana  son  eonrs  depuis  cinquante  ans  la  noie  sar  l'analyse  Indéierminéa 
irovTée  depato  par  M.  PilaUe  (  ilmiaJM  ds  Gwgotmê,  tome  II.  pase  230^  «1  rJ 
FOdofle  dans  les  NawMu  AnmaU» ,  tome  II ,  p.  471  et  tome  III ,  page  it  il 
2*«!!îî!"''^^     **"•  "**••  "  ^  ■  neuf  ans,  lorsque  fétois  son  eollégoel  léeole 


4a8oréae. 
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SOLUTION  DU  PROBLÈME  113  (page  167). 

9AVL  M.  DOBMOT , 

élève  en  fpéciales. 


Problème, 

Ëtaot  donnée  une  progression  arithmédqae  de  n  termes  ^ 
la  moitié  de  n  fois  le  dernier  terme,  est  toujours  comprise 
entre  la  somme  de  tous  les  termes ,  et  cette  somme  diminuée 
da  dernier  terme  ;  démontrer  cette  proposition  par  la  géo- 
métrie. 

SoliUion, 

L'énoncé  suppose  évidemment  la  progression  croissante. 
Soit  donc  une  pareille  progression  : 

l  a,  b,  c.  d V,  X.  y,  z. 

Pour  la  représenter  géométriquement ,  sur  une  droite  in- 
déûnie  xy ,  je  porte  autant  de  longueurs  égales  (fig.  35) , 
AB^  BC.  .  ^  .  VX ,  XY ,  YZ  que  la  progression  renferme  de 
termes  moins  un;  j'élève  aux  points  A,B,G Y»Z,  les  per- 
pendiculaires AA'=^a,  BB'  =  6,  CC'  =  c YY'=jr, 

ZZ'  =  z ,  dont  les  sommets  se  trouveront  évidemment  tous 
sur  la  droite  A'Z'  ;  on  peut  ainsi  représenter  une  progres- 
sion arithmétique  quelconque. 

Cela  posé,  nous  devons  avoir  : 

il  suffira  de  faire  voir  que  l'on  a  : 

2{a+b+c-ui+  .  .  .  +r+z)  >  «z  >  2  (a+6+  .  .  .  +Jr4;^). 
A  cet  effet,  prolongeons  ZZ*  de  Z'Z"=:  a,  et  A  A'  de  A'A"=:z, 
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Ifaroos  la  droite  Â"Z'' ,  et  prolongeons  les  perpendiculaires 
qoi  représentent  les  différents  termes  de  la  progression  ;  on 
Toit  de  snite  qae  W  =^;  C'C  as  x. .. .« 
n  suit  de  là  qne  : 

AAVBB"  + +  YY"+ ZZ"  =  2  (û+6+c+rf +^+  s). 

Mais 

AA"+BB"+ +YY''+ZZ''  =  /i.ZZ"^/i(a  +  »), 

et  par  conséquent  : 

2(a  +  ^+c+  .  .  .  .+^  +  z)  =  «(*  +  a); 

ee  qoi  démontre  la  première  partie  de  l'inégalité. 
De  l'expression  précédente ,  noos  tirons  : 

S  (a+ô+  ....  +^)==ii«  +  /ta  — 2»; 

pour  que  la  seconde  partie  de  Tinégalité 

2(a  +  *+  ....  +J:+^)</i« 

soit  satbfaite ,  il  faudra  donc  que  Ton  ait  : 

na  <  2s, 

el  cette  condition  sera  nécessaire  et  snfBsante. 


RECUEIL  DE  FORMULES 

«I  d$  valewrt  relatives  aux  fonctions  dreukdres  el  logariih' 

miques. 

(Soile,v.  p.  3S4.  ) 


4«.  (l— 2xco8^+j:»J^1-2xco8^+j:') 

X  (l  -2XC0S  — +0?^ W.  .^1  -axcos^^  +  J?'^= 
s  jT*''  -f.  1  (Côtes)  ;  n  nombre  positif  entier. 


f 
\ 


♦7.  (coBx+\/^s\nxr==&Amx4'\/^sinmx.  (Moivre)  ; 
m  qaelconqae. 

48.  x+^+a=2w;  t— cos'j:— C08*^-co8'»+2co8j:cotr«»*= 

=  0. 

49.  ginx=  i [l/l+8in2j>-l/t  — 8iii2jr]. 

50.  co8jr=r -[V/i+8in2a:+l/i— Bioar J. 

â 

2jc 

51.  2arctang=j:=arcUng=- 


52.  si :)j:dzsin^=28in-(j:±:r)cos^(jc±:r). 

53.  c»8x+co8,r=2co8-(J:+-r)co8-(x--:f). 

54.  cosx— 008r=a8în^j:+j^)8in-(x—^). 

55.  8in(x+^)sin(x— j^)=^[cos^— C082x]. 

56.  tàu{x+y)  co8(x— ;r)=  5  [sîoax+singj^) . 

57.  ataDgjr=6Ungj^  ;  lang(jr— ^)  = 

_  (6 — a)tangr  _       (6— a)  sin^ 
a-\-b  tangy  "^  6-f-a — (à — a)cM2jr  * 

S§.  oOBaj:=2cofl*x— 1 

co83x=4cos'x— 3cos  x 
oo84x=8cos^  j: — 8co8'x-|- 1 
0085xs=16c06'j:— 20cos'x-|-5oosx 
0086j7=32cos*x— 48co8^x+18oos'j:— 1 
co67âP=s64oos'^jr— 1i2ooa*jr+56cos*x  -7cosj:. 

59.  8iD2x£=:2sioj:co&r 
sin3xs38iD.^  — 4siD*x 
8in4xs8iDj?(8oo8'x<— 4oo8x) 

fio5j:=±BiiiJ:(16€O8^x^l2e08*x-|-t) 
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tiD6j:=8ÎDj:(6co&r—  32o08'j:-{-32c08^x) 
sin7j:=78ÎQjr— 568in'j:+l  i  Ssin'o:— Sisin'x 
rinSx:=8ill  Jifl  28cD^Jk7  --  î  92eos*:r-)-80oos^  J^-^8coiJr] 
•in9x=98inx—  1208in'x-f  432siD'a'— 576siD'x-|- 
+256sin'j:. 

€0.  «offJTssâ'^sinxsiD  f  - — x  jsi  n  (  — \-x  Wd  (  — + «r  j  x 

X  sm(|-x)8in(?:+x)sin  ^^-x) 

(autant  de  facteurs  qu'il  y  a  d'unités  dans  n)^ 

COSlIXaBS'^COsf --—--ir-f-ar  jCOS(  -^w—o?  jX 

/i»— 3    ,     \       /n— 3         \       //i— 5        \ 
XCOBI w+j:jco8l «— xjoosr- ir+a:l... 

(autant  de  facteurs  que  d'unités  dans  n). 

61.  iisécjw:==sécf --^r4%r  j+séc{ —«--0?  J+ 

+8éc(  ^H-ic+o:  j+sécf 7c-  j:  j+ 

-f-séc(  ^^^^+2  j+séc  f  ^^  ff+x  j 

+ disécj:;  (/i=2m+l). 

Jioofléciu: = cosécx  +  oosécf^  ^ — jt  )— oosécf  --Kr  Y— 

— ooséci j:  ji-coséc(— +xj+ 

^co6éc(  — — J?  j— co8éc(  — +X  j 
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THEOREME  SUR  LES  INTERSECTIONS  DE  CERCLES. 

PAR  K.   OVSTATS   OVFVXiSl^, 

Bière  de  l'iDStUotion  BtrbeL 


Étant  données  deox  circonférences  0  et  O^  (fig.  30)  dans 
on  même  plan ,  proposons-nous  de  trouver  le  lien  géomé- 
triqne  des  centres  des  cercles ,  qnl  coopent  ces  deax  droon- 
férences  en  des  points  sitoés  aux  extrémités  d'an  même  dia- 
mètre. 

Je  prends  des  axes  rectangulaires  ;  pour  origine,  le  centre 
0  d'an  des  cercles  ;  pour  axe  des  x  U  ligne  OO'  des  centres  ; 
les  équations  des  deax  cercles  seront  alors  : 

(1)        a:*+/=R";  (2)        ^+(x-rf)-«R'\ 

d  étant  la  distance  des  deax  centres. 

Soient  a ,  €  les  coordonnées  d'an  point  do  lieu  ;  l'équation 
d'une  de  ces  circonférences  sera ,  en  appelant  K  son  ra jon  : 

(3)  {^-er-f-(j:-«)«=K'. 

Retranchant  l'équation  (3)  successivement  de  chacune  des 
deux  équations  (1}  ci  (2) ,  on  aura  : 

2€^  -f.  2:ta: — 6'—  a'—  R»+  K*  =  0  ; 

2Çr  +  2(a  — rf):c  — 6'— «•— R'»  +  K'=0; 

équations  qui  représentent  précisément  les  cordes  d'intersec- 
tion de  chacun  des  deux  cercles  donoés  avec  la  circonférence 
décrite  du  point  (a,  6)  comme  centre.  Expriiyons  que  la 
première  passe  par  le  centre  du  cercle  représenté  par  l'é- 
quation (1) ,  et  la  seconde  par  le  centre  du  cercle  représenté 
par  l'équation  (2).*0n  aura  les  deux  relations  : 

(4)  «•+«*=K*-R*;         (5)    {«  — i/)*+r=K'-R". 
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Batranebant  meoibre  à  membre  pour  éUmimr  K*,  oa  •  s 


a 


M 


Telle  est  l'équatioo  du  lien.  On  Toit  qu'elle  représente  une 
droite  perpendiculaire  à  la  ligne  des  centres. 

Âctoellcment ,  je  remarque  que  les  équations  (4)  et  (5)  ne 
sont  autre  chose  que  les  équations  des  deux  cercles  donnés  » 
dans  lesquelles  on  aurait  remplacé  R*  par  K*—  R'  et  R'*  par 
F — R**;  or,  ooma>e  en  retranchant  ces  deux  équations 
membre  à  membre ,  K'  disparaît ,  on  peut  dire  que ,  pour 
trouver  le  lieu  cherché ,  il  suffit  de  retrancher  membre  à 
membre  les  équations  des  deux  cercles ,  après  avoir  changé 

toutefois  R"  en  —  R'  ou  R  en  RV^^. 

3.  On  sait  que ,  pour  trouver  l'axe  radical  de  deux  cercles, 
il  faut  retrancher  leurs  équations  l'une  de  l'autre.  Ainsi ,  si 
Ton  a  les  trois  équations  : 

A  =  R%  A'=R%  A''=R"'; 

(A ,  A',  A"  représentant  le^  premiers  membres  qui  sont  de  la 
forme  (x— j:')*4-  (y  — y)%  y  et  a/  pouvant  être  nuls) ,  les 
équations  des  axes  radicaux  seront  : 

(a)  A— A'=R'-R^  A-A''=R'-R'",  A'— A '=:R"— R"*  ; 

et  d*aprés  ce  que  nous  venons  de  voir,  les  équations  des  trois 
droites  qui  jouissent  de  la  propriété  énoncée  dans  la  qoes- 
tloD  seront  : 

{ff)  A— A'=R"-R%  A— A'=R"'-R%  A— A''=R"*— R'*. 

D'un  autre  côté,  la  perpendiculaire  élevée  sur  le  milieu 
de  la  ligne  des  centres  étant  le  lieu  géométrique  des  points 
également  distants  de  ces  devx  centres,  si  on  désigne  |Mur 
jCyXltB  coordonnées  d'un  point  queloonque  de  la  perpendî- 
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cataire  élevée  sur  ce  miliea  de  OQ"  Ifig.  SO) ,  par  exemple, 
OD  aura  la  relation 

aeib  étant  les  coordonnées  da  point  C. 

Mais  cette  éqaatîon  n'est  autre  que  la  différence  des  deu 
équations  des  cercles  0  et  0''  dans  lesquelles  on  aurait  fait 
le  rayon  égal  à  0.  On  conclut  de  là  que  y  pour  avoir  les  équa- 
tions des  perpendiculaires  élevées  sur  le  milieu  de  la  ligne 
des  centres,  il  suffit  de  faire  dans  les  équations  des  oerdea^ 
R,  R'....  =aO,  et  de  retrancher  ensuite  deux  à  deux  ces 
équations  ainsi  modifiées.  Ainsi ,  pour  les  trois  cercles  don- 
nés ,  on  aura  les  trois  équations  : 

(c)       A  — A'==0,       A  — A"=0,       A'— A"=0. 

On  sait  que  les  axes  radicaux  de  trois  cercles  se  coupent 
en  un  même  point ,  et  qu'il  en  est  de  même  des  perpendicu- 
laires élevées  sur  le  milieu  de  la  ligne  des  centres  \  on  voit 
aussi  qae  les  trois  droites  représentées  par  les  équations  (b) 
se  coupent  en  un  même  point  ;  car  Tune  quelconque  des 
équations  peut  s'obtenir  en  prenant  la  différence  des  deux 
autres 

3.  Proposons-nous  maintenant  de  démontrer  que  ces  trois 
points  d'intersection  sont  en  ligne  droite,  et  que  le  point 
d'intersection  des  perpendiculaires  élevées  sui^  le  milieu  de 
la  ligne  des  centres  est  à  égale  distance  des  deux  autres. 

Supposons  R  >  R',      R'  >  R^ 

D'après  le  système  d'axes  que  nous  avons  choisi,  les  équa- 
tions des  trois  cercles  sont  -. 

PùùT  avoir  chaque  point  d'intersection,  H  suflll  de  deux 


lignes.  Je  prendrai  donc  senlement  les  deui  premières  éqna- 
tions  de  cbacon  des  groupes  (a),  (b),  (c).  J'aurai  eo  rem- 
plaçant A ,  A',  A"  par  leur  valeur  : 

|2«far  — «TïsR*— R», 

I  a^ +2ax— *•—  a*  =R*—  R**. 

j  2^  H-  8«m:  —  *•—  a'  =  R"*—  R'. 

j  ai»' + 2ar  —  6'— «* = 0. 

Si  je  désigne  par  or ,  ^  les  coordonnées  du  point  d'inter- 
section des  droites  (a');  pu*  ^y  céUes  du  point  d'intersectiOB 
des  droites  (f)  et  par  j/'r*  «elles  du  point  d'intersecliott  des 
deox  droites  (c*) ,  j'aurai  : 

_<r+R'— R"       _  <i(a'-t-y+R'-R"^— a(<f H-R'-R") 

' 25       '^ âw  • 

^     <f-R»4-R'       ,      <f(a-4.fe»-|-R'"— R')— a(rf'— R'+R*») 

Pour  que  ces  pointa  soient  en  ligne  droite ,  il  faut  que  l'on 
ait  la  relation 

y'-y_y'-y 

x"—x  ~  x^'—af' 
Or,  si  on  snltstitoe  pour  x,xf....  leurs  valeurs,  on  a  : 

y':- y      rf(R'—  R'")  —  a(R'—  R?) 
x'—x'~  6(R"-R")  ' 

y  -y  __  <^(R'— R'")— a(R'-  R"j 
x"—x~  6(R'— R") 

Donc  ces  trois  points  sont  en  ligne  droite.  De  plus ,  si  «» 
prend  les  diffàrences  x"—  x ,  x"—  ai  entre  l'alwcisse  du 
point  d'intersection  des  perpendiculaires  élevées  sur  le  mi- 
lien-de  la  ligne  des  centres  et  les  deux  autres  points ,  on  a  : 
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_       ,      R'-R"  „  R"-R' 

sont  égales  et  de  signe  contraire  ;  ce  qai  nooi 
montre  que  le  point  d'intersection  des  perpendîcnlaires  le- 
vées sur  le  milieu  de  la  ligne  des  centres  est  à  égale  dislanœ 
des  deux  aulres.  G.  Q.  F.  D. 

Les  valeurs  de  x,  j/»  o/'  n'élant  autre  chose  que  les  pre- 
mières équations  des  trois  groupes  (a') ,  (^),  {c'),  mises  sons 
une  autre  forme ,  nous  montrent ,  en  supposant  toujours  les 
rayons  diflérents,  que  Taxé  radical  de  deux  cerdes  est  plus 

■ 

près  du  centre  de  celui  qui  est  le  plus  petit,  tandis  que 
Tautre  droite  est  plus  rapprochée  de  celui  qui  est  le  plos 
grand  ;  du  reste ,  ces  deux  lignes  sont  à  égale  distance  de  la 
perpendiculaire  élevée  sur  la  ligne  des  centres. 

Si  nous  supposons  R=R' — R'';  alors  les  équations  (a),  {b)^ 
(c)  se  réduisent  au  seul  groupe  (2)  ;  donc  alors  Taxe  radical , 
le  lieu  des  centres  des  cercles  qui  coupent  les  deux  autres  en 
des  points  situés  aux  extrémités  d'un  même  diamètre  >  se 
confondent  en  une  seule  droite,  qui  Cdtla  perpendiculaire 
élevée  sur  4e  milieu  de  la  ligne  des  centres  ;  ce  qui  devait 
être  en  effet. 

4.  Proposons-nous  maintenant  cette  question  -.  Étant 
donné  trois  cercles  extérieurs ,  en  décrire  un  quatrième  qui 
coupe  les  trois  autres  en  des  points  situés  aux  extrémités  d*un 
même  diamètre. 

D'après  ce  que  nous  venons  de  voir ,  il  est  clair  que  le 
centre  du  cercle  cherché  n'est  autre  chose  que  le  point  d'io- 
tersection  -des  trois  lignes  représentées  par  les  trois  équa- 
tions {b),  il  suflBra  d'en  construire  deux,  et  leur  intersection 
donnera  le  centre. 

On  tire  de  la  première  : 

2rf 
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Gonstruiflons  cette  valeur  ^  poar  cela  je  mène  (XK  {fig.  30) 
perpendiculaire  à  00';  du  point  B  comme  centre  avec  OA 
pour  rayon  ;  je  décris  un  arc  de  cercle  qui  la  coupe  en  K. 
Sur  OO'  je  décris  une  demi -circonférence  ;  je  porte  O'R  en 
O'K',  je  joins  OR'  et  je  prends  OD  =  OR'.  Je  prolonge  00' 
d'une  quantité  O'M  =  00'.  Je  mène  R'M  ;  par  le  point  D,  je 
mène  DG  parallèle  à  R'M.  Je  porte  OC  en  OG ,  et  j'ai  OGqui 
est  précisément  la  valeur  de  x.  Par  le  point  G  je  mène  une 
perpendiculaire  à  00',  et  GL  est  la  ligne  cherchée. 

Pour  construire  l'autre  droite ,  je  n'emploierai  pas  l'équa- 
tion : 

2*r  +  ^ax  —  a'—  b*  =  R"*—  R\ 

Je  remarque  que  si  j'avais  pris  la  ligne  00"  pour  axe  des 
X,  j'aurais  eu  pour  x,  c'est-à-dire  pour  la  distance  de  la 
droite  au  point  0,  une  valeur  qui  ne  différerait  de  celle  que 

I 

je  viens  de  construire  qu'en  ce  que  d  y  serait  remplacé  par  d 
et  R'  par  R".  Je  construirai  donc  cette  valeur  comme  j'ai 
construit  la  première ,  et  j'aurai  ainsi  la  droite  PH.  Le  point 
P  est  donc  le  centre  du  cercle  cherché.  Pour  avoir  le  rayon , 
je  mène  PO  et  QQ'  perpendiculaires  à  PO.  Je  joins  PQ',  et  si 
du  point  P,  comme  centre  avec  PQ'  pour  rayon ,  je  décris  un 
cercle»  les  points  QQ',  YY',  SS'  doivent  se  trouver  aux  ex- 
trémités d'un  même  diamètre. 

7Vd/f. 'Soient  (x— m)*-f.y=r*;  (x— m'y+r'^ /^  les 
équations  des  cercles  donnés ,  el  (x  —  «)•-»-  (y  —  p)*=  *•  l'é- 
qoation  du  cercle  variable  ;  on  aura  : 

2ftr -I- ar  (a  —  m)  =  a*-|- p' —  !»•+ z'— *• 

pour  équation  de  l'axe  radical  du  premier  et  du  troisième 
cercle. 

Si  nous  représentons  par  p  la  distance  de  cet  axe  an  centre 
du  premier  cercle ,  on  aura  • 


On  a  d'ane  manière  analogue  pour  le  deuxième  el  le  troi- 
sième cercle  : 

[2=tm — m"+  jfc*—  r'*-  «*—  p^'=  4^''[p'+  K— «)T  ; 

p  et  p'  sont  des  longaenrs  données. 

L'élimination  de  k  donne  1^  relation  cherchée  entre  a  et  p , 
ligne  dn  quatrième  ordre  ^  passant  aux  coordoonôea  polaires, 
et  faisant  m is  0,  on  obtient  .- 

2p(i»'cos<p— /?)  +  eT  =  4p'*(p'—  2efp  cosy  + 1»''), 
ou  e*  =  /^+  m''—  r*  ; 

si  p'=0^  le  second  axe  radical  devient  un  diamètre  ,  el  Té- 
quation  du  lieu  est  2p  (m'cos^  — p)  -|-  e*  «=  0  ;  c'est  celle  d'une 
conique  qui  se  réduit  à  une  droite  perpendiculaire  à  l'axe 
polaire,  lorsqu'on  a  aussi  /»  =  0 ,  et  alors  les  deux  axes  radi- 
caux sont  des  diamètres  ;  c'est  le  cas  du  problème  actuel.  On 
étend  facilement  le  même  genre  de  calcul  aux  plans  radicaoi 
de  trois  sphères  données  relativement  à  une  quatrième  sphère 
tariable  (r.  t.  III ,  p.  101).  Tm. 


QUESTION 
du  concours  d'admission  à  r école  normale  y  m  1845. 

PAR    K.  DBOT, 

btcbelier  es  sciences. 

,  Problème,  Étant  donnés  un  cercle  0  {fig,  36)  et  une  droite 
PF  perpendiculaire  au  diamètre  OH ,  trouver  un  point  K 
tel  qu'en  menant  par  ce  point  une  sécante  quelconque  MSM', 
et  qu'en  abaissant  des  points  M  et  M',  où  elle  rencontre  la 
circonférence ,  des  perpendiculaires  MP  et  M'F  sur  là  droite 

PF,  on  ait  la  relation  :=-r^  +  ——  =  constante  A. 
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Jolifliaii.  L  Prenons  la  droite  PF  pour  axe  des  ^  et  la 
droite  OH  poar  axe  des  x,  H  pour  origine ,  et  les  axes  rec» 
tangnlaires.  En  posant  OH  =  £/ ,  et  appelant  r  le  rayon  du 
cercle ,  son  équation  sera  : 

^' +  x*  —  2Ac  +  £f  —  r*  =  0. 

Posons  la  distance  inconnue  HK=  j/  ;  la  droite  MM'  sera 
représentée  par  l'équation 

Cherchons  les  abscisses  des  points  où  cette  droite  rencontre 
le  cercle  :  pour  cela  ,  remplaçons  y  par  mx — nuf  dans 
l'équation  do  cercle  ;  on  aura  alors ,  après  avoir  ordonné  : 

(f  )       (m*4. 1  )  j:*-  2Kar'+  d)x+  m^af*+  ésT-  /=:  0. 

Remarquons  que  les  valeurs  de  x  données  par  cette  équa- 
tion ne  sont  autres  que  MP  et  M'F.  Or  on  doit  avoir  : 

JLj._L  =  * 

MP    '   MP' 

ou  .  <>o  chasisanl  îes  dénominateun  , 

MP  +  MT'_ 
"^  MP  X  MP'  - 

MP  +  M'P'  est  la  somme  des  radnes  de  l'équation  (1) ,  et 
MP  X  M'P'  en  est  le  prodoit  ;  donc  on  a  : 


MP  +  MF  =  ^^"''.-^'+^, 


MP  X  M'P'  = 


+ 


et,  par  suite,  l'équation  (â)  devient  : 

2(mV  +  £<)    _ 

ou,  en  chassant  le  dénominateur  et  ordonnant  par  rapport 
à  m  , 

(3)  jr'  (2  -  Ay  )  !»•+  2i<  —  (d*—  r^)  *  =  0. 


—  seo  ~ 

Cette  relation  doit  avoir  lieu  quel  que  soit  m  ;  donc  od 
doit  aroir  séparément  '-. 

(4)  :c'(2  — Ax')  =  0, 

(5)  2d'-(iP—r*)k  =  0. 

L*équation  (4)  donne  pour  seule  solution  oonveqaUe  : 


réqaation  (5)  donne 


donc  on  a  : 


,      3 

'-k' 

L           2rf 

"  —  tP-^' 

<?— r-        . 

r" 

d      =''- 

"5' 

ce  qui  montre  que  le  point  k  est  le  pôle  de  la  droite  PP'. 

II.  La  discussion  de  la  valeur  de  OK  =  £^~x'  =  --r 

montre  que  :  1^  quand  la  droite  PP'  est  extérieure  au  cercle, 
le  point  K  lui  est  inlériear  ;  2^  quand  la  droite  PP'  est  tan- 
gente au  cercle,  le  point  K  devient  le  point  de  (angenoe; 
3^  quand  la  droite  PF  coupe  le  cercle,  le  point  !(  lui  est 
extérieur. 

Note.  Soit  Ay+  Cj:'+  Ex  +  F  =  0  l'équation  d'une  co- 
nique rapportée  à  des  axes  conjugués  quelconques ,  l'axe  des 
je  étant  un  diamètre  ;  soient  x'^  y  Yes  coordonnées  du  pMe 

2F 
de  l'axe  des^  ;  on  a  x'=  —  —  ;  y=:  0  j  l'équation  d'une 

Là 

/  2F\ 

droite  passant  par  ce  point  est  ^  =  m  (  x  -|-  —  j  ;  les  ab- 
scisses X  des  intersections  de  cette  droite  avec  la  conique 
sont  données  par  l'équation  : 

Pjt'C  Am*+  C) .+  ELr  (4AFto*+  ETj  +  F(4AFm'-|-  E*)=  0. 
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E 
La  somme  des  racines  inrerses  de  celle  équation  est  —  •=, 

quantité  constante. 

Donc  le  théorème  subsiste  pour  une  conique  quelconque. 

En  prolongeant  la  droite  MM'  jusqu'à  ce  qu'elle  rencontre 
la  droite  PP'  en  N ,  les  quatre  points  M ,  K ,  M',  N  sont  situés 
harmoniqaemcnt ,  d'après  une  propriété  connue  des  pôles  et 
polaires  ;  d'où  il  suit  directement  que  KH  est  une  moyenne 
harmonique  entre  PM  et  P'M'.  Les  quatre  points  P,  H,  V^V 
sont  aussi  situés  harmoniqnement.  Donc  HN  est  une  moyenne 
harmonique  entre  PN  et  P'N.  Tm. 


PROBLEME  119,  p.  202. 

VAVQVXUM  XT  ITOXtVTM 

ÉUtm  4e  rÉflole  normal*. 


Une  droite  de  longueur  constante  se  mouvant  entre  deux 
droites  fixes  données  dans  l'espace ,  chaque  point  de  la  droite 
mobile  décrit  une  ellipse.  Tontes  les  ellipses  sont  dans  des 
plans  parallèles  ;  leurs  centres  sont  sur  la  plus  courte  dis- 
tance entre  les  droites  fixes  ;  le  lieu  des  ellipses  est  une  sur> 
face  du  quatrième  degré  ;  la  droite  mobile  tourne  à  chaque 
instant  autour  d'une  droite  de  direction  constante  perpendî- 
cnlairc  aux  deux  plans  parallèles  déterminés  par  les  droiief 
fixes. 

AB,  A'B'  (fig.  37)  sont  les  deux  droites  fixes;  A  A'  leur 
perpendiculaire  commune.  Je  prendrai  cette  dernière  droite 
pour  axe  des  x,  et  pour  origine  le  milleo  O  de  la  distance 
AA'.  Un  plan  mené  par  le  point  O  perpendiculairement  à 
r«xe.dea  jc  sera  te  plan  des  zy  ;  Taxe  des  a  sera  la  bissec- 
trice de  l'angle  foraié  dans  ce  plan  en  menant  par  le  point  O 

Aux.  »i  IIatdSm.  V.  2i 
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des  parallèles  apx  deux  droites  $xes  ;  Vau  des  y  lera  «ne 
|M»rpendiCQkire  à  cette  droite. 

Les  éqputioDS  des  deux  directrices  et  de  la  droite 
seroot  : 

y 

La  gtaératrioe  detanl  ranecMitrer  chacune  des  dîreelricsi, 
on  aura  les  deu  équations  : 

(h  +  p){a  +  n)t=zqm.  (?) 

La  droite  interceptée  doit  être  d'une  longneor  constante 
qoe  je  représenterai  par  âr  ;  ce  qui  fournil  une  troisiènie 

relation  : 

A*+ay=TO'(f^-.A').  (3) 

An  lien  des  équations  (a)  et  (P) ,  on  pent  prendre  oelies 
qoe  l'on  obtient  en  les  additionnant  on  les  soustrayant  : 

ha-\'pn=^qm^  (4) 

iiA -f.  tfj9  s=  0.  '  (5) 

Je  dis  d'abord  que  la  génératrice  eq  se  monvant  fait  un 
angle  constant  avec  Taxe  des  x  ;  on  a»  en  appelant  a  cet 

aigle  !  cos^a  ssr  —_ — p_-  .  je  substitue  à  m*  et  a*  lenn 
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valeurs  Urées  des  équations  (3)  et  (S) ,    "f^^f  «  ^  '  j« 
firouTe  alors  : 

COS*a  =  -1. 

Le.  second  mentbra  est  plus  petit  qne  l'nnité,  puisque  h 
perpendianIflinE)  conumine  est  la  plus  courte  ligne  que  l'on 
puisse  mener  entre  deux  droites  données  ;  de  phM  il  est  con» 
staait«  Il  fuit  de  là  que  la  génératrice  se  ment  en  fiaisaBi 
f^umnanl  1^  mèn^  angle  a?ec  Taxe  des  ar. 


Chaque  géaératrioe  fera  dç  même  avec  un  plan  mené  par 
one  des  directrices  parallèlemeot  à  Tantre,  an  an^le  cqtnstant 
qui  sera  le  complémentaire  de  a.  Il  en  résulte  alors  qu'on 
même  point  de  la  droite  interceptée  restera  dans  on  plan 
perpendiculaire  à  Taxe  des  x,  puisque ,  dans  chaque  posi- 
tion de  la  génératrice  »  la  dislance  au  plan  mené  par  Tune 
des  directrices  parallâement  à  Faotre  sera  constante. 

n  est  facile  de  voir  que  ce  point  décrira  une  ellipse.  Je 
projette,  pour  cela,  les  deux  directrices  en  ab^  aV  sur  le 
plan  de  la  courbe  cherchée ,  les  différentes  génératrices  se 
projetteront  suivant  des  lignes  de  longueur  constante  [2rsin  «] 
inscrites  dans  l'angle  baU  ;  or  on  sait  qu'un  point  quelconque 
4e  la  projection  de  la  génératrice  décrit  pendant  son  mowe- 
menl  vne  ellipse  dont  le  centre  est  en  ^ ,  c'est-à-dire  sur  la 
ptan  eoorte  distance. 

Jn  ¥1»  cberclnr  l'éqnatiao  de  la  Mrfaœ  engendrée  par  k 
droitemoMIe  ;  il  me  bot  poorcela  éliminer,  entre leséquations 
(O9  (3)  9  (3)f  (4),  (5)^  les  quatre  quantités  m ,  n^p.q;  Té- 
qvatjon  en  x,^,  s  qui  résultera  sera  l'équation  de  la  snrfaoe 
dMKbée. 

les  équations  (I),  (2) «  (4) ,  (5)  donnent  pour  met  p\m 

▼alenrs suiTantes  :  1»=— ^ ~,  P^— —^  ;  10 


porte  ces  valeurs  dans  (3) ,  el  f  obtiens  poor  l'équation  dn 
Ken  : 

Cotte  éflfwtioQ  est  bien  du  quatrième  degré.  . 

Je  Ypis  démontrer  fm  le  ealcul  qo'nn  plaQ  perpendieB- 
laift  à  Vu(â  des  or  €wpe  cette  suiCaoe  suivit  «ne  ellipse  » 
résultat  que  j'ai  ebttan  plu^  iMsat  par  une  anlre  miUMMie. 
Di^  llby»  jc^sii  coiv^va  la  surface  suivant  m^e  ooorliq  doffi 
les  équations  seront  : 


Cette  iiilerseclioQ  est  une  coorbe  du  second  degré  ;  c'est 
ane  ellipse ,  car  si  je  cherche  ce  qoe  devient  la  quantité 
analogue  à  B* — 4AC,  je  trouve  à  un  facteur  positif  près 
—  {k^ — /*')%  quantité  négative,  mais  qui  devient  nulle  pour 
k=s±h.  C'est  qu'en  effet ,  les  sections  faites  par  les  plans 
dont  les  équations  sont  jr  =  =b  A  sont  les  directrices  elles- 
mêmes  ;  cette  ellipse,  obtenue  par  le  plan  dont  Téquation  est 
x=:k  Si  son  centre  sur  l'axe  des  jc  ,  puisque  les  termes  du 
premier  degré  en ^  et  s  manquent  dans  son  équation. 

jyo/e.  Soit  MM'  une  position  quelconque  de  la  droite  mo- 
bile ;  M  étant  sur  AB  et  M' sur  A'B'  ;  par  les  points  M  et  M' 
menons  des  droites  MI ,  MT  respectivement  perpendiculaires 
à  ABet  A  B^,  et  dans  des  plans  déterminés  par  les  droits  Gxes. 
Soit  IF  la  plus  courte  distance  de  ces  deux  perpendiculaires; 
et  dans  les  mêmes  plans  parallèles  décrivons  des  circonfé- 
rences, des  points  I  et  I'  comme  centres  respectifs  et  avec 
les  rayons  IM,  l'M'  ;  ces  circonférences  touchent  les  direc- 
Irices  AB ,  A'B'  en  M  et  M'  ;  dans  une  position  infiniment 
voisine ,  la  droite  mobile  pourra  être  considérée  comme  res- 
tant sur  les  deux  circonférences  ;  elle  tend  donc  à  décrire  un 
hypcrboloïde  de  révolution  autour  de  l'axe  II',  qui  est  ainsi 
l'axe  instantané  de  rotation  autour  duquel  la  droite  MM'  tend 
à  tourner  ;  il  est  aisé  de  voir  que  la  distance  de  11'  à  AA' 
reste  constante  ;  donc  l'axe  instantané  de  rotation  dé- 
crit autour  de  AA',  une  suKace  cylindrique,  circulaire, 
droite.  Le  plan  MIF  est  perpendtènlaire  sur  la  directrice 
AMB  ;  de  même ,  le  plan  M'ir  est  perpendiculaire  sur  la 
directrice  A'M'B'  ;  donc  l'axe  instantané  II'  est  l'interscctioa 
de  deux  plans  menés  perpendiculairement  aux 
par  les  points  M  et  M'. 
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Si  les  directrices  soDt  des  courbes  qoelconqnes ,  la  droite 
mobile  se  ment  i  chaque  instant  sur  des  tangentes  à  ces 
courbes  ;  donc  les  intersecttons  des  denx  plans  normaux 
menés  à  ces  courbes  par  les  points  M  et  M'  donnent  lu 
position  correspondante  de  l'axe  instantané  de  rotation. 
L'axe  ÂA'  décrit  une  surface  gauche  dépendant  des  deux 
directrices  et  de  leurs  positions  dans  l'espace.  L'axe  instan- 
tané II'  décrit  une  surface  gauche ,  enveloppe  d'une  surface 
cylindrique,  circulaire,  droite,  décrite  autour  de  Taxe  va- 
riable A  A'  ;  et  la  droite  mobile  MM'  décrit  une  surface 
gauche,  enveloppe  d  une  surface  du  quatrième  d^é ,  à  sec^ 
lions  paraUèles  elliptiques.  Ces  considérations  peuvent  servir 
à  la  solution  du  problème  120.  Tm. 


sâna 


ENVELOPPE 

t 

d'iule  ferpendiculaire  menée  d  un  diamètre  de  FelUpHy  par 

V extrémité  de  ce  diamètre. 

efMpt^  M.  Pâbbé  Toriolinfi  {Mmteolla  tei^tUifUa.  Nom.  e,  ao  ti). 


Problème.  Une  ellipse  étant  donnée ,  trouver  l'enveloppe 
d'une  perpendiculaire  menée  à  un  diamètre  par  son  extré- 
mité. 

Solution.  Soit  -r  +7T  =  1  (1)  ;  l'équation  de  l'ellipse  rap- 

au 

portée  à  ses  axes  princlpaui,  jc  et^  désignant  un  point  dé- 
terminé de  cette  ellipse ,  extrémité  d'on  diamètre,  et  on  «ura 
pour  la  perpendiculaire  medée  par  ce  point  au  diaméb« 
correspondanl  l'équation  Xx+Xr  =s  x^-^y  (â)  où X  et  Y 
sont  les  coordonnée»  ix>urantes  delà  perpendiculaire.  On  a 


a 


l-f.'?^  =0;X4-yy  =  2x+2ry  oùy  esl  ladériféc 
a         é* 

de^  par  rapport  à  or;  éliminant^,  U  Tient 

ayX-^VxX^^p^-^Vyty  (3); 

élimiDant  x  ct^  cuire  les  trois  équations  (1) ,  (2),  (3) ,  fé- 
qaation  finale  en  X>  Y  est ,  d'après  la  théorie  connue,  Fëqua- 
lîon  de  l'enveloppe. 
Les  équations  (2)  et  ^3)  donnent  : 

<i»iT  ==  [a\>'— x") + 26»xV 
àdMiit  xstttf  cos  r  ;  x=^  a  sin  f  ;  on  obtient  : 

4»X  =  cos  tp  [^ + {a^—h^)  8in>] 
W  =  sin  ?  ]y  —  (a*— 6')  C08*f]. 

Ces  équations  donnent  en  remplaçant  cos\  par  1— 8în>et 
mettant  x^y  pour  X ,  T , 

lésolTant  par  rapport  à  u\  et  prenant  la  yaleur  de  la  quantité 
1008  le  radical  il  vient  : 

4(^+ft»_a'6*)  — 3(dV+6y)=[3(a'— fr'K+26'— aT  (6) 
onax 

donc 

multipliant  donc  les  valeors  de  â^jf  et  de  bY  rcspectiTement 
par  9(-2f— «*)  et  9(2a«— *') ,  il  vient  » 

9tf*(26'-~a*)x«+9ft*(2a*-fr*)y  ==  [8(a'-  6*)u*+  (2«^—  a*]f^' 

+4(a»+ô')  (2iï*-6^)  (4ft*-a*X 
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tfioÉ  Too  tire  : 

=[3(a--&V+2*'— «•?  (7) 

L'éqvaCioD  (6)  et  (7)  donne  : 

équation  da  sixième  degré ,  celle  de  Tenveloppe  cherchée. 
DèTdf^pant  il  yient  s 

GaVxy +HaV+I6y  =  K 

t=8a*— 6<-8aV;  G=38a'!^'— 2a(«<+6*)  ; 

2a*(26*— a*)]  ;  K=16a*6*(a*— 6«)\ 

AmmrfiM  1 .  Si  a*=2^  $  ou  6*=2a%  on  obtient  Féquation 
4e  la  oonrbe  donnée  par  Legendre  {Fonctions  ellipHgueê,  i.  II, 
p«  591)  ;  dans  ces  ellipses,  les  extrémités  des  petits  axes  sont 
des  centres  de  courbure. 

Rtmarpu  3.  Si  £z=6 ,  on  trouye  l'équation  du  cercle 
jf4y=a*  ;  et  le  centre  eomme  point  conjugué. 

Remarque  3.  Par  le  contre  O  et  un  point  M  de  l'ellipse  fii- 
sons  passer  un  cercle  touchant  l'ellipse  en  M  ;  menant  par 
ce  point  une  perpendiculaire  à  OM,  son  intersection  avec  le 
cercle  est  éTidemment  le  point  de  l'enveloppe  répondant  à  M  ; 
TeuTeloppe  est  donc  aussi  celle  des  cercles  ainsi  décrits  ;  elle 
se  compose  évidemment  de  quatre  quadrants. 

Remarçue  4.  Les  arcs  de  cette  enveloppe  s'expriment  en 
fonctioDS  elliptiques  incomplètes  de  fNremière  espèce ,  plus 
une  fonction  algébrique  qui  s'anéantit  lorsque  l'arc  est  un 
quadrant  et  la  fonction  elliptique  devient  complète.  Cette  pro- 
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priété  a  perdn  de  son  importance  depais  que  M.  Serret  nom 
a  appris  à  former  une  infinité  de  oonrbei  algébriqnes,  possé- 
dant cette  propriété. 


»      > 


THEOREME 
mr  l'ellipse  et  rhj/perbokf  de  mimu  axée  principaux. 

VAa  M.  OVSTAVS  »S  BAZiASm, 

EléTe  exienia  do  oottége  SaintrLoalt. 


La  question  à  résoudre  est  la  soixante  :  On  donne  nne 
ellipse  et  une  hyperbole  {fig.  38)  ayant  les  mêmes  axes  0- 
On  mène  une  tangente  en  un  point  quelconque  O  de  l'hyper- 
bole. Puis  par  les  points  d'intersection  P  et  Q  de  cette  tan- 
gente avec  l'ellipse ,  on  mène  deux  tangentes  à  l'ellipse,  qui 
se  rencontrent  en  M .  Trouver  le  lieu  des  points  M. 

Solution.  Soient  j/,y  les  coord<mnées  du  point  O;  x^^y 
celles  du  point  M. 

La  droite  PQ  peut  être  considérée  et  comme  tangente  à 
l'hyperbole,  et  comme  corde  de  contact  du  point  M.  Donc 
on  a  pour  cette  droite  les  deux  équations  suivantes  : 

(1)  ayy^b^xx'zs^^-a^b^ 

(2)  a'fy''\-b*xx"=+a*b^ 

et  l'équation  de  l'hyperbole  est  a^y  —  6 V  =  —  a*b\ 

Si  des  équations  (1)  et  (2)  je  tire  la  valeur  de^,  j'aurai 

^•(xar'— a') 
X  =  — —r-^     pour  l'équation     (1) 

— i'(:r:c"— a') 

y  SB — :  pour  l'équation     (2) 


n  ConlqoM  mtppUmeni&Irei  de  M.  Ponoelet.  Ite. 
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Or,  ces  den  résaUats  doîTent  être  identiques  \  ce  qui  exige 
que  l'on  aity =— /'  et  j/  =  jc"  (5). 

Donc  81  dans  l'éqnation  ay*  —  b*a:^  ==  —  a»6*  je  rem- 
place x'  et  y  par  leurs  valeurs,  j'aurai  l'équation  suivante 

Donc  le  lieu  cherché  est  l'hyperbole  elle-même ,  et  les  ya- 
leurs  de  y  et  a/  nous  apprennent  en  outre  qu'en  construisant 
l'ordonnée  du  point  O  et  en  la  prolongeant  jusqu'à  sa  ren- 
contre avec  l'autre  branche  de  Thyperbole ,  le  point  d'inter- 
aectioo  est  précisément  celui  des  tangentes  à  Thyperbole. 

Note.  Le  théorème  peut  s'énoncer  ainsi  :  une  ellipse  et 
une  hyperbole  ayant  les  mêmes  axes  principaux  ;  un  point 
pris  sur  une  de  ces  courbes  a  pour  polaire  relatiyonent  à  la 
seconde  courbe ,  une  tangente  à  la  première  courbe. 

Démomiraiion.  Soient 

«y  +  &* J^  =  à'b*    équation  de  l'ellipse. 
i^y^b^jfzsz-^a'b*    équation  de  l'hyperb. 

Soit  jc^jy  coordonnées  d'un  point  pris  sur  Tellipse  ^  sa  po- 
laire par  rapport  à  l'hyperbole  a  pour  équation 

Or ,  ceci  est  aussi  Téquation  d'une  tangente  à  l'ellipse  ayant 
pour  point  de  contact  a/  et  —y  ;  donc»  etc. 

Corollaire.  Chacune  de  ces  courbes  se  confMid  avec  sa 
polaire  réciproque ,  prise  par  rapport  à  l'autre  courbe  ;  ainsi 
considéré ,  le  théorème  es!  d*une  vérité  intuitive. 

Le  théorème  subsiste  encore  lorsque  les  deux  courbes  ont 
en  commun  le  même  système  de  diamètres  conjugués ,  de 
grandeur  et  de  position ,  et  il  est  facile  de  voir  qu'on  peut 
aussi  rétendre  à  un  ellipsoïde  et  à  un  hyperbololde  à  deux 
nappes ,  ayant  un  même  système  de  diamètres  conjugués ,  de 
grandeur  et  de  position.  Les  moyens  de  démonstration  sont 
les  mêmes  que  ci-dessus.  Tm . 
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DISCUSSION 

de  la  turface  du  irtnsiéme  degré ,  d(mnéepar  réjuaiUm 

«y  +  B:r^+Cj:^  +  D^  +  Er  +  F=0. 


Avis.  —  Le$  élèves  qui  eaveni  dùeuier  cette  eorte  de  eurfmoti^ 
cofmoifiefil  les  coniquesi  ceux  qui  ne  saoentpas  les  discuter , 
fie  eofinaifienl  pas  les  coniques  $  critérium  infaUKUa^ 

Pour  inet  les  idées,  nous  80|>po80ii8  qoe  les  dnq  odefr 
deoCs  oonstants  sont  poskifs  ;  y  =  angle  des  jr^y  ; 

ps=aiiglcdcsx,z;  «  =  angle  des^,?. 

A.  Sections  parallèles  au  plan  des  xy. 

I.  Les  sections  parallèles  an  plan  xjr  sont  des  coniques; 
considérant  z  comme  une  constante ,  nous  aurons 

inr=;B'-4Cz;  ib=:2E8— BD;   ifc'aâCD— BE;   /sD'-4FS{ 

f=E'-4CF;  n=DE^2BF; 
L  =  fz-BDE  +  CD'  +  FB'  =  rz  +  Q;  N=A+C— BcoS7i 

(V.  t.  I ,  p.  489). 

II.  lAeu  des  centres  dès  sections  pearalUles.  Soient  X,Y,ft  les 
eoordontiées  da  centre  d'une  section ,  on  a  t 

B'— 4Cz    '  F=4(S^ 

éliminant  z,  H  vient  V  (2Cx  +  Br + £)  =0. 

f  cas.  V  n'eist  pas  nul. 

On  a  donc  2Cx-|-Qr+^='0  (1)  i  le  lieu  des  centres  est 
dans  le  plan  parallèle  à  Taxe  des  s ,  et  dont  la  trace  sur  le  plan 
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ji:f  )Bil  ^ODfitoj^  ll^ittttoii  (1)  $  la  pi«$^^ 

MT  le  iplan  «tes  afz^  soit  sur  telai  de  jrz^  est  tne  b j))erbolè  ; 

donc  ce  lieu  étant  plan ,  est  aussi  une  hyperbole. 

Cberchons  l'équation  de  cette  courbe  dans  son  plan.  A  cet 

eflfet ,  prenons  la  droite  (1)  pour  axe  des  x ,  et  pour  origine 

le  point  on  cette  droite  rencontre  Taxe  des  y,  et  conservons 

Taxe  des  z;  nommons  9  l'angle  que  fait  la  droite  (t)  ayec 

Taxe  des  ^j  on  aura  j?,  sin^^xsiny,  x,  désignant  l'abscisse 

.  „.        VI    j  ,       ^       x.sin^       2Fz  — BD 

de  rbyperbole  dans  son  plan;  donc  — : =  -s; — TPr-  » 

sm  7  D  — 4ti» 

donc  Téquation  de  l'hyperbole  dans  son  plan  est 

iCu.  sinJ+ dEssiny  —  B*x.sintf-*  BD  siny  SB  0  ; 
les  asymptotes  sont  parallMes  aux  axes  ;  les  coordotnées  du 

centre  sont  Z  = _  .  ^^;  X,=7;;;  appelons  cette  courbe 

2vi  sin  0  4Ci 

Vhjiperbole  cmtraU, 

a)',        zpositifet  <^;  f>0;  Q>0. 

Chaque  section  est  une  hyperbole  ayant  son  centre  sur  l'hy- 
perbole centrale  ;  plus  %  augmente  et  plus  Taxe  focal  aug- 
mente, et  plus  le  centre  s'éloigne. 

*);        »=^;  ^>0;  Q>0. 

Pour  cette  valeur  de  z ,  ceUe  de  x,  est  infinie;  le  centre 
de  l'hyperbole  est  situé  à  l'infini  ;  chaque  branche  de  l'hyper- 
bole devient  mie  parabole  ;  situées,  l'une  à  une  distance  finie^ 
et  l'antre  à  l'infinie  ;  de  sorte  que  depuis  z = 0  jusqu'à 

B* 
k  s:  ^  la  surface  est  formée  de  deux  nappes  :  l'une  que  noua 

désignons  par  nappe  de  droite  commence  par  une  hyperbole 

B* 
pour  z  =  0,  et  se  termine  par  une  parabole  pour  z  as  --;  ^ 
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l'antre  qoe  oooi  désignons  par  nappe  de  gauche 

aussi  par  nne  branche  d*byperbole,  et  s'approche  asympUn 

tiqnemeDt  dn plan  zss—, 

La  nappe  de  gaache  disparaît  -,  celle  de  droite  se  continue  ; 

mais  les  sections  sont  des  ellipses  qui  vont  toujours  en  s'a- 

pla tissant  ;  et  pour  z  infini,  Fellipse  se  réduit  à  son  grand  axe  ; 

de  sorte  qu'en  désignant  par  Z'  ce  demi  grand  axe ,  on  a 

4LN       4C* 
pour  z  infini  Z'*  =  — ;-  »  -—  (t.  I  »  p.  493)  ;  c'est  par  cette 

portion  de  droite  Z'  que  se  termine  à  l'infini  la  nappe  de 
droite  ;  on  voit  ici  la  transition  inunédiate  de  l'hyperbole  à  la 
parabole ,  et  de  celle-ci  à  l'ellipse ,  et  finalement  de  celle-d  à 
la  droite  limitée. 

d)  znégatif;  /'>0î  Q>0;  Q  +  /'z>0. 

Les  deux  nappes  se  continuent  au-dessous  du  plan  xyj  par 
des  branches  d'hyperboles  dont  les  axes  focaux  vont  en  di- 
minuant à  mesure  que  z  croît  négativement. 

e)  znégatif;  r>Oî  Q>0'^  Q  +  /'z  =  0. 

Les  deux  nappes  se  pénétrent  suivant  deux  droites  dont  le 
système  est  représenté  par  l'équation 

^j^'  +  Bo:^  +Ca:'  +  DK+Ej:+F  =  0  (t.  II,  p.  30)  ; 

les  deux  nappes  se  séparent  ensuite  et  se  continuent  par  des 
branches  hyperboliques,  qui  se  ferment  et  se  rapprochent  de 
plus  en  plus  de  leurs  axes  focaux ,  et  enfin  pour  z  =—  oc , 
les  deux  branches  de  l'hyperbole  se  réduisent  aux  prolonge^ 
ments  infinis  dans  les  deux  sens»  de  l'axe  focal  dont  le  carré 

est  égal  à  gî  (t.  1 .  p.  493). 
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a»*  cas.  iP  ss  0. 

L'hyperbolt  centrale  est  alors  située  dans  le  plan  des  x*  ^ 
et  a  n*7  a  rien  à  changer  dans  la  discussion. 

m.  Dans  ce  qui  précède ,  nous  ayons  toujours  supposé 

f  et  Q  positifs  ;  admettons  maintenant  que  Q  soit  négatif , 

B'       O        V* 
et  remarquons  qu'on  a  ridcntité  77;  +  7  =  7p»« 

a)        »>^;  /'>05Q<0. 

A  cause  de  l'identité»  on  ne  peut  avoir  s=—  ^  ou  L=:0  ;  donc 


rbjperbole  ne  peut  se  changer  en  deux  droites ,  et  les  deux 
nappes  supérieures  restent  séparées 

b)         »=^î  i'>0;Q<0. 

L'bjperhole  atteint  sa  limite  parabolique. 

B' 
e)      s  positif  <|g;  i'>0;  Q<0. 

Oo  peut  sToir  «=7;  oa  L  «  0;  rdlipse  se  réduit  en  on 


droite. 


point  ;  de  sorte  que  le  pbn  2  =  ^  est  tangent  à  la  nappe  de 


d)         z  négatif;  r >  0  ;  Q  <0. 

L  ne  peut  jamais  devenir  nul  ;  par  conséquent  an -dessus  du 
plan  XX  ^  les  deux  nappes  restent  toujours  séparées ,  et  le 
terminent  encore  à  l'infini  par  deux  droites. 

■  « 

B.  Seetion$  parallèles  au  pion  xs. 
Tootea  œs  sections  sont  des  paraboles. 


—  874  — 

C.  Sections  patalUlei  (m  plan  des  yz. 

CourliM  do  troisièmo  degré,  à  deux  aflfniptotes,  dont 
TuDO  est  double  on  de  l'espèce  paraboH^ve. 

Noua  engageons  les  élèves  à  oonsUruire  ces  coorbea  ;  à  dis* 
CQier  le  cas  où  f  <C0;  et  à  construire  la  surface  où  B  eal 
remplacé  par  z ,  e|Q....  Tm. 


PROBLÈME 
tiff  les  angles  diiâres  du  tétraèdre. 

ptr  M.  T.  aaoMB  (  Cnlle,  t  VIII,  p.  iss,  isiay  (*) 


PnMéme.  Trouyer  uoe  relation  entre  les  six  angles  dièdres 
d'un  tétraèdre. 

Solution.  Soient  A ,  B ,  C ,  D  les  quatre  points  de  contact 
des  faces  du  tétraèdre  avec  la  sphère  inscrite  ;  joignant  ces 
points  deux  à  deux  par  les  arcs  de  grands  cercles  AB,  BG , 
GA,  CD»  AD,  BD,  désignés  req[)eetiyement  par  a,  «',  a^ 
P,  |à',  f»",  on  obtient  quatre  triangles  sphériques  dont  les  côtés 
sont  les  suppléments  des  angles  dièdres  du  tétraèdre  ;  soient 
0, 0\  h"  les  trois  angles  sphériques  formés  en  D  ;  on  a ,  d'après 
les  formules  connues  dans  les  triangles  formés  par  les  o6lés 

COSqe  — cesyCOsy' 

"^^ sinpfslnp"T~" 

De  même  : 

^     cos«'— co8>"co8?  ,,,    cosa'—cosdooay 

siny'siop       '  sinpsinp 

O  L«  néne  problème  a  éi6  résola  par  plufieorii  Vair  Gctfamia,  t  VI, 
p.  ttt  $  la  aoloUon  da  M.  GUman  reDrarma  ona  aimpliflealiaii  flnala. 


—  876  - 

DonO      i— COSli— tO8W-»€ê8^0''4-  2006  Ô  COtO'OOS  ô^ss  0. 

El  de  U ,  en  pellant  pour  to  oosini»,  lei^n  valows . 

— siV^Xco8*'—cospco8p7— sîn*p''[cosa''--co8pco8p'r-f. 

+2[C0Sa— COSp'cOSp"]  [cOSa'— COSpCOSP']  [COSa"— Ç08pCO$p']=0. 

<m,  d'après  une  facile  réduction  : 

1  —  cosV — corV—  co6V'+  2coa«  iposa  cosa"-.  sIq^sm^P  ^ 

-.«înVcoa'P'— sînV'co^'P''+2cos^'co»P''(coaa--o«»«'eoa»'^^^ 
+2C08  p"cosp  (cosV  — coga^cosa)  + 

-f-2co«pco»p'(cos«''— 00««C9a«1=rO.  (I) 

Oéiigiioiks  par  X,  V,  x"  les  angles  opposés  aux  côtés  «,  «', 
«'  dans  le  triangle  formé  par  ces  côtés ,  il  Yient  : 

COS  «  —  O0Sa'GO$a"=:  OOSl  8i0ft's{noi'\ 

cos«'—  cos«  co8</=  cosX'sina 'sina , 
eoso/<-«oosa  cosa'  «s  eosX^sincsiDa'. 

Faisons  i*=sln-(a  +  a' -{-«");  6=:sinacosp; 
11'  ==  sing  {— «+  a'+oT)  i  Vt=i  sin  a'cos P'  ; 
ji"»  sin  ^  («  —  û'-h  «")  ;    ^"ss  sino^cos  p"  ; 

La  fomrale  (1)  deyient ,  d'après  des  relations  connues  : 

y+fr*+6'"— ayycosX— 2ii''C08X'— 2*i'cosX"— ♦w*VV'"«=  0  j 
reiatioQ  cherchée. 
On  a  d'ailleors  : 

tamt  - 1' = î!^  ;    tawt**V'=?— . 

"^2  wx"'     **^2     ^|jl|jl"  • 

^"«2^  =  "lli?- 
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DES  TROIS  MOYENNES, 

4tritimMpte ,  géométrique  et  harmonique ,  damUcerde, 

d'après  Pappus. 

Soit  la  droite  AB  partagée  en  dcax  segments  AP,  PB,  entre 
lesqaeU  il  s'agit  d'insérer  les  trois  moyennes.  Sur  AB  comme 
diamètre ,  de  O  comme  centre ,  on  décrit  une  dcmi-circon- 
fèrence  ;  on  élève  en  P  une  perpcndicnlaire  k  AB ,  terminée 
en  M  à  la  circonférence  ;  de  P  on  abaisse  la  perpendiculaire 
PQsur  le  rayon  OM  ;  alors  OM  est  la  moyenne  arithmétique; 
PM  la  moyenne  géométrique  ;  MQ  la  moyenne  harmonique 
entre  les  deux  segments  AP,  PB.  Car  on  a  : 

OMa=^^(AP  +  PB);     PM*x=AP,BP;     MQ=^. 

Ainsi  la  moyenne  harmonique»  géométrique,  arithmétique 
se  suivent  selon  l'ordre  ascendant  de  grandeur.  Tm. 


QUESTIONS. 

iSM.  Soît  OMP  un  triangle  dout  le  sommet  fixe  O  est  sur 
une  droite  flse  OL  située  dans  le  plan  du  triangle  ;  on  a 

0P  =  1,  MP=V/2  et  cos(MOP— 20MP)=:cosMOL; 
le  lieu  du  point  M  est  une  Icmniscatc  et  la  tangente  en  M  passe 
parle  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle OPM.  (Serrkt.) 

125.  Soient  les  équations  de  deux  ellipses  rapportées  aux 
mêmes  axes 

les  aires  des  ellipses  sont  égales  et  si  les  axes  sont  rectangu- 
laireSy  les  ellipses  sont  égales.  (  Jacobi.) 


—  arrr  — 
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Éléments  db  GAokéteib  ,  par  G.  liannet  »  prèfessenr  de  ma- 
thématiques  au  collège  royal  de  Louis-Ie-Grand  ;  troisièiBe 
lédition.  Ouvrage  adopté  par  le  Conseil  royal  de  FUni- 
Yersité  pour  Vusage  des  collèges.  Paris,  1846;  in-8*  de 
344  pages  r>. 

Un  ouvrage  destiné  à  renseignement  élémentaire  ne  peut 
>être  couTenablemàot  apprécié  que  par  les  personnes  vouées  à 
cette  honorable  et  pém'ble  fonction.  Je  dois  donc  m'en  rap- 
porter au  jugement  favorable  porté  sur  cet  ouvrage  par  mon 
excellent  co-rédacteur,  qui  dirige  avec  distinction  une  des 
premières  institutions  mathématiques  de  la  capitale.  C'était 
en  1842^  lors  de  larpremière  édition ,  et  nos  lecteurs  auront 
à  regretter  que  de  nombreuses  occupations,  à  rapproche  des 
examens,  empêchent  le  même  rapporteur  à  rendre  compte 
de  cette  troisième  édition.  Le  plan  méthodique ,  la  logique 
sévère,  la  dichotomie  technique  qui  régnent  dans  l'ouvrage 
ont  été  parfaitement  indiqués ,  et  nous  n'avons  rien  à  y 
lyonter  {v.  1. 1 ,  p.  431).  Il  nous  reste  à  signaler  les  princi- 
pales améliorations  que  l'auteur,  fidèle  à  son  système,  ri- 
goureusement progressif,  a  faites  dans  cette  troisième  édi- 
.tion. 

Géoméirie  plane. 

livre  III.  On  sait  que  deux  cercles  dans  un  plan  peuvent 
aTohr  un  point  on  deux  en  conunui ,  ou  n'avoir  aucun  point 
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€n  oommim.  Les  conditions  géométriques,  relatives  à  ces  ^ 
sitoations ,  où  chacune  se  divise  en  deox ,  sont  démontrées 
ici  direetemmt  ;  discussion  qa*on  devrait  établir  d'one  ma- 
nière analogue  poor  le  même  objet  dans  la  géométrie  ana- 
lytique. Cette  discussion  est  l'objet  de  huit  théorèmes 
(p.  67-73).  Toutefois^  on  a  omis  le  cas  où  les  deux  cercles  se 
oonpent  de  manière  que  les  deux  centres  sont  du  même  oMé 
de  la  eorde  commune. 

Livre  III  »  page  88.  Un  ami  de  Taulenr»  M.  le  professeur 
Lebesgue,  profond  arithmologne,  crdt  qu'il  est  bon  de  dé- 
montrer en  géométrie  l'existence  des  lignes  incommensu- 
rables, avant  de  s'occuper  de  rapports,  des  proportions  et  de 
la  mesure  des  surfaces  (t.  III ,  p.  436).  Conformément  à  ce 
conseil ,  on  lit  (p.  88)  une  démonstration  de  Tincommensn- 
rabilité  de  la  diagonale  et  du  côté  du  carré,  où  l'on  ne  iait 
pas  usage  de  la  théorie  des  lignes  proportionnelles. 

Géométrie  de  Fespace. 

Yoid  la  nowdle  déposition ,  très-rationnelle ,  adoptée 
la  suoeession  des  théorèmes  : 


Lignes  droites  et  plans  parallèdes  ; 

Ijgnes  droites  perpendiculaires  aux  plans  ; 

ftans  perpendiculaires  entre  eux  ; 

Distances  et  lieux  géométriques. 

Les  fliéorèmes  viii  et  ix  (livre  II),  relatifs  aux  angles  trié- 
dres  supplémentaires  (triangles  polaires  de  la  trigonométrie) 
sont  démontrés  pour  la  première  fois  avec  tonte  la  ri- 
gueur désirable.  La  direction  des  perpendiculaires  est  id 
jéBesitira  à  prendw  en  grande  conaidàmtion. 

Le  théorème  aiv  du  même  llvrs  (p.  ait) ,  eonsacié  à 

eiuniir  la  possiBiitie  œ  oouper  un  sysie^Be  ofi  unMiea  pur 
un  [^   qui  le  rencontre,  est  très-digne  d'aCtention  et 
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mnqoe  dans  les  traités  élémentaires.  Il  est  sons-entendu 
^ns  qadqnes  démonstrations  de  Legendre,  et  on  en  a  besoin 
«n  statique  pour  démontrer  qu'on  peut  toujours  mener  un 
plan  qui  soit  coupé  par  toutes  les  directions  des  forces  du 
système. 

Le  livre  III  est  intitulé  :  Des  irai$  ccrpi  ronds;  toutefois 
OB  s'y  occupe  presque  exdusiyement  de  la  sphère.  On  sait 
que  la  discussion  des  cas  douteux  des  triangles  spliériques , 
un  nombre  de  quarante,  est  ordinairement  conduite  d'après 
des  principes  trigonométriques  ;  M.  Lionnet  ramène  le  tout 
à  un  senl  théorème  de  géométrie  pure. 

Le  livre  lY  est  intitulé  :  Les  polyèdres  semblables  et  la 
memre  des  angles  (p.  273)  ;  faire  succéder  la  mesure  des 
angles  à  ta  théorie  de  la  similitude  semble  présenter  quelque 
étraigeté  ;  elle  disparaît  en  se  rappelant  que  l'auteur  définit 
l'angle,  soit  j^n ,  soit  dièdre,  soit  solide,  par  le  même  mot  : 
mtoerii»re  ;  définition  qui  présente  l'avantagç  de  l'uniformité 
et  rinconyénient  d'être  un  peu  vagae.  Une  hyperbole  pré- 
snle  aussi  une  ouverture ,  et  il  n'y  a  pas  là  matière  à  angle. 
Nous  pensons  que  ce  nM>t  indique  une  diflérenoe  de  direction 
de  deux  droites  ou  de  deux  plans.  L'angle  solide  est  impro- 
prement ainri  nommé  ;  il  désigne  le  rapport  d'une  portion 
de  la  sphère  à  la  sphère  entière.  En  creusant  le  sujet,  on 
trouve  que  la  mesure  des  angles  est  intimement  liée  à  la 
théorie  des  trajectoires  orthogonales»  à  l'idée  primordiale  du 
BMmvement  circulaire.  Pour  l'angle  plan ,  ces  trajectoires 
sont  des  cerdes  ;  pour  l'angle  dièdre ,  des  cylindres ,  et  des 
aphères  pour  l'angle  solide  ;  de  sorte  que  cette  mesure  n'est 
qu'on  rapport  déguisé  entre  des  longueurs  et  des  surfaces  ; 
rapports  raiionnels,  ou  numériques^  ou  rapports  irrationnels^ 
immmériqneSf  s'il  était  permis  de  s'exprimer  ainsi.  L'égalité 
de  rapports,  sett  pour  les  angles,  soit  pour  les  dimensions  des 
corps  constitue  Vidée  première,  Vidée  innée  de  la  similitude. 
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L'aateur  adopte  une  définition  confomie  à  cette  idée.  Une 
note  de  Legendre  sur  le  nombre  des  condition  BéeesBatret 
pour  établir  l'égalité  soit  entre  les  polygones ,  soit  entre  Ms 
polyèdres,  a  fait  introduire  dans  la  science  one  antre  délai- 
tion  de  similitude,  qui  a  l'avantage  de  s'appliquer  à  des  lignes 
et  à  des  surfaces  courbes  quelconques.  Cette  manière  de  d^ 
finir  la  similitude  présente  l'avantage  d'être  plus  générale 
et  l'inconvénient  d'être  peu  naturelle.  Le  dioix  entre  les 
deux  définitions  est  indiSérent  ;  car,  ainsi  que  dit  d'Akifr- 
bert,  les  définitions  sont  choses  arbitraires  (/^otr  Note,  L I , 
page  435). 

Nous  appelons  aussi  l'attention  sur  la  manière  dopt  l'ao- 
tenr  démontre  la  mesure  des  surfaces  cylindriques  et  co- 
niques (p.  323).  D'après  cet  exposé  succinct,  on  voit  que 
rien  n'a  été  négligé  pour  perfectionner  un  bon  ouvrage.  Ayant 
en  vue  l'intérêt  des  étudiants ,  l'auteur  est  revenu  à  la  mé- 
thode ancienne  et  a  placé  les  figures  gravées  sur  cuivre,  dans 
le  texte.  Nous  croyons,  dans  le  même  intérêt,  que  ranteur 
«devrait  imiter  Bezout  et  placer  à  la  fin ,  une  tabledes  énonoès 
4e  toutes  les  propositions.  Ces  panoramas  scientifiques  sont 
utiles  même  mx  professeurs.  Nous  terminerons  par  faire 
observer  que  l'auteur  a  judicieusement  sniiprimé  oertaineB 
définitions,  axiomes  et  théorèmes,  qui  appartiennent  an 
domaine  public  du  bon  sens»  H  reste  pentrêtre  encore  par-ci, 
]Mir-làO'  quelque  chose  de  ce  genre  à  élaguer  ;  car,  comme 
nous  avens  toujours  les  défauts  de  nos  qualités,  les  amis  de 
la  rigueur  portent  quelquefois  cet  amour  à  l'extrême. 
Jfe  quid  nimikm  est  un  précepte  à  suivre  surtout  en  s'adres- 
sent à  la  jeunesse. 

Nous  signalons  comme  une  heureuse  Innovation  »  Fiurtho- 
graphe  conforme  à  l'étymologie  des  mots  %êO90êk ,  avec  une 

O  Mow  oitoroBi ,  Itf.  i ,  théor,  lU,  1 V  el  V  ;  Uf.  U ,  ikéor.  i,  U. 
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s;  polfgàtu  avec  no  aoœot  droooflexA  sur  la  voyéUa o;  ef 
pwroUéi^fipUe  aa  liea  de  pwraUéUipipède.  Par  contre  »  od 
peut  espérer  de  yoir  disparaître  les  accents  absnrdes ,  dss 
MtdflMi,  trmdmM^  polynAmes.  L'Académie  française  semble 
«Toir  abandonné  «aux  géomètres  le  soin  de  faire  ces  cor- 
rections* Tm. 


Goois  ooHPLR  DB  HAnÉHATiQuis  «à  Vnssge  des  aspirants  à 
tontes  les  écoles  dn  gouvernement,  renfermant  tontes 
les  connaissances  exigées  ponr  rsdmission  aox  écoles  po- 
lytechnique ,  normale ,  navale ,  militaire ,  de  Saint-Cyr  » 
forestière ,  des  arts  et  manufactures  et  des  beaux-arts  ; 
par  M.  jéuguiU  Blum ,  professeur  de  mathématiques , 
ancien  élève  de  Técole  polytechnique.  Tome  deuxième  » 
géométrie  élémentaire,  trigonométrie  rectiligne  »  trigono* 
métrie  sphériqne,  éléments  de  géométrie  descihiptive.  Paris, 
IM5 ,  in-S*,  t.  XUII ,  477  p. ,  24  pi.  gravées  0- 

Il  faut  distinguer  deux  sortes  d'ouvrages  didactiques  ;  les 
uns  ayant  pour  but  unique  la  science  et  ceux  qui  rappren- 
nent par  goût ,  peuvent  être  très-courts  ^  les  autres  ayant  en 
vue  les  examens  et  ceux  qui  veulent  avoir  des  en|dois,  doi- 
vent être  très-longs.  Les  uns  ne  s'occupent  que  de  la  théorie 
dont  les  limites  sont  resserrées;  les  autres  ne  se  préoccupent 
que  de  réponses  à  faire  à  des  questions  possibles  dont  le 
champ  est  illimité.  Le  titre  que  nons  donnons  in  extmio, 
suflSt  donc  pour  justifier  la  grosseur  du  volume  et  le  recom?- 
mander  aux  candidats  pour  les  diverses  écoles.  L'oavrage 
débute  par  une  table  des  matières  très-déveioppée,  contenant 
successivement  les  définitions ,  les  théorèmes ,  les  problèmes  ; 


n  Caritt«B-0«Miry  et  V*'  Dalnoni,  éditoart. 


oiéme  avec  les  m*  des  fiipires  q«i  s'y  eftipporleni,  objcl 
teotiel  qui  facilite  singulièrement  l'étude  et.Ies  reefaordNS; 
on  traité  scientifique  sans  table  des  matières  est  od  lidiyrinite 
sans  fil. 

La  géométrie  élémentaire  proprement  est  divisée  cb  deux 
parties;  division  très-rationnelle  et  introduite,  à  ce  que  je 
sache,  par  M.  Yincent  ;  chaque  partie  est  subdivisée  en  quatre 
livres  ;  de  sorte  qu'on  retrouve  les  huit  livres  de  Legendre, 
qui  a  calqué  sa  géométrie  ^nr  celle  de  Thomas  Simpson ,  amsi 
que  notre  illustre  géomètre  le  dit  dans  la  préEace  à  la  première 
édition. 

A  l'instar  d'Euclide  »  toutes  les  définitions  sont  en  tête. 
Qaelque  respectable  que  soit  une 'telle  autorité,  je  n'ensuis 
pas  partisan.  On  ne  doit  parler  des  objets  qu'à  mesure  qu'on 
en  a  besoin  et  pas  auparavant,  et  surtout  avant  de  oonnattre 
la  possibilité  d'existence  ;  pourquoi  mentionner  sans  nécessité 
les  parallèles,  les  rectangles,  les  carrés,  avant  de  savoir  si  de 
telles  figures  peuvent  se  réaliser  ?  C'est  à  la  fin  du  Tolnme 
qu'on  devrait  placer  par  ordre  lexioographique ,  les  défini- 
tions des  termes  techniques.  Ces  petits  dictionnaires  réunis 
faciliteraient  la  composition  d'un  dictionnaire  général  de 
toute  la  science. 

Pour  la  théorie  des  parallèles ,  on  a  très-judicieusement 
suivi  le  conseil  de  M.  Gergonne;  en  admettant,  conune  fait 
de  conscience,  que  par  un  point  ne  passe  qu'une  seul  pa- 
rallèle à  un  point  donné  ;  toutes  les  sciences  sont  obligées 
d'avoir  recours  à  des  faits  de  ce  genre  ;  la  droite,  sa  direction, 
la  différence  et  Tégalité  de  direction ,  sont  les  données  du  sens 
intime,  ont  la  plus  forte  certitude  possible  et  par  conséquent 
échappent  à  toute  démonstration,  à  tout  moyen  discursif. 

Le  sens  intime  est  le  dernier  refuge  de  la  certitude  ;  aller 
au  delà  est  une  entreprise  aussi  vaine  que  déraisonnable.  Les 
métaphysiciens  enfantent  des  volumes  sur  les  earactëres  de 


la  ovtltade  ;  oomment  aequierl-on  k  certttade  d'avoir  etê 
caiwUr»?  Ce  genre  de  qoestioas  ne  prèseoteqii'iHi  avantage 
IHMmire,  une  aatiafaction  d'antenr;  on  peni  écrire  deaans 
indèflmnient ,  et  lorsque  nos  soixante  siéeles  de  traditions 
Mstorjqnes  seront  doublés ,  on  sera  toujours  au  point  du 
dépait  ;  il  ne  faut  pas  confondre  le  mouvement  de  rotation 
antour  d'un  axe  fixe,  quelque  yif ,  quelque  agité  et  bruyant 
que  aoit  ce  mouvement  avec  celui  de  translation  dans  Tes- 
paee  ;  le  seul  qui  constitue  le  progrès.  Mais  revenons  à  notre 
afbire. 

La  méthode  dite  des  incommensurables  est  donnée  d\ine 
manière  très^émentaire.  Toici  ce  que  Fauteur  dit  à  cet 
égard  dans  la  note  lY  (p.  455}  :  «  Il  ne  faut  pas  perdre  de  vue 

>  que  les  conditions  de  l'enseignement  de  géométrie  sont 

•  maintenant  changées.  Les  examens  pour  les  grades  d'as- 

•  pirants  de  marine  forcent  les  candidats  de  commencer  k 
»  douze  ans  une  étude  que  des  jeunes  gens  de  dix-huit  ans 
»  commençaient  à  peine  il  y  a  cinquante  ans  ^  alors  que  le 
»  traité  fameux  de  géométrie  élémentaire  de  L^endre  ftat 
9  composé.  Gomment  présenter  à  des  enfants  des  notions 
»  abstraites  et  non  justifiées  ;  comment  eflrayer  les  premier» 

>  r^ards  des  élèves  par  des  expressions  eompliqué<;s  et  sur-* 

•  tout  par  des  démonstrations  longues  ?  v 

Trente-six  problèmes  terminent  la  géométrie  phne  ;  hr 
moyenne  et  extrême  raison  n'est  pas  mentionnée  dans  la 
taMe  ;  il  est  vrai  qu'elle  est  comprise  dans  le  problème  XX  ; 
mais  par  son  importance  elle  exige  une  mention  explicite. 

A  l'instar  du  Manuel  de  géométrie,  les  lieux  sont  enfin  in» 
ftt)duits  dans  renseignement  de  la  géométrie  élémentaire. 
Mais  pourquoi  s'arrêter  là  et  pourquoi^à  l'instar  du  même 
ouvrage ,  ne  pas  traiter  comme  des  lieux ,  les  trois  coniques? 
Qud  inconvénient  y  a-t-ll  à  ce  que  cette  ibule  d'élèves ,  et 
c'est  l'immense  majorité ,  qui  n'est  pas  tenu  d'apprendre  la 
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géomMrie  analytique ,  ait  qodcpies  connateaBoes  des  pro-« 
priétés  des  coniques  qu'on  rencontre  partout,  dans  les  arts, 
dans  la  mécanique,  dans  la  physique,  dans  Taslronoaiie,  dans 
toute  la  nature?'  Jusqu'à  quand  resterons-nous,  avec  l'anti- 
quité païenne,  en  adoration  perpétuelle  deyant  la  droite  et  le 
oerde?  les  seuls  lignai,  hormis  dans  les  cristaux,  qa*on  ne 
rencontre  pas  dans  l'univers  ? 

La  géométrie  de  l'espace  est  aussi  suivie  de  la  problèmes. 
Dans  un  appendice  à  la  géométrie  élémentaire  (p.  215),  l'au- 
teur a  eu  l'heureuse  idée  de  consigner  les  énoncés  seulement 
de  beaucoup  de  théorèmes  et  de  problèmes  intéressants. 
Quelquefois,  on  indique  les  moyens  de  solution ,  on  met  sur 
la  voie  ;  exercice  dont  l'utOité  est  incontestable.  A  la  suite 
de  l'appendice ,  on  trouve  des  notions  sur  la  théorie  des 
transversales ,  des  points  et  Caisceaux  harmoniques,  pôles  et 
polaires. 

Ces  diverses  théories  qui  occupaient  une  si  grande  place 
chez  les  anciens  avaient  disparu  avec  raison  des  écrits  des 
géomètres  du  xviii''  siècle  ;  les^  progrès  de  la  géosiétrie  con- 
temporaine rendent  de  nouveau  nécessaire  l'introduction  de 
ces  théories  dont  l'absence  devrait  désormais  être  signalée 
comme  une  véritable  lacune  ;  et  même  sous  certains  rap- 
ports ,  comme  un  manque  de  patriotisme ,  car  la  nou- 
velle direction  donnée  aux  études  géométriques  est  due  à 
des  savants  français ,  aux  Servois ,  Brianchon  ,  Poneelet , 
Chasiesr  etc. 

L'auteur  a  aussi  enridii  son  ouvrage  du  théorème  de 
M.  Caucby  sur  l'égalité  des  polyèdres ,  si  remarquablement 
simplifié  par  M.  Thibault  (t.  II,  p.  163);  théorème  fonda- 
mental dans  la  stéréométrie.  Il  est  presque  superflu  d'iqou- 
ter  que  l'auteur  a  soin  de  ne  pas  citer  Tendroit  ou  il  a  pria 
ce  théorème,  pour  deux  raisons  :  la  premitee  est  que  cela 
faciliterait  les  recherches  ;  et  la  seconde ,  c'est  que  ce  se- 
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rail  contraire  à  tons  les  usages  adoptés  par  les  géomètres 
français. 

C'est  en  Toe  des  élèves  de  la  marine  qne  Tantenr  a  ajouté 
la  trigonométrie  spbérique,  et  quoique  non  exigée,  c'est  une 
alK>ndance  qui  ne  saurait  être  nuisible. 

Dans  les  éléments  de  géométrie  descriptive  se  trouvent 
résolues  les  difficultés  de  construction  qu'amènent  des  va- 
riations dans  les  donnés  des  problèmes  et  pour  lesquelles  les 
méthodes  générales  defiennent  inappliquables ,  difficultés 
qui  embarrasseraient  les  èlèf es  s'il  n'y  étaient  coufena- 
blement  préparés. 

D'après  cet  exposé ,  on  voit  que  l'auteur  a  fidèlement 
rempli  la  mission  de  réunir  tous  les  matériaux  géoméiriques 
dont  doivent  être  munis,  à  des  degrés  divers»  ceux  qui  as- 
pirent k  entrer  dans  les  écoles  du  gouvernement.      Tm. 


CALCUL  DE  L'AIRE  ASTMPTOTIQUE 
dans  Fhigperbole  ardmmre. 


K.  oovmxoxn. 

Prtf«tf§w  de  ■MtMmaUqnM  tpéeiAlM  an  Collège  royal  do  GmoUo. 


On  sait  que  pour  calculer  l'aire  asymptotique  AMNB , 
{fig.  41),  on  insère  entre  l'absdsse  OA  =  a et  OB  s ^  on 
nombre  n  de  moyennes  proportionnelles,  et  la  dilBcullé 
consiste  à  trouver  la  limite  de  l'expression 


m- 


l?m*sind, 


—  886  — 

à  mesore  que  n  grandit  (m*  est  la  puissance  'de  l'Iiyper- 
bole).  Je  considère  a  et  6  comme  faisant  partie  de  la  pro-* 
gression  géométrique  de  Néper 

1  :  (!+«)•  :  (i+«r  :  (i+«)* « *..••• 

0  .       a  âa  3a      •  .  •  .  mm  .  .  (jH-'''}«-«« 

Ainsi: 

tfs=(l+«)*,  ft=:(l+a)*** 

puisque  6  est  placé  n  rangs  plus  loin  qae  a. 

Gomme  il  y  a  n  termes  entre  d  et  6,  la  raison  de  la  pro- 
gression par  quotient  peut  être  désignée  par 


V 


Ui+. 


Donc 


n  \\/ 1 1  =  »a  =  L,  b  —  L.  a  s=  L.  -. 

En  désignant  par  la  simple  lettre  L  un  logarithme  népérien. 

Donc  Taire  hyperbolique  est  égale  à 

b 
^•sinOxL.-.  (1) 

Une  des  abscisses  ^  et  6 ,  on  tontes  les  deux  pourraient 
être  à  gauche  du  terme  1 ,  et  en  ayant  égard  au  signe  des 
logarithmes ,  on  aurait  toujours  un  résultat  analogue.  Mais 
on  pourra  toujours  ériter  l'emploi  des  logarithmes  négatifs , 
en  séparant  Taire  hyperbolique  en  deux,  limitées  par 
Tordonnée  qui  correspond  à  Tabsdsse  1.  Et,  si  cette  aire 
est  en  entier  antérieure  à  cette  ordonnée ,  sans  la  morcder, 
on  la  comptera  an  rebours  depuis  cette  ordonnée. 


(*)  Dire  ce  qae  e'ett  qot  U  base  de  Néper  senit  iei  fiiperfla ,  poifqM  wUe 
baie  ett  élodiée  dini  le  tbéerie  dei  legerithmes. 
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b 
Le  produit  entier  peut  être  regardé  oonme  Log.  -  pris 

dans  la  base ,  dont  le  modale  est  m*  sin  0. 

Si  Von  veut  avoir  des  aires  hyperboliques  qni  soient  les 
logarithmes  népériens  des  abscisses  terminales  ^  il  faut 
prendre  nne  hyperbole,  pour  laqnelle  m*8in6  =  i,  et 
compter  les  aires  asymptotiques  dcpuisTabscisse  a= 1*  Par 
exemple  une  hyperbole  dont  l'angle  asymptotique  est  dss30% 
et  dont  la  puissance  m'  s=  3.  Ainsi  : 

Le  logarithme  népérien  d'un  nùmhrt  a  pour  équiralent 
gécHttétrique  l'aire  asymptotique  d'une  hyperbole ,  pour  la- 
quelle m*  sin  6  ss  1 ,  cette  aire  étant  comptée  depuis  l'ab- 
scisse 1  jusqu'à  l'abscisse  égale  au  nombre. 

L'hyperbole  équilatére  n'est  donc  pas  la  aeule  dont  les 
aires  asymptotiques  puissent  représenter  les  logarithmes  de 
Néper.  • 


NOTE 
9wr  les  aireê  des  coniques  planes. 

Ellipse. 

Soit  a*y  +  6V  «=  aV  l'équation  d'une  ellipse  rapportée 
à  des  diamètres  conjugués  faisant  un  angle  égal  à  7  ;  soit  O 
le  centre;  OA  le  demi-diamètre  a,  axe  des  x;  OM  un 
demi-diamètre  quelconque ,  x'  l'abscisse  et  y  l'ordonnée 
de  M  ;  on  aura  : 

1  y 

Aire  du  secteur  elliptique  JMIOA  =:  ^  a  A  sin  7  arc  sin^ . 

Hyperbole. 

a*y  —  b'x^  s:  —  a'fr*  ;  équation  de  l'hyperbole  ;  même 
notation  que  pour  l'ellipse. 
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Aire  da  secteur  MOA  =  r  a*  eln  7  log  T— + ^V 

jf    y 
ObseriHilûm.  Plus  x'  augmente  et  moins  —  et^  diffèrent  ; 

donc  pour  j/  ps  00  ;  l'aire  totale  asymptotiqoe  a  pour  exprès- 

si 
sion  ai  sin  7  log  2  —  qni  doit  être  indépendante  de  oA  sin  7  ; 

donc  celte  dernière   quantité  est  constante;  propriété 
connue, 
9.  Menant  l'ordonnée  MP  ;  on  a  aire 

BIAP  =  ^8in7  [xy  —aéiog^j  +f^)]»  poor  x'  =  ao; 
le  premier  terme  se  rédnit  à  —  qui  est  infiniment  grand , 

CL 

relativement  au  second  terme.  Donc ,  Faire  asymptotique 
quoique  infinie ,  est  infiniment  petite  rdâtivement  à  l'aire 
de  l'iiyperbole. 

Soit  MM'  une  corde  de  parabole;  I  son  milieu;  lA  la  por- 
tion de  diamètre  interceptée  entre  la  corde  et  la  courbe; 
Y  Tangle  de  la  corde  et  du  diamètre  ;  on  a  aire  du  segment 

HAM's:|MM'.AIsin7. 

OhuTVQJAxm.  On  peut  trouver  ces  diverses  expressions 
d'nne  manière  pénible  par  la  voie  élémentaire  et  en  qudques 
traits  de  plume ,  par  le  calcul  intégral  :  pourquoi  ne  pas  en 
enseigner  les  principes  aux  élèves ,  principes  plus  faciles  que 
le  théorème  de  Sturm ,  le  théorème  de  Gauchy ,  les  méthodes 
d'éliminations  etc. ,  qu'on  enseigne  pourtant  dans  nos  classes  ? 

Tffl. 


NOTE 

mr  la  réioluêkm  iuM  elam  parUeuMn  d'éjfualîofiff 

d  plusieun  incon$iue$. 


f 

Adminible  à  rSeole  normale. 


Cette  note  est  relative  à  la  résolution  des  équations  à  pla* 
siears  inconnues ,  dans  chacune  desquelles  les  inconnues  ont 
les  mêmes  exposants  et  les  mêmes  coeflBcients  ;  c'est-A-dire 
que  ces  équations  penrent  être  toujours  ramenées  à  la  forme 

1*  Je  supposerai  d'abord  qu'il  s'agisse  de  deux  équations 
à  deux  Inoonnues ,  de  la  forme 

Je  prendrai  pour  inconnues  auxiliaires  la  somme  x^y  =u 
des  racines ,  et  leur  produit  jcy  =  tf.  Il  est  clair  que  u  et  p 
étant  connus,  a:  et  j^  seront  les  deux  racines  de  Téquation  du 
seooBd  degré  X*--uX+v=iO.  Or  il  est  facile  d'obtenir 
deux  relations  entre  a  et  f^  qui  les  foront  connaître.  En  effet, 
âerons  les  deux  membres  de  l'équation  x  -\-y  sa  m  à  la  puis- 
sance m,  il  viendra 


i  m  est  pair ,  le  premier  nombre  se  terminera  par 


i»(iït— 1), 


(?+')-? 


X  y 

i.a.3 — 

2 
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S'il  eut  inpair ,  ce  tera  par 


K^-) 


m{OT— 1) m — -+1  )      "tii 


1.2.3 "^ 

L'éqofttion  (x  +^)"'  =7  u*  devient  donc  ainsi  : 


tf  +  mi/  (a:—  +jr— *)  +      1^3     ^'3^*^+^^'^*)+-- 


Ora:*^+^*^,  x*"*+^*"*, pourront  tonjoon 

être  exprimés  en  fonction  d'une  somme  de  puissances  de  x 
et  de^  pins  petites;  car,  élevant  les  deux  membres  de 
X  +jr  s  u  saccessi vement  aux  puissances  m — 2 ,  m^4 , . . . 

onpoorraentirerx*^-}-^"^»  Jc**~*+^*^> ^ 

fonction  de  u,  de  p  ,  et  de  binômes  plus  simples  que  les  pré- 
cédents. En  continuant  ainsi ,  ces  binômes  pourront  être  ex- 
primés en  fonction  de  x+y  «n  de  u,  on  de  i^  ;  de  sorte  que 
l'équation  (x-|-^)*  =  «•  deviaidra  : 

a  +  mif(u,t^)^    '^^    •uyAu,i')+ =u-, 

c*est-h-dire  en  général  F,  (u,  tf)  es  0. 

En  élevant  ensuite  les  deux  membres  de  x  -^y = u  à  la 
puissance  n ,  il  viendra  une  autre  équation  F.  {u^v)  =z  0 , 
entre  u  et  (^.  Les  deux  équations  F.  et  F.  détermineront  sou- 
vent d'une  manière  facile  u  et  <^ ,  du  moins  dans  les  cas  peu 
compliqués. 

Fais(»s  quelques  applications. 

jSoit  à  résoudre  les  équations 

x-^-y^za 
x^'\'y*  =  b. 

Ici  la  somme4es  ractnès  étant  connue ,  il  n^  a  qu'à  prendre 
pour  inconnue  auxiliaire  le  prodwt  xy  s  i^.  Élevons  les  denx 
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muàbnêéex-^-yesak  la  quatriène  pahmiee,  il  viendra  : 

en  élevant  les  deux  membres  de  la  même  équation  an  carré  ^ 
il  vient:  x^-^y=sa*  —  2tf;  doncona: 

On  tire  de  là  :  p=a'±:  \/a*— ^==:a"d=\/ ^. 


Soit  encore  à  résoudre  les  équations 

x*^y^=b. 

Posons  X  -{-^ =tt  jxy=tf.  Elevant  les  deux  membres  de 
;r -f-«r  =  tt  snccessîveBieQt  aux  pmsnnces  3  et  4  ^  il  vient  : 

OU  a-^iui^z=u^ , 

et 

«*-hr*44jîr(«*+r')+^y  =  »♦»  ou  6+Mi^-^)+«<^*mS 
ou  enfin  2j^— 4 w*  +  *•* — * = ^' 

Tin»t  p  de  la  première,  et  remplaigant  dans  la  seeonde , 
l'élimination  sera  faite, 
a*  Soient  maintenant  les  trois  équations 
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Se  proidrai  poar  incoanues  aoxiliairefl  les  exprenkNM 

alors  x^yjz  seront  les*  trois  racines  de  Téqnation  da  troi- 
sième degré  X'— uX'-f-^^ — <=0,  et  nne  fois  Uy  v^  t 
connus,  la  question  sera  résolue.  Or,  en  élerant  les  deux 
membres  de  l'équation  X'\-y-\-zr=iu  à  la  puissance  m ,  à  la 
puissance  n  et  à  la  puissance p,  on  comprend  que,  par  des 
transformations  semblables  à  celles  que  l'on  a  faites  dans  la 
première  partie»  on  puisse  arriver  à  des  équations  de  la  fcnrme 

qui  feront  connaître  #i,  v^  i. 
Prenons  pour  applic|tion  les  trois  équations 

Id  je  dois  prendre  pour  inconnues  auxiliaires 

XJf-\'jrZ'\-JCZssxU^  Xjrzsspr 

Eleyant  les  deux memlnres  de  x-hy+zssa  an  carré,  0 
Tient  :  ' 

J^'  +  J*' +»*  +  2  (^+jrz  +  xz)=a\ 
on  6-|-2tt=a*. 


Élevant  ensuivies  deux  membres  de  la  même  équation  an 
cube,  il  vient: 

on  c-^Zau — Ztf=a^. 

La  première  équation  donne  u  =  — — ,  et  la  'deuxième, 

»^=  ^  ,  et  le  problème  est  résolu. 
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Il  faol  bien  remarqaer  qae  cette  méthode  ne  doit  être 
employée  qae  dans  les  cas  les  plus  généraux.  Dans  certains 
cas  simples ,  il  y  aura  souvent  autant  d'avantage  à  opérer 
aatrcment. 

Ainsi  dans  le  cas  des  équations  : 

il  y  a  «alanl  d'avantage  à  prendre  pour  inconnue  auxiliaire 
jTf = Il ,  et  à  élever  successi  vement  l'équation  x  -^y  =^a — z 
au  carré  et  au  cuiie  »  ce  qui  donnera  finalement  deux  équa- 
tions en  tt  et  z  ;  mais  ume  des  équations  sera  du  troisième 
degré  en  s ,  et  par  conséquent  ne  pourra  élre  résolue  algé- 
briqwment. 

Si  l'on  avait  les  équations  : 

oo  pourrail  trouver  les  valeurs  des  racines  en  employanl 
ceUe  dernière  méthode,  et  en  posant  de  plus  a^z=i. 
Si  L'on  avait  tîuatre  équations  de  la  forme  : 

**  -j-.r*"t"  **  "h  "*  =^  1 
a^+y'  +  z'+u'^c, 

la  méthode  générale  serait  la  même ,  et  on  prendrait  pour 
incoBnuea  auxiliaires  : 

Jt:r+r»+  2u+xa  + xu+^a^s  / , 

xyz-\-jrz^'\'xyu'^  xzu^t , 

xyzu  s=  4v  ; 

A]f]f«  M  Mathéh.  y. 
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et  JT ,  j<  f  z ,  IX ,  seraient  les  quatre  racines  de  Véqnation 

Oo  comprend  la  loi  de  résolution  pour  plus  de  qaatre 
éqaations. 

Note.  Cette  méthode  revient  à  trouver  les  coeCBcients 
d'one  équation  de  degré  n ,  lorsqu'on  connaît  les  valeurs  de  n 
fonctions  symétriques  des  racines  de  cette  équation  ;  fonctions 
symétriques  qui  sont  toujours  exprimables  en  fonctions  ra- 
tionnelles des  coefficients  de  l'équation ,  et  ces  nouvelles  n 

équations  sont  le  plas  souvent  plus  compliquées  que  les 
équations  données.  Tm. 


NOTE 
tur  un  problème  fourni  par  les  jeux  de  cariée. 

PA&  M.  A.  ▼ACnCSTTB , 

licencié  es  sciences  mathématkïVes  et  pbysiqaes. 


r  Avec  un  jeu  de  bôston  de  52  cartes  battues  et  mêlées , 
on  peut  faire  la  distribution  suivante,  en  ayant  soin  de 
compter  une  carte  pour  la  valeur  qu'elle  indique,  et  toutes 
1^  figures  pour  10  points  :  on  retoilrne  la  première  carte, 
qui  se  trouve  un  B  par  exemple,  et  on  met  sur  cette  première 
carte  5  autres  cartes,  sans  faire  attention  à  leur  valeur,  de 
façon  &  compléter  le  nombre  13;  on  retonme'la  carte  sui- 
vante qui  se  trouve  un  2  par  exemple ,  et  on  met  sur  elle  11 
autres  cartes ,  et  qui  forme  le  deuxième  paquet  ;  on  continue 
ainsi  à  former  les  antres  paquets  :  si  è  la  fin  on  n'a  plus  que^ 
6  cartes ,  et  que  la  première  de  ces  cartes  soit  un  3 ,  on  ne 
peut  pas  Compléter  un  paquet ,  ht  on  tient  compte  de  ces  6 
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cailes  reslantes.  Cela  posé  >  en  comptant  cbacon  des  quatre 
premiers  paquets  pour  un  point,  chacun  des  suivants  pour. 
14,  et  ajoutant  le  nombre  des  cartes  restantes,  on  a.la  somme 
des  points  contenus  dans  toutes  les  premières  cartes  des  pa- 
qoels  formes. 

En  effet ,  soient  x  lo  nombre  des  paquets  formés ,  y  le 
uombre  des  cartes  restantes  ;  a, ,  ^.,  «,..  .  .  a^  les  nombres 
respectifs  de  points  marqués  sur  les  premières  cartes  des  x 
paquets  ;  le  nombre  des  cartes  du  1^'  paquet  est  1 4  —  a^^  du 
2««  14 — a^^  .  . .  .  dua:^*t4  — a,;  eu  y  ajoutant  les^  cartes 

I  estantes ,  on  doit  ayoîr  52  ;  donc 

I4a:--r^i,  +  a,+ -1-^^)4-^=  52, 

d'où  a,  +  /ï,  + +  ^»  =  l*-^ —  S2  ^-y. 

Ajoutant  au  deuxième  membre  +4 — 4 ,  on  aur^  '• 

^.+a,+ -h^x,  =  4  +  14(x— 4)-«-r, 

ce  qui  donne  la  règle  énoncée. 

n  est  évident  que  la  même  règle  aurait  lieu,  si  Ton  coitiptaït 
le  valet  pour  11 ,  la  dame  pour  12,  et  le  roi  pour  13.  C'est 
co  qui  reflKNrt  d'ailleurs  de  la  généndisatioo  sÉivaDio  de  «ce 
problème. 

Si  ou  conçoit  a  séries  des  b  numéros  1,  2,  3,  ... .  b — 1, 
è^  raélées  et  battues  ensemble  ;  en  exécutant  une  distribution 
analogue  à  la  précédente,  soient  x  le  nombre  des  paquets, 
^  le  noimbre  des  cartes  restantes  )  R. ,  r,,  •  •  '  "»  les  nnuéros 
respectib  des  premières  cartes  de  diaque  paquet  ;  on  aura 
dans  le  i*'  paquet  un  nombre  de  cartes  6+1  —  n. ,  dans  lo 
2-»6+2— /i„  .  .  .  .  ,  dans  le  x*'  i  +  1  —  »,;  ajoutatit  les 
jr  cartes  restantes ,  la  somme  est  ab  :  ainsi 

(6  + 1)x— («,  +  »,-*- +nj+y  =  aùy 

d'où        '»,+  ».+ +n,=  (6  +  1)a:-"a^+jr7 

ajoutant  au  deuxième  membre  +  ^^ — a ,  on  aura  ; 
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»,+».+ +n,  =  a  +  (6+l)(j:— 11)+^, 

règle  analogae  à  la  préoédeote ,  a? ec  laquelle  elle  eit  ileii- 
Ikiiie  pour  a  s:  4  et  &==  13. 


.  INTÉGRATION 
D'une  éçuoHan  différenUelU  ; 


M.  TmQVi 

profMMar  ««  oollégt  royal  de  PmitivT. 


dW  dy 

L'équation 53  +  ?^  ^  =  +^  (^)  P^^  toajoars  être  ia- 


légrée,  qnelleft  qae  soient  les  fonctions  ^y  ^  ^yy  c* 
qnela  Talenr  de  x  en  j^  pent  tonjoors  s'obtenir  par  de  amples 
qnadratnres. 

O» pM« d'abord  J  =,,,  d'«ù  g  =  g  =p  ^i  0. 
changera  ainsi  réqoation  proposée  en  \ 

On  cberchera  ensuite  Tintègrale  de  /f  ^  4-/i>^^=  0  ;  et  fon 

oy 

Ironverap  =  Ac  """^  '''^. 

•Or,  on  pent  déterminer  A  en  fonction  de  y^  de  telle  soile 
que  cette  valear  de  p  soit  rintégrale  de  l'éqnation  ^).  En 
effist  y  si  on  diflérentie ,  en  regardant  A  comme  fonction  dej, 

onanra^  =  -Afjre--^^«^  +  ^«--^«^,  et  l'éqoa- 

lion(9) 


A  ^  «  ^jt^^^^,  d'où  A«/B  +  *re«/ff^, 
B  étant  one  constante  arbitraire.  Ainsi , 


d'Où  rfx  = 


et 


dj.e  fn^ 


^tmm^^,^ 


THÉORÈME 
Swr  te  /hiclîofw  périodiqiM, 


^«  OT^.  ■■—g***»» 

fUw  m  éléBMBlairM  (  eollégt  Henri  lY ,  olaiie  de  M.  Meifui  ). 


Théorème.  Une  fraction  irrédactible  à  dénominateur 
nombre  premier  absolu,  et  réduite  en  fraction  décimale, 
donne  une  période  à  nombre  pair  de  chiffres  ;  la  première 
moitié  ajoutée  à  la  seconde  moitié  donne  une  somme  qui  ne 
contient  que  des  9. 

Démanaraiion.  Soit  —  la  fraction  irréductible»  n  un  nom- 

P 

bre  premier  absolu ,  et  2n  le  nombre  de  chiflres  de  la  pé- 
riode. Soit  M  la  première  moitié  de  la  période,  à  gauche, 
et  N  la  seconde  moitié,  à  droite  ;  ainsi  la  période  est  égale  à 
M  .  Itf"  -f  N ,  et ,  d'après  la  théorie  connue, 

"  "^  ^lyvl^i^  '  d'oàm.iO*-hi>iy-i=/>[M.iO'>t-N3i 
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Orj>  est  premier  avec  m  éi  aussi  avec  10**—  t  ;  carp  étant 
un  nombre  premier  et  la  période  i1anl'de2/t  chiffres,  la 
première  puissance  de  10,  qui  laisse  un  pour  reste,  est  10**; 
donc/7  divise  10*  -f  1  ;  par  conséquent 

M.10*4.N=rM.(10*  — 1)+M  +  N 

est  divisible  par  10*  •—  1 .  Il  faut  donc  que  M  -f-  N  soit  divi- 
sible par  10*  —  1  ;  mais  la  plus  haute  valeur  de  M  ou  de  N 
est  10* —  1 ,  et  les  deux  nombres  sont  inégaux  :  la  sonune  est 
donc  moindre  que  2.10*  —  1  ;  donc  M  +  N  =  10*  —  1. 
C.  Q.  F.  D. 

Corollaire  II.  Dans  la  réduction  en  décimales,  il  suflBt  donc 
de  calenler  la  moitié  de  la  période,  à  gauche,  et  on  en  con- 
clut, par  une  simple  soustraction ,  l'autre  demi-période. 

Corollaire  IL  10*+1  est  divisible  par  j9  ;  donc  mAff'+m^p 
est  un  multiple  de  p  ;  done  m.lO*^  divisé  par/?  laisse  pour 
reste  p  —  ir» ,  on  simplement  —  m.  Ainsi  quand ,  dans  Topé- 
ration,  on  sera  parvenu  au  reste  —  m,  on  aura  la  première 
demi-période. 


m 


Théorème.  Lorsqu'en  réduisant  en  fraction  «^ «..^^     , 

P 

on  parvient  à  un  reste  •—  m ,  le  nombre  des  chiffres  de  la 
période  est  nécessairement  pair. 

Dém&Mtroiion.  Soit  n  le  nombre  des  chiffres  de  la  période  ; 
de  sorte  que  m.lO* —  m  est  un  multiple  de/?  ;  et,  par  hypo- 
thèse, on  a  m.  1 0'-f  m ,  aussi  un  multiple  de/y  ;  donc  1 0'-|- 1  est 
multiple  iep,  ou ,  ce  qai  revient  au  même,  10* est  un  mul- 
tiple de  p,  ce  multiple  étant  diminué  de  1  ;  aussi  10'*  est  un 
nwllii^c  de  p^  ce  multiple  étant  augmenté  de  1  ;  ou  bten 
10^* — 1  et  aussi  m.tO*'— jn  est  un  multiide  de/?,  ainsi  n^2k  : 
donc  n  est  pair. 

Corollaire.  Dès  qu'on  sera  arrivé  au  reste  —  m,  on  est  sûr 
que  la  période  <»st  paire.  Ainsi,  le  théorème  réduit  à  moitié 


—  399  — 

le  calcul  des  chiffres  du  quotient  et  des  séries  des  réddns , 
lorsque  la  période  est  paire,  et  qu'elle  provient  d'un  déno- 
minateur nombre  premier  absolu. 

Note.  La  tbéorie  des  fractions  périodiques  a  été  introduite 
par  Robertson  :  Theory  of  cirmiaiian  firaetioHê ,  Philosopha 
Transact. ,  1764,  et  ensuite  retravaillée  par  Bernoulli, 
Mémoires  de  l'Académie  de  Beriin,  1771.  Les  théorèmes 
énoncés  ci-dessus  sont  connus  depuis  longtemps,  yoir  Midy  : 
De  quelques  propriétés  des  nombres,  in-4o,  1835,  p.  12.  Tm. 


NOTE 

^^ur  le  sinus  de  ia  moitié  d'un  arc^ 

> 

VABL  M.  AintAa», 

Professeur  de  methémAtiquefl. 


Lorsque  Ton  donne  le  sinus  d'un  arc ,  et  que  Ton  cherche 
à  exprimer  en  fonction  de  cette  unique  donnée  le  sinus  et  le 
cosinus  de  sa  moitié ^  on  obtient,  en  combinant  les  deux 
équations, 

ZSm-tt  cos^^a  =  sma. 

COS'-a4-Sin'--a  =  1  j 
2  2 

les  deux  relations  suivantes  :  i 


sin-a  +  cos-a.s=  V^i  +sina, 


(2) 


1  i 


sin-a  — cos-a=  V/l^«ina;  . 
2  2 

d'où  Vop  lédoit  facilement  les  valeurs  cherchées 


1         i      t 

«n- «  =  -  \/l  +  Bina -f  -  V^l  —  8ina, 

ÀDCUDe  difBcaKé  ne  se  présente  lorsque  Ton  suppose , 
ainsi  qae  l'énoncé  da  problème  le  comporte ,  que  Tare  a  est 
donné  par  son  stnns  ;  chacune  des  expressions  a  quatre  Ta- 
lears  à  cause  de  la  duplicité  des  signes  dont  chacun  des  radi- 
caux peut  être  afiTecté ,  et  Ton  vérifie  trigonométriquement 
qu'il  en  doit  être  ainsi.  Mais,  si  Tare  a  est  donné  par  lui- 
même  conjomtement  avec  son  sinus,  il  est  clair  qu'une  seule 
détermination  doit  être  acceptée  pour  le  sinus  de  sa  moitié  et 
il  reste  à  trouver  le  signe  qui ,  dans  ce  cas ,  affecte  chaque 
radical,  ou,  en  d'autres  ternîmes ,  à  préciser,  dans  l'équa- 
tion (2),  le  signe  des  sommes 

Shi-a  +  COS-a,     et     8IU-«  —  COS-oe. 
2      '         2    '  2  2 

On  peut  7  parvenir  plus  simplement  qu'on  ne  le  fait  ordi* 
nairement  par  les  considérations  suivantes.  On  a  -. 

8ini«  +  Cos- «  ^  sin  J«  +  fAn(^ -  ^«)^ 

sin-«-co8.«  =  8in-at-sm^^--2aj. 

00,  en  développant  les  seconds  membres  de  ces  égalité» 
d'après  les  formnles  qui  servent  à  transformer  en  i|n  pro- 
duit, soit  la  somme,  soit  la  différence  de  denx  sinus  t 

wn-a+cos-«*=2smj  cos^-  — -j, 

Mn-«-cos-«  =  2cosjsm  {^-j} 
Où  voit  par  là  que  les  signes  des  radicaux  sont  ceux  de 
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/a        «1 

cos 


(i-î)  «•<>•  ""(i-i)' 


mab,  paiflqoe  Tare  «t  est  coona ,  l'arc  -z-r  r  pourra  être  cal- 

CQlé  ;  Ton  saura  dans  qaël  quadrant  tombe  son  extrémité,  et 
par  suite  le  signe  de  son  sinus  et  de  son  cosinus.  Toute  am- 
biguïté relative  aux  signes  des  radicaux  disparaîtra  par  là 
même  (F',  p.  49). 


NOTE 

Sur  la  diêiance  Sun  point  à  une  droite  dan$  F  espace; 

axes  reetangulaireê. 


ProfeiMar  de  maUiénMliqiie». 


Le  procédé  que  Ton  emploie  d'ordinaire  en  géométrie  ana- 
lytique pour  trouver  la  distance  d'un  point  à  une  droite  exige 
un  calcul  assez  lalx)rieux  ;  on  peut  désirer  d'arriver  au  résul- 
tat d'une  manière  plus  simple. 

Soient 

les  équations  de  la  droite  donnée,  et  désignons  par  x\  y  y  z! 
les  coordonnées  du  point  dont  il  s'agit.  L'équation  du  plan 
perpendiculaire  à  la  droite,  et  passant  par  le  point  donné, 


a[x  —  af)  -f-  fr(^  ^y),  +  *  -  z'  =  0.  (t) 

La  marcha  directe  consisterait  à  tirer  de  oes  trois  équa- 
tions les  valeurs  de  x,  de  V  ^t  de  z  pour  les  substituer  dans 
la  formule 

expression  de  la  distance  du  point  donné  an  point  où  la 


droite  perce  le  plan.  On  forme  ordinairement  les  différence! 
x-^x^  y  —y,  z  —  z'  pour  les  élever  ensuite  an  carré  ; 
rartifioe  saivant  a  pour  objet  d'éviter  la  seconde  partie  de 
ce  calcul.  On  peut  mettre  les  ^nations  de  la  droite  sons  la 
forme  équivalente  : 

x-^  jc^  =a{z  — z')— m,  (2) 

j.-y  =A{z-z')-«,  (3) 

en  posant,  pour  plus  de  simplicité, 

af  ^  az'  —  assniy    et   y'  —  bz'  —  p  =  if. 

Les  équations  (1),  (â)  et  (3)  dimneront,  par  un  cakol 

simple , 

,  ma-^  nb 

z  —  z   ^  -      —    -  — . 

,       a{mb  —  na)  —  /i 
•^""•^  ■~~^«  +  ^«+l~"' 
,       b  (na  —  mb)  —  m 

Multiplions  Téquation  (2)  par  :i:  — -  x\  l'équation  (3)  par 
y  —y»  et  ajoutons  les  deux  produits  avec  l'identité 

(z-z'r=(^-«')% 

il  vient ,  en  ayant  égard  à  l'équation  (1), 

^*  =  —  m(j:  —  x')  —  n{y  — y). 

Substituant  à  la  place  de  x  —  x'  et  de  ^  —  y  les  valeun 
précédemment  trouvées,  on  a  : 

-,     //i'  -[-«•-}•  (''"* — ^by 

{l  SS  ■  ■  '*'  '     ■  ■■■■■!■         ■■'■  I 

d'où  «i^a ,  en  remplaçant  m  et'  n  par  leurs  Talears ,  et  aim- 
pyfiant  autant  que  poaâide ,   ' 

^  -  ^/(j:'-a5'-a)-+(y-fta'-p)-+[a(y— p)— 6(j:'-«)r 
(/^.  t.  III,  p,  549.) 


-  403- 


DISTANCE 

4u  centre  du  cercle  inscrit  au  point  de  rencontre  de$ 
hauteurs  dans  un  triangle  rectiligne. 


1 

élève  en  tpéetelet. 


Soit  d  cette  distance,  je  dis  qa'oo  a  : 

D,  Ck  désigneront  les^  mêmes  distances  qne  dans  Tarticle  de 
la  page  193  de  ce  yolnme ,  et  S  sera  la  distance  da  centre 
da  cercle  inscrit  an  centre  du  cercle  circonscrit. 

Soient  A ,  B,  G,  G  (fig.  42)  le  centre  du  cercle  inscrit ,  le 
centre  da  cercle  circonscrit  »  le  point  de  rencontre  des  hau- 
tenrsy  le  centre  de  gravité. 

Le  point  G  est ,  comme  on  le  sait ,  au  tiers  de  BG  ;  d'où 
la  rdation ,  remarquant  que  BG = 3D, 

ou  3A'=2«*  +  rf'— 6D% 

ce  qui  donne 

<f=3A'— 2^+6D*. 

tf 

9         '"''  +  a  9        ' 

'  -        9 

(^oyez  page  196.) 


0 


—  *(*  — 

SobtUtoant  dans  la  yalear  de  <r,  il  Tient  : 

.    ip—a)  ip—b)  (p—e) 
"-- p ' 

d'où  r'    p^^^P-'')  (P-''^  (P-^'^-P' 

P 

abc 
=r  —  2p'-4-a&  4-  <ïc  -f-  be ; 

P 

abc  -. 

remarquant  qoe  4  R  r  s=  —  il  yicndra  pour  a*  : 

paisqoe 

/a+b+cV     a^+b^+é"  ,  ab+ae+btT 
f^  (^— 2— j  = 4 + 2 • 

Comme  corollaire  »  nous  poayons  prouver  que  le  cercle 
passant  par  les  milieux  des  côté^  d'an  triangle  est  langent 
an  cercle  inscrit  et  aux  cercles  ex-inscrits. 

Le  centre  de  ce  cercle  (considérations  sur  le  triangle  ree- 

tiligoe,  t.  II 9  p.  197)  est  situé  au  milieu  I  de  BC,  et  son 

.R 
rayon  est  --. 

Dans  le  triange  BAC ,  on  aura  : 
ou  remplaçant  ^  par  sa  valeur  ainsi  que  ^  et  D*, 

On  le  prooTerait  de  même  poar  les  cercles  ex-inscrits , 
seulement  on  aurait  poor  éC  (tt  étant  la  distance  analogue 
i  cf ,  et  a  le  rayon  du  cercle  ex-inscrit)  : 


2Âi*=-- 
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PROBLÈME 

t 

ntrdeuxeaniqum qui  ie  touchent^  proposé  au  conecûn  d'éeoh 

normale,  1843  (Y.  1.11,  p. '410). 


de  Dooai. 


Seox  courbes  du  lecond  degré  étant  taugeotes  Tune  k 
rautre  en  deux  points ,  démootrer  analytiqoement  que  si 
d'un  point  qndoonqne  de  la  droite  qui  joint  les  deux  points, 
on  mène  les  quatre  tangentes  à  ces  courbes,  les  points  de  con* 
tacl  sont  en  ligne  droite.  • 

Soient 

les  équations  des  deux  courbes. 

Je  prends  la  droite  AB  (fig.  41  bis)  pour  axe  des  ^  et  la 
tangente  en  B  pour  axe  des  x. 

Jè  fais  j?=0,  et  j'indique  que  les  deux  équations  résnl- 
tantes  ont  chacune  une  racine  nulle*,  et  que  les  deux  antres 
ndnes  sont  égales. 

Cequi  donne      F=0;  P'==0;  ~  s= --. 

A        A 

Les  équations  deyiennent  alors  en  difisant  tons  les  coeffl* 
dents  par  A  et  par  A': 

^+B'ay +Cf-e -f.Ib^+ Pxsr  0. 
Je  Eus  ensuite  j^zi:  0  et  j'indique  que  les  deux  équations 


ont  chacune  deux  racines  nulles.  Ce  qui  me  donne  les  non*» 
Telles  conditions  £=  0  ;  F=  0. 
J'obtiens  donc  en  déflnitiye  les  dei^  équations 

rV+Bxr+C:c»+Dj^=0,      •         (1) 
y-^  Wxy  +  Gx'  +  Dj^ = 0  ;  (2) 

or,  si  j'appelle  p  l'ordonnée  d'un  point  quelconque  G  de  la 
droite  AB,  les  cordes  de  contact  des  tangentes  passant  par 
ce  point  seront 

(2p  +  D)^  +  BSx  +  Dp  =  0, 

Pour  prouver  que  ces  deux  équations  sont  identiques ,  il 
suflBt  de  démontrer  que  B'=B.  Pour  cela,  j'élimine  j^'  entre 
les  équations  (t),  (2)....  et  je  divise  le  résultat  par  x.  J'obtiens 

(B— B')^+(C— C)a:  =  0, 

qui  représente  la  droite  ÂB  i  identilBant  avec  l'équation  xssO. 
J'obtiens  Bs=B\  donc  les  deux  cordes  de  contact  sont  iden- 
tiques et  par  conséquent  les  quatre  points  sont  en  ligne 
droite.  C.  Q.  F.  D. 


Nota.  Deux  coniques  à  double  cdntaot  peuvent  être 
sidérées  oonuneles  perspectivesded^nx  oerdesconoeoMqaes 
(Prop.prcjectwesy  f.^b)  dont  la  corde  de  oonlaet  eat  à 
l'inGni  ;  considérant  un  point  à  l'inflni  conuoe  pâle,  sa  po- 
laire est  un  diamètre  commun  aux  deux  cercles;  et  ce 
diamètre  commun  est  la  perspective  de  la  polaire  du  point  G 
par  rapport  aux  deux  coniques  ;  doue ,  ett.  Tm. 
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Db  l'bZAIIBII   DBS  CillDfftAVS  A   L'éOOLB  POLYt BGHNIOVB ,  pVt  Ott 

anden  élèyo  de  cette  école  :  Paris ,  Janvier  tM6«  iii-8 
de  43  pages  (*). 

Nous  commencerons  par  transcrire  une  note  qu'on  lit  au 
bas  de  la  page  12,  «  il  n'entre  certes  pas  dans  mes  inten- 
>  tiens  de  faire  ici  la  critique  deMIVI.  les  Examinateurs, 
»  dont,  j'honore,  je  respecte  infiniment  le  mérite  etTim- 
»  partialité^  et  qui  ne  sont  nullement  responsables  des  ré- 
»  snltats  dus  à  un  système  d'examen  vicieux.  » 

Pour  établir  les^  vices  du  système ,  Tauteur  compare  les 
naméros  d'admission  à  Técole  polytechnique ,  et  de  sortie  de 
la  même  école,  de  28  élèves  entrés  en  18H  à  l'école  des 

I 

ponts  et  chaussées ,  et  parvient  à  ce  résultat. 
Ceux  qui  avaient  en  entrant  les  numéros  de 

I  à  10  ont  été  b|en  classés. 

fl  à  20  assez  bien  dassés. 

21  à  30  médiocvemeot  bien  classés. 

31  à  eo  mal  clas^. 

,    61  à  100  très-mal  classés. 

101  et  plus  classés  d'une  maoiàre^ absurde. 

On  Inmve  en  effet  que  le  lGT"*ea  entrant  avait  le  n'^lS^n 
sortant.  C'est  un  fait  isolé.  Il  serait  instructif  d'avoir  de  ces 
taMeauxpow  pIusieQrs  années  consécutives,  et  aussi  de  con- 
nallre  les  rangs  d'admission  des  anciens  élèves ,  aujonrflmî 
membrea  de  l'Académie  des  sdEiiees.  L'auteur  va  au-devant 


O  Chei  CariliaD-Gœary  et  V*<  Dalmont ,  libraire». 


d'one  objection.  Qa'imporle  que  les  élères  soient  mal  dasaés 
en  entrant,  pourm  qu'ils  soient  bien  dassésen  sortant?  il  im- 
porterait en  effet  assez  pen  si  les  candidats,  comme  les  médedns, 
les  avocats,  pouyaient  se  représenter  ii^déGniment.  Il  n'en  est 
pas  id  de  même,  en  classant  mal  un  élôve,  toos  brisez  sa  car- 
rière irrévocablement  Si  lel67*peat  devenir  le  15*,  qui  vous 
garantit  qae  le  200*  non  admissible ,  ne  serait  pas  devenu  le 
10*  en  sortant  ?  Yoid  d'ailleurs  nn  fait  dont  je  garantis  l'an- 
thenticité.  A  une  séance  du  conseil  d'admission,  un  examina- 
teurdit  à  haute  voix,  sujet  distingué  ^éminemment  admissiNe-^ 
aussitôt  son  co-examinateur  s'écrie  relativement  an  même 
élève ,  sujet  stupide ,  incapable  de  suivre  les  cours.  Qui  avait 
raison?  Ce  qu'il  y  a  de  certain,  c'est  qu'un  critérium  qui 
amène  une  telle  divergence  est  diflScile  à  qualifier. 

Voici  à  quoi  l'auteur  attribue  les  inconvénients  du  mode 
actuel. 

Pour  réussir  aux  examens  il  faut  trois  choses:  1*  La 
science.  2^  La  mémoire.  3""  La  hardiesse ,  assurance  ou  pré- 
sence d'esprit 
«  On  rencontre  souvent  des  mathématiciens  très-instruits, 
très-savants ,  et  qui  sont  néanmoins  de  fort  mauvab  pro- 
fesseurs ,  délyitant  leur  marehandise  d'un  ton  lourd  et  mo- 
notone peu  propre  k  faire  connaître  leur  mérite  réel.  Or 
un  élève  au  tableau  est  précisément  un  professeur  qui 
montre  au  publie  et  surtout  à  l'examinateur ,  comment 
doivent  être  résolues  les  questions  qu'on  lui  adresse  :  il 
peut  très-souvent  arriver  que  la  manière  dont  il  répond 
soit  un  indice  fort  incertain  de  sa  capadté.  S'il  est  timide , 
qu'il  n'ait  pas  de  fadlité  à  exprimer  ses  idées ,  la  frayeur 
s'empare  de  loi ,  paralyse  ses  moyens ,  et  plus  il  lui  serait 
nécessaire  d'avoir  toute  sa  présence  d'esprit,  eC  moins  il 
en  jouit.  Si  sa  mémoire  n'est  pas  parfaitement  sûre ,  die 
le  sera  bien  moins  encore  en  ce  fatal  moment  ;  son  trouble 
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• 

»  augmentera  de  plus  en  pins,  il  aora  comme  on  yoile  de?âiit 
»  les  yenx ,  et  une  question  mal  comprise  et  mal  résolue ,  le 
»  conduira  k  mal  comprendre ,  et  à  ne  pas  résoudre  les 
y  autres.  » 

L'auteur  pense  que  la  science  devrait  être  la  partie  prépon- 
dérante, et  toutefois  ce  sont- les  deur  facultés ,  la  mémoire 
et  la  présence  d'esprit  qui  exercent  la  plus  forte  influence. 
De  là  découlent  les  classements  btsarres  du  mode  actuel  ; 
pour  y  remédier ,  l'auteur  propose  trois  mesures. 

c  r  Restreindre  le  nombre  des  aspirants  à  Féoole  poly- 
»  technique ,  en  détournant  de  cette  carrière  ceux  qui  n'ont 
»  notoirement  aucune  aptitude  aux  sciences  mathématique. 

»  d«  Adopter  une  méthode  uniforme  d'enseignement  et  de 
»  préparation  aux  cours  de  cette  école,  où  todS  ceux  qui  y 
•  sont  admis,  ont  les  mêmes  professeurs,  reçoivent  la  même 
»  instruction ,  se  livrent  aux  mêmes  exercices. 

»  a®  Faire  d'une  composition  écrite ,  offrant  à  tous  les  as- 
>  pirants  le  même  degré  de  difficulté ,  l'épreuve  priiieipale 
»  qu'ils  aient  à  subir ,  et  de  l'examen  oral ,  l'épreuve  acces- 
»  soire.  >  (Pages  23  et  ai.) 

^Lacroix ,  dans  son  excellent  ouvrage  sur  VEnteignemeni , 
prescrit  aussi  cette  dernière  mesure,  comme  critérium  prin- 
cipal. 

Nous  pensons  que  le  mode  adopté  pour  les  examens  de 
l'école  de  Saint-Cyr,  pourrait  s'appliquer  avec  plus  de  succès 
encore  à  l'école  polytechnique.  Les  examinateurs  actuels  par- 
oooravient  la  France,  pour  dresser  la  liste,  sans  aucuns  ooef- 
fidenlb ,  de  ceux  qui  auraient  le  droit  de  se  présenter  aux 
examens.  Il  serait  formé  un  jury  composé  de  trois  membres 
de  l'Académie  des  sciences,  et  parmi  lesquels,  an  moins  un 
professeur  à  Técole  polytechnique.  Oe  jury  «e  tmus^rterait 
dans  les  diverses  localités  tmméfiatemetti  aprè^les  'premiers 
examens,  et  dresserait  la  liste  définitive  et  graduée  d'admis* 

▲mi.  Di  MATimif.  V.  27 
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sibililé.  Il  «cnit  peat-èlre  pliu  oonteiiable  encore  que  ce  jvy 
restât  à  Périt,  et  les  eeiididats  s'y  tendraient  soit  à  leare  frais, 
soit,  en  cas  de  besoin ,  à  Faide  d*ane  subvention  dèpértemen- 
laie.  On  aorait  ainsi  tontes  les  garanties  qu'il  est  hai|iaine- 

nent  possible  d'obtenir. 

Pour  i-eiéctttion  de  la  seconde  mesure,  raatenr  fropose  de 
faire  composer  offlçieUemmt  un  cours  contenant  toutes  les 
matières  exigées  i  ouvrage  officiel,  soumis  tous  les  cinq  ans  à 
une  révisfou  ;  le  seul  sur  lequel  devraient  porter  exclusive* 
ment  les  interrogations.  On  éviterait  ainsi  aux  élèves ,  celle 
grande  perte  de  temps  qu'entraînent  les  rédaetiom  particn- 
liètesà  cbaquè  professeur  ^  c'est  même  là,  i  ce  qu'il  nous 
semble,  le  grave  inconvénient  de  nos  classes  littéraires;. les 
élèves  7  écrivent  trop,  et  ne  lisent  pas  assez  ;  et  pourtant 
•c'est  seulement  par  la  lecture  assidue  des.  bons  aulrars  qu'on 
iSpprend  à  penser ,  qu'on  apprend  à  écrire. 

Si  ces  idées  sont  jamais  edmises»  le  gonvemement 
devrait  charger  des  membres  de  l'Académie  d'écrire  des 
JÎUmenis.  N'oublions  pas  que  les  Enler,  les  Ckiraut,  les 
Beiottt ,  les  Lacaille, les Bossut,  lesLagrange»  les  L^gendre 
-ont  eomposé  ^es  ouvrages  élémentaires ^  que  ces  ouvrages, 
«quoique  vieillis  et  arriérés,  malgré  les  vicissitudes  des  temps, 
«ent  conservé  une  valeur  intrinsèque;  leurs  divers  «lérites 
•étaient  CondéSi  non  sur  la  position  des  auteurs,  chose  qui 
s'en  va  avec  et  quelquefois  avant  l'homme  ;  mais  sur  le  génie 
•des  auteurs,  ce  qui  est  fort  dlflérent 

Cet  écrit,  où  Ton  remarque  un  grand  esprit  de  modéra- 
iion ,  cachet  de  la  véritable  force ,  sera  lu  avec  fruit  par  ceux 
^tti  s'ioléressenlà  ces  matières  ».et  surtout  par  ceux  qui  oni 
mission  de  s'en  occuper* 

TontcCaii,  nous  devons  talèmer  fMrtement  l'idée  siogu- 
iiére^envoededimimier  le  nombre  des  camiidaU ,  de  faire 
dépeser  une  certaine  somme  par  cimcun  d'eux;  somme  qui 
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sertit  acquise  aa  gouyernement  en  cas  d'admission ,  ei  qai 
serait  rendue  en  cas  de  non-admission  ;  une  proposition  si 
illibérale  contracte  avec  Tesprit  généreux  de  l'époque  et 
avec  cAai  qui  régne  dans  l'ouvrage. 

Avant  de  finir,  qu'on  nous  permette  une  question.  La  loi 
dispense  les  septuagénaires  des  fonctions  du  jury  ;  car ,  la  loi 
suppose  avec  raison  qu'à  cet  Âge,  on  ne  peut  plus  suivre  avec 
attention  pendant  des  heures  entières,  les  dépositions  des  té- 
moins, les  débats  judiciaires.  £st*il  plus  facile,  au  même  âge, 
de  suivre  pendant  un  mois  entier,  pendant  des  journées  en- 
tières, les  calculs,  les  raisonnements  abstraits  des  sciences 
exactes ,  et  étant  à  la  fois  juré  et  juge,  de  prononcer  sur  le 
mérite  relatif  et  sur  le  sort  des  candidats?  c'est  fort  douteux. 
Tout  homme  consciencieux  arrivé  à  un  certain  âge ,  qui 
sans  être  forcé  par  une  impérieuse  nécessité,  accepte  de  telles 
fonctions,  une  aussi  grave  responsabilité,  annonce  par  cette 
acceptation  même,  des  facultés  qui  baissent.  La  loi  ne  de- 
vrait-elle pasgarantir  les  ci  toyens  contre  une  telle  occurrence^ 
si  elle  se  présentait  ?  Tm.. 


RECUEIL  DE  FORMULES 

Et  de  valeurs  rehuives  aux  fonctions  drculaites  et 

logarithmiques, 

(  Suite,  V.  p.  SSi.  ) 


62.  sinrt-+-sin(a4-^)-f  sin(a-|-2Z^)+  .  .  .  .sin(a  +  i»fc)  = 


sm-o 
2 


«)8(a  +  iiiAJsinî(/i+1)6 

= i " • 

sio  -  6 
S 

64.  COStf-f  e08  8/l-|-C08  5tf+  .  .  .  .  cos(2n  +  1)  A  =  -; 

(2rt  +  3)  tf  =ir    (V.  t.  III ,  518). 

65.  a»2a'^Cùska'{-cos^a-^  .  . .  .cos2(«+^)a=— -; 

(2/1  +  3)  a  =  it. 

66.  oos  a  +  008  3a -|- C08  5a -I-  •  •  •  •  008  (Su  —  l)a  =  0; 

67.  C06  2a  +  0084a4-GOs6a-f.  .  .  •  006 2 (n  —  1)^  =  0^ 

2na  9  m. 

Trigonométrie  sphérique, 

ay  by  c  côtés  ;  A,  B,  C,  angles  respectivement  opposés. 

68.  sina  sînB  ==?  sin6  sinÂ  ;  eu  fournit  deox  antres. 

69.  006a  =  cos&oo8c+oosÂ8iDfr  sine  ;  id. 

70.  cosA  s=  —  GOsB cosC  +  oosa  sinB sinC  ;  id. 

71 .  sina  sinB  cot  A  =  oosa  sine — cosB  siûa  oose     en  fonmit 

cinq  antres. 

72.  sinAsinfrootasrrcosAsinG-hcosAsinAcosC;     id. 

;,=  î(a  +  6+^);     P  =  1{A+B-HC). 

73 .  sio* -A  sin6  sine  =  svà(p — fr)8in(/i — c)  ;        foomit  deox 

antres. 

74.  C08*-Asinfrsine=sin/»8in(/' — a);  id« 

7y  tang*-A8iD/?sin(/i— a)  =  8in(^ — c)sin(/'— 6);  id. 
76.  siu*-a8inBsinC=  — cosPco5(P — A)î  id. 
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77.  cos'^âsinBsinCscoilP— B)cos(P— C);      fournit  deux 

autres». 
1 

78.  taDg'-aoo^P— B)co8(P— C)=— cosPcoi(P— A);  id. 

m 

79.  tang  ^-. sîn-  (A+B)=:taQg-c  gîa-(B— A)  ;  Id; 

a-^       I  If 

80.  taug-— .C05-(A+B)=lang  cco8-(B— A)}  id. 

81 .  tang— — -.8În-{a+^)=col.-C  8in-(6— a)  ;..  id. 

lit         À  À         A 

82.  tang— — -.cc)8-(a+^)=cot.-Ccos-(A— a);  id. . 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  118. 
VA&  M.  BAomnra . 

KI4T0  an  Collège  roT«l  mlllUire^ 


Si  on  élève  à  la  même  puissance  positive  les  côtés  d'qn 
triangle  rectangle ,  la  somme  des  puissances  des  côtés  est 
plus  grande  que  la  puissance  de  l'hypoténuse  lorsque  Tex- 
posant  de  cette  puissance  est  moindre  que  2,  et  moins  grande 
si  cet  exposant  surpasse  2. 

DèmomxlTaJ^&n.  Soient  a^h^c  les  côtés»  a*  =  6'  -f-  c'  ex- 
primera que  le  triangle  est  rectangle.  La  seule  puissance 
pMitive  inférieure  à  2  est  1,  et  on  sait  que  a  est  <C  ^  +^ 
pour  que  le  triangle  soit  possible.  D'ailleurs 

(t-j-c)*=:6'  +  c*  +  26c  =  a'  +  26c-, 
donc  (A  +  c)*>a%    on    6  +  c>iï. 


(*)  Lei  MloliODs  deiproblèmet  m  et  il 9  do  même  élète  sont  parfenaeetroK 

mal. 
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Soit  m  an  exposant  positif  entier  et  supcriear  à  3 ,  on  a  à 

comparer  a*  avec  6*+c*.  Or  a^^zb^-i-  c*  ;  donc  a=(6*+c')  , 

m  m 

a*  =  (^'+0  .  Il  faut  donc  comparer  {b*-^ç*f  avec  A"+c*, 
OQ  bien  élevant  de  part  et  d'antre  an  carré  [b*  -{-  c*)*  avec 
(fr*  +  0'-  £n  développant  de  part  et  d'antre,  il  vient 

b*''  +  mb'^c'+,.,,jrk-mb*(r^+c*''....,  et  à''"4-2ft*c-  +  <r. 

On  supprime  ^'*  +  c***  partie  commune. 
Or,  en  ne  considérant  que  les  deux  termes 

on  a  une  somme  supérieure  à  2&*c*;  car  cette  somme  eit 
égale  à 

Divisant  par  (V, 


or,  ^""^  est  le  carré  de  b"^^  c'*^*  est  le  carré  de  c*^. 
^**"*  +  c'*""*  est  donc  >  que  26*~'c'*~*,  de  plus  m  est  aa 
moins  égal  à  2  ;  donc  enfin  «*•>  6"*  +  c*. 

iVote.  Il  reste  à  démontrer  le  cas  où  m  est  un  nombre 
fractionnaire. 


DEMONSTRATION 

de  quelques  formules  d^Euler^  déduction  de  celles  de  Monge, 

D'après  M.Gruneri, profeBseur  i  Brandebourg.  (  Grelle,  t. VIII,  p.  i&3, 1S32.) 


4.  Soient  Ox,  Ojy^  Oz  trois  axes  rectangulaires,  dans  le 
sens  des  coordonnés  positives  ;  Ox''  un  quatrième  axe,  dam 


-Mi- 
le leoB  potitif ,  aalonr  duquel  tourne  le  ^tène  dei  trois 
aies  qui  Tiennent  refpecUfemejit  dans  la  poeilion  Oj/,  Q;^', 
Wi  on  a  èyidenunent  : 

^X"=a/0x"=a;   jOx''=yOjr"»p|  ^fkM^zsu'Ox^szy  ; 

loit  r  l'tngle  formé  par  les  plans  ar"Ox,  x^Oaf  ;  on  bien  par 
jc^Ojy  et  a/'Oy  (  ou  encore  par  x"Os  et  j/'O^;  car  ces  trois 
angles  sont  égaux. 
9.  On  a ,  d'après  les  fominles  connues  i 

(1)     ^=AV+By'+c*';      y=Rr+By+r«;      (i) 

»= A'x'+By+CV  ;         «'=Cr+C>-+C"s  ; 
ou  Ar=COSa-J:';      BssCOSJp^';     CsCOSXlf; 

A'=cov'j/;    B'=cos>y;    C'asCOS^'; 
A'^sCOSSx' ;      VWCOS^  ;     C'^stOVOf  ; 

prenons  une  longueur  positiTe  Ox^s  y ,  et  projetons4a  sur 
les  six  axes;  on  aura  : 

xBx'sj/'cosa;  y=sy=Jc^'eoÊP;  sss'ss''08iy; 

snbstitnant  ces  taleurs  dans  les  six  équations ,  et  dîTisant  par 
jc^,  il  Tient: 

cosasAoosH-Bcos^Ccoay  ;     cosass  Acoso+A'cosp^f  A'^eoayi 

COSP»  A'cOSa+VCÛSp+CcOay  ;     COSpaiBçOSa-|-VC0SHB^<3OS7 

cotraBA^cos<H-B''cosM!''coar;  cos7=:Gcos«+CcosMS^«Mr;. 


A'-B=p,  A+B=/i';    A"— C=î,  A^+Cssj'  ; 
Bn-C=r,  B^+C'==f'. 

On  tire  de  ces  six  équations  les  sniTantes  : 

jlC0aP+9€0S7s0  ;   /N»Sa4-rOOSyaftOf  fCOSo-HWS^» 

J(l— A)cos«=:/i'oosp+î'coa7;  a(l-B>isps*5/f'eoairff 

S(i— C'')cosvs9'cos»fr'oosp  ; 
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8|AériqQe  doone  : 

ArrrCOSra-HÎD'aCOSf  ;   B' =  COS'P+Sin'P  COSÇ  ; 
C'=  COB*7+gm"7COSf  ; 

sabstitoant  dans  les  trois  dernières  équations,  elles  it 
changent  en  eellesn;!  : 

âski*acosx(!— «os(p)  =ycosp+^cos7  5 

2sin'PC0SP(l— C0S<p)=/?'C08a+r'COS7  ; 

2sin'7sin7(i  — cos<p)=^'co8a+r'cos?  ; 
tirant  les  valeurs  de  p\q\r^i  et  faisant  attention  qu'on  a  . 

C08*a  4-  «>»*?  +  ^S'?  =  *  i 

il  Tient  : 

jEi'=  S2eosa00sP(l  —  C08ç)  ;  ç'=  2C0SaC0S7(t  —  COSy )  î 

V = 2c»s0  C0S7(1 — cosç)  ; 

Donc,  lorsqu'on  connaît  les  neof  quantités  A»B,C G"; 

on  connaîtra  a,p,7  et  aussi  f  ;  ainsi  on  peut  toujours  faire 
coïncider  un  angle  trièdre  rectangle,  avec  un  antre  de 
même  sommet ,  au  moyen  d'une  seule  rotation  autour  d'na 
axe  ;  et  la  position  de  cet  axe  est  déterminée  par  les  angles 
a,^  et  7  ;  cherchons /'y^yr  en  fonctions  de  ces  angles. 
3.  Lés  équations  (1)  donnent  : 

,      j:[A'B'']f:r[A"B]+z[AB'] 
"= ^ L ' 

où  les  crochets  représentent  des  InnAmet  alternés  ; 

{B'C'']=:B'C"-B"C 

■ 

et  ainsi  des  autres  ;  L  est  la  rémUanie ,  dénominateur 
oommua  v  aytet  égard  aux  équations  (2) ,  on  a  les  relations 
çonm^es: 
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[B'C"]=LA;  LB''C]=:LA';  [BCn=LA.";  [A"C']=:LBi 

[AC"]  =  LB'5  [A'C]=LB";  [A'B"]=:LC;   [A'B]=srLC'; 

[AB']=LC"  ^ 
mais  l'on  a  aussi  : 

A^+A'^+A^^^l;  B"+B"+»"=4;  A"'+B"'+C"=l  i 
d'où  A''+B'=i— A'-B"— C"*. 

Combinant  cette  dernière  éqnation  avec  oelle-ci 

A'B=AB'^LC"; 
on  en  déduit  : 

(  A'— B)*  =;:/>*  =  1  +  C"—  (A  +  BT  +  2LC"  = 

=  (1 +CV—  (A+B')--2(l— L)C" 

(A'  +  Br=/?'*=  i  +C"'— (A-BT  +  2LC"  = 

=  (4_C7— (A— B')'  +  2(i-L)C"  ; 
or  : 

1— C"=8in*7  (i-cosç)  i  A— B'=(sin'p— sin'a)  (1  —  cost?)  ; 

d'où        (i-.C'')'-(A— B')'=4co8'acos*p(l— cosç)'  ; 
^  =  4cos'«cos'p(l  -COSç)"  +  2(t— L)C"  ; 

comparant  celte  valeur  de  /?''  avec  celle  qu'on  a  trouvée  ci- 
dessus;  on  en  conclut  L;=:  1  ;  donc/i*=(l+CV— (A+B')*  \ 
or: 
l+C''+A+B'=i-(-co8"fli+cos'pfco8'Y+(8in"a-+^in'P+sîtf7)cosf== 

=2(H-C08f); 

l+C"-_A— F=i+cos'7— cos'a— cos'P-Ksin'v— sin'a— sin*p)x 

COSf =2C0S7{i"-C0Sf)  ; 

d'où  /''ss4oos*7Sin>;  /is=b2cû»/sin7$ 

et  par  conséquent 

f  =qp2eosp8Înr;  r»  ±:2c06a8iaf  ; 


B"=î(,'+r),  C=:l(r'-r)i 
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conséquemmeot  Ton  a  : 

A=sin*acosf+cos*a  ;   A'=±cas7SÎnf +cos«co8p(l— cosf)  ; 

A''=:pcospsinf +co**co87(l  — cos<p)  ; 
B'=  8iD'Pcosf+cos*p  ;    B"=±:cos«8iD<p+cos3c(»7(l— cosf )  ; 

B=rpcos7Sîn<p+co*^co*P(*""^^^)  » 

G''=sill*7C0Sf +C08*7  ;     C==ltCOSpsiDH-C09aCO«7(i--CC»T)i 

C'=  qpcosxsinf +cospco87(l  — cosf  ). 

Les  doubles  signes  sont  relatifs  à  l'axe  de  rotation  Oj/'  selon 
qu'il  est  pris  dans  l'angle  dièdre ,  ou  qu'on  en  prenne  le 
prolongement  dans  l'angle  opposé  ;  ces  belles  formules  sont 
celles  qu'EuIer  a  données  dans  le  tome  XX  des  Nouveaux 
Mémoires  de  Saint-Pétersbourg  ,1775,  pour  le  mouvement 
de  rotation ,  et  sur  lesquelles  M.  Jacobi  a  attiré  FattentiOQ  en 
les  citant  {CrelU,  t.  Il,  p.  188),  à  cause  de  leur  élégance,  mais 
sans  en  donner  la  démonstration. 

4.  On  a  :      1+A+B'4c"=2(1+cost)=M 
I  -|-A— B'— C"=  2cos"a(l  — COSç)  =  N 
.    1— A+B'-C"=2co6"p(i-=-cosf)=P 
1_A— B'+C"  «  âcos*7(t— cosf  ) = Q  ; 
d'où  * 

2A'=/i'47^=J/PN+V/5ÎQ;  2B"=r^H-r=  V/PQ+^'SN; 

2C«  «'-î=\/pM+\/QN; 
2B=/i'--p=  \/PW-  V/MQ;  2C'=r'-.r«  KPQ-V/MN; 

2A"=j'+y=V/QN-V/WÎ 

Ces  remarquables  formules  ont  été  données  la  pfemière  fois 
par  Monge  (Y.  t.  I ,  p.  504)  ;  on  ne  «ait  comment  il  y  est 
parvenu  ;  on  voit  qu'elles  sont  une  conséquence  de  edles 
4'Euler  ;  ainsiparmi  les  neuf  quantités  A,B....C\  connaissant 
trois,  telles  que  A,B',C'',  on  en  déduit  les  six  autres;  ce 
qui  doit  être,  puisqu'il  existe  entre  elles  les  six  équations  ; 
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A"+F+C*=l  i  A.''+Vr+Cr=i  i  A""+B"'+C"*=l  ; 
AA'+BF+CC'sO;  AA"+BB"+CC"=0;  A'A''+B'B"+CC'=:0. 

5.  M.  Grnnert  indiqœ  encore  la  relation  suivante  : 

A"— B'=B'"-Ç'"=C— A'"s=dz4co8aco8?cos78inf(l- 

Tm. 


THÉORIE  ANALYTIQUE 

t 

iê  la  mMode  perspective  et  application  d  la  pertpective 

circulaire  des  coniques. 

D'aprét  M.  JaoobI  (GreUe,  l  VIII,  p.  n» ,  18SS.  ) 


IjCttune» 

l.S0itxr=   »•       r         \  ;    yr='       ^  %   ;  (1) 

a — a«-— a  t  a  — a*  — a  / 

00  en  déduit  â=: -;    t= -— — i;         2) 

a — bx — cy  a  —  bx — çy 

[?-/']=«';     [«7'T  =  6';    [p»"]  =  c';  .     (3) 

oà  le  crodiet  inique  an  binôme  alterné ,  par  exemple , 

W] = PY~  PV; 

«I  ainsi  des  antres,  Gonsiddrant  les  éqnations  (S),  on  a  de 
même  : 

[ber\=»'i    [ac'1=p';     C*«^^=y;  (*) 

[eV]=a"i     feal-r;     [aéT-7'i 
et  falfons  a» — 6p — C7  =  e. 
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9£  =  aV+  a"c"  ;      ab  =  ot'A'+  J'b", 

Méthode  perspective, 

2.  Soient  x,  y  les  coordonnées  d'an  point  M  d'an  plan 
rapporté  à  des  axes  coordonnés  x^  jr;  et  5,  Hes  coordonnées 
d'an  aalre  point  m  sitaé  dans  un  antre  plan  et  rapporté  à  des 
axes  Sy  t;  supposons  qne  les  deux  points  M  et  m  sont  assu- 
jettis à  se  trouver  sur  une  droite  passant  par  un  point  fixe 
O,  situé  dans  l'espace  ;  en  prenant  le  plan  s^t  pour  tableau  et 
le  point  O  pour  la  position  de  l'œil ,  m  sera  la  perspective 
de  M  ;  5  et  ^(Sont  évidemment  des  fonctions  de  x  et  de  y^  et 
des  fonctions  du  1*'  degré,  puisque  OM  ne  peut  percer  le 
plan  du  tableaa  qu'en  un  point  ;  donc  ces  fonctions  sont  de 
la  forme  indiquée  dans  le  lemme. 

Les  neuf  constantes  a,  p.  .  .  .  7"  dépendent  de  la  position 
du  tableau ,  des  axes  des  s^t  sur  ce  tableau  et  de  la  position 
de  l'œil.  Une  de  ces  constantes  peut  être  prise  arbitrairement. 

Nous  supposons  qu'on  la  prenne  telle  que  rexpression  e 
devienne  égale  à  l'unité. 

3.  Problème.  Les  constantes  a,^ 7"  étant  données, 

trouver  la  position  de  l'œil ,  celle  du  tableau ,  celle  des  axes 
^,<  dans  ce  tableau? 

SoltUion.  Construisons  les  droites 

soit  A  leur  point  d'intersectton  et  P  la  perspective  de  A  ;  il 
est  évident  que  ce  point  P  est  l'origine  des  ^  t  ;  puisque 
s=0;  t=o. 

Construisons  les  droites  bx-^qy^af  6"j:4-c'y=a",'  soit 
A'ie point  d'intersection,  la  perspectivede  A'  est  à  TinOni  ;  00 
la  droite  OA'  est  parallèle  à  l'axe  des  s  ;  construisant  de  même 
les  droites  bx+ey=:  a ,    6'x  -f-  <r  =  a'  ;  la  perspective  dji 


point  A"  d'întersectiOQ  est  à  rinfini  et  la  droite  OA"  est  pa- 
rallèle  avec  Taxe  des  r  ,*  le  triangle  AA'AC  est  complètement 
déterminé  ;  les  coordonnées  de 

3       7 

A  sont  -,    -, 
A' sont  ^',  l,, 

a       a 
A   sont  -7>,  ^,, 

le  plan  OA'A"  est  parallèle  à  celai  da  tableao  ;  et  si  l'angle 
des  Syi  est  droit ,  il  s'ensuit  que  le  point  Ô  est  sur  une  sphère 
décrite  sur  A'A''  comme  diamètre. 

Le  plan  du  tableau ,  celui  des  s,  t  coupe  celui  des  x,  y 
soivant  nne  droite  parallèle  à  A' A"  ;  donc  Tèquation  de  cette 
droite  sur  le  plan  xy  est  a — bx—cy^^d;  l'équation  de  cette 
même  droite  sur  le  tableau ,  en  remplaçant  x^  y  par  leurs 

▼•leurs,  est  //(«  —  a'*  — a"/)=€  =  l  ; 

celte  droite  coupe  les  axes  5  et  /  en  deux  points  B  et  fi'  ;  et 
le  triangle  PBB'  est  semblable  au  triangle  OAA'  ;  mais 

a//— 1       ad—\      PB'        a"       OA' 


PB'rs:!-—:;   PB"= 


/f    »    «iv/        *       rfcA«' 


dol     '  daH    '   PB"     «'      OA 

abaissons  de  0  une  perpendiculaire  OA'"  sur  A' A";  Tangle 
.en  O  étant  droit ,  on  a  : 


A' A'"       OA'^  _  tt'^' 
A"A"'"'ôr'^""«'' 


On  a  trouvé  ci-dessus  les  coordonnées  de  A' et  de  A"  ;  donc 
les  coordonnées  jle  A'"  sont  : 


W-  " 


'fi'     I         "Qf  ■    '    I        " 

«p  -f-«  p  ay-f-a  y 


d'où,  en  prenant  rcclangulairement  les  axes  x,y^ 


%a2 

et" 


A'A'' — Jl_J_  .      OA'"  — 

donc  le  point  0  est  sar  an  cercle  dont  on  connaît  le  centre 
A"',  dont  le  plan  est  perpendiculaire  à  Â'A"  et  dont  le  rayon 
OA'"  est  conna. 

Le  point  B'  est  snr  la  droite  AA'  et  snr  la  droite  BB'  ; 
coordonnées  sont  connues  par  les  équations 

V'X'\'Cy=ar  et  6x  +  c^  =  a— ^i 
d'où  Ton  déduit  pour  les  coordonnées  de  B': 

a'        '        ~?        ' 

et  de  même  pour  les  coordonnées  de  B", 

ff'+i/d         y^'—b'd 


et  a 


d'où 


M''=^»/5q:?=i/M"-HPB'"=^l/'?qv=; 


aa 


el  de  là 


V'- 


ainsi  la  droite  d'intersection  VB''  du  plan  du  Ubleau  avec  le 
plan  xy  est  complètement  déterminée  ;  mais  l'inclinaison  du 
plan  du  tableau  reste  arbitraire  et  ne  dépend  pas  des  neuf 
quantités  «,  p.  ..  7"  ;  et  la  position  de  Tœil  n'est  pas  non  plus 
complètement  déterminée  ;  il  suffit  qu'il  se  trouve  sur  une 
circonférence  déterminée,  mais  la  position  O  de  l'cûl  étant 
donnée,  on  a  aussi  Tindinaison  du  plan  du  tableau  ;  puisque 
le  plan  ost  parallèle  au  plan  OA' A". 


—  ^23  - 

La  délermioatioo  des  points  A,  À',  A''  e&ige  six  données  ; 
celle  da  point  A'"  sar  la  droite  A!,  A",  exige  une  septième,  et 
enCn  le  rayon  OA'"  une  bnitième  parmi  les  neuf  quantités 
e< ,p. . . .  y'\  et  Ton  a  de  plus  la  condition  ez=zi. 

Ayant  de  passer  aax  coniqaes ,  il  faut  expliquer  quelques 
termes  que  M.  Poncelet  a  introduits  dans  la  science. 

Sécantes  et  cordes  idéales, 

4.  Deux  courbes  algébriques  situées  dans  le  même  plan , 
ranjdu  degré  m  et  l'autre  du  degré  n ,  se  coupent  en  mn 
points,  déterminés  chacun  par  deux  coordonnées  ;  supposons 
qu'il  y  ait  r  points  réels  et  2^  points  imaginaires;  de  sorte 
qu'on  a  OTn=r4-25,-  soient  j/,y  et  j:",y  les  coordonnées 
de  deux  de  ces  points  ;  la  sécante  qui  passe  par  ces  points  a 
pour  équation^  (j:'—x")+x  (/'— y)=xy'— ;^\r":  le  carré 
de  la  corde  interceptée  a  pour  longueur  (x' — j/')*+(^'— ^'T 

et  les  coordonnées  du  milieu  de  la  corde  sont  -  (a/-}* x"), 

-(y-f-y');  en  combinant  ensemble  deux  poiots,  coor- 

données  réelles,  ces  trois  expressions  sont  réelles;  on  a  donc 

-^— — '  sécantes  réelles ,  autant  de  cordes  et  autant  de  points 

milieux  ;  en  combinant  un  point  réel  avec  un  point  imagi- 
naire, les  trois  expressions  deviennent  imaginaires;  on  a 
donc  2rj  sécantes  imaginaires  autant  de  cordes  et  de  points 
milieux;  combinons  les  points  imaginaires  ;  soient 

x'=«+pi,  y=y+9i,  x"^«'+p'*,  y'=y+w, 

ou  i  s  P^— I  ; 

l'éqnation  de  la  sécante  prend  la  forme 

K  («-«')  H-  X  (7  -  7)  +  P^-  P'*+  *'V  -  «7'= 


lorsque  les  racines  sont  conju^éesyalors  asrfl/^Tssr/^jBsac— f, 
^=  —  ^,  et  Téquation  se  rédail  à  p^  — d^=P7  —  aê  droite 
réelle  -,  et  comme  elle  a  une  même  origine  analytiqtu  que  les 
sécantes  réelles,  M.  Poncelet  Ta  nommée  sécante  idéale,  mais 
dont  l'existence  est  réelle;  on  aurait  peut-<é(re pa  la  désigna 
sons  le  nom  de  sécante  commune  analytique^  pour  la  dislîn* 
goer  d*une  sécante  géométrique  ;  il  existe  donc  entre  les  deux 
courbes  s  sécantes  communes  analytiques;  et  les  autres  points 
imaginaires  donnent  encore  25  {s  —  1)  sécantes  imaginaires; 


(r— 1) 

ainsi  en  récapitulant  on  a,  r  — — i  sécantes  réelles  ;  s  sécantes 

û^leset  2s(n-]s — 1)  sécantes  imaginaires  i 
L'expression  analytique  de  la  corde  est 

(«'-  «)•+  W-yT  +  i  [2  (oc-a')  [p -p')+2(7 -7')  (^-^') 

Pour  les  racines  conjuguées  cette  expression  se  réduit  à 
—  ^  (P'  +  ^*)  >  ^^  1^  nomme  pour  la  même  raison  donnée  d* 
dessus,  carré  de  la  corde  idéale)  il  est  essentiellement  né* 

gatif  et  l/p*  +  ^'  est  ce  qu'on  nomme  la  moitié  de  la  corde 
idéale;  les  points  milieux  des  cordes  idéales,  sont  réels  et 
ont  pour  coordonnés  «  et  7. 

Il  est  utile  de  remarquer  que  le  point  déterminé  par  les 
coordonnées 

est  réel  et  en  général  un  point  est  réel  lorsque  ses  coordoo- 
néessont  desfonctions  symétriqnesd'intersections  imaginaires 
conjuguées;  de  là  on  conclut  que  la  projecUon  conique 
d'une  sécante  idéale  est  la  sécante  idéale  des  deux. projec- 
tions. 


n  est  bien  entendo  qa'il  peut  y  avoir  dm  técanlet  idétim 

< 

é(mbks^  iriples ,  etc. ,  c'esUàdirc  des  tangentes  commtinef 
idéales  y  des  oscolations  de  divers  degrés  idéales  y  etc.,  selon 
qae  Féqualion  en  nm  a  des  racines  imaginaires  doobles, 
triples,  etc. 
Pour  deux  coniques  on  pent  «aroir  : 

r=  4  ;    1  =s  0  ;  alors  il  y  a  sii  sécantes  commanes  réelles, 
r = S  ;    5  =s  f  ;  ane  sécante  réelle  ;  une  sécante  idéale;  qua- 
tre sécantes  imaginaires, 
r  =  0  ;     j  s  3  ;point  de  sécante  réelle^  deux  sécantes  idéales  ; 

quatre  sécantes  imaginaires. 
Observation.  Si  une  des  deux  lignes  qui  sont  dans  un  même 


plan  est  une  droite»  les  ^— —  sécantes  réelles  et  les  5  sé- 
cantes idéales  se  réduisent  évidemment  à  une  seule  droite; 
mais  il  jr  a  '  cordes  réelles  et  s  cordes  idéales  et  autant 

7m 

de  points  milieux  de  cordes  idéales. 

Perspectim  àreutaire  des  coniques. 

5.  Problème.  Étant  donnée  une  conique  la  projeter  per- 
spectivement  de  manière  que  la  perspective  devienne  un 
cercle. 

SoliiJtion.  So\X  Ay  +  Bx^-|-Cx'+D^+E'ar-|.F  =  0, 
l'équation  de  la  conique^:  menons  dans  son  plan  unedroitequi 
ne  la  rencontre  pas  ;  soit  a—  6;r — c^=0,  l'équation  de  cette 
droite,  il  suffit  que  lb*^^hcn+lc^'{-ma'^^abk'^^ck<fi. 
(^oyext.  II,p.  108.) 

>    Les  coordonnés  des  points  d'intersection ,  sont  imaginaires 
et  l'on  aura  ? 


/' 


—  fcî6  — 

On  pread  arbUniranenl les  six  qoanlilës  «\  &  \  ?,  ff\i\  y\ 
qui  seroDl  doonées  en  foDcliOQ  des  ooeffidents  de  réqnatk» 
dehcraiqoeetdeay  b^  c; 

d'ailkors  û=[PV'1 

^  =  [«'7"] 

le  point  milieu  de  la  corde  idéale  a  ponr  ooordoiuiées  : 
et  la  moitié  de  la  corde  idéale  esl 


Sobstitnant  les  valeurs  de  j/  et  de  y  ou  de  x"*^  y,  dans  l'é- 
quatioQ  de  la  conique  et  égalant  séparément  à  léro  la  partie 
réelle  et  la  partie  aOèctée  de  i,  on  obtient  : 

+  D(ay-.«'V')+E(a'P'-aT)  =  0,  (1) 

SP«'«"+2C  p'p"+  2A7y'+  B(P'7"+7'n  +  D(7V'+  «y')+ 

4.K(«r+P'O  =  0.  (2) 

Donnons  maintenant  aux  six  quantités  a,  |9» . .  . .  7''  la 
même  signification  que  dans  le  problème  3  ;  on  a  : 

Substituant  ces  valeurs  dans  Téqualion  de  la  conique  on 
aura  l'équation  de  sa  perspecliye  sur  le  plan  de  5,  <  où  nom 
supposons  les  axes  rectangulaires  ;  poui;  que  cette  perspective 
doTienne  un  cercle,  il  faut  écrire  les  relations  connues,  savoir 
que  le  coeflBcient  de  «^  soi t  égal  à  celui  ^  et  que  le  coeflBcient  de 
si  soit  nul  ;  ce  qiii  donne  précisément  les  relations  (i)  et  (3)  \ 
la  droite  désignée  par  A'A''  est  celle  qui  a  pour  équation 

a  —  frjr  —  c^  ss  0  j 


—  12T  — 

c'est  la  fiéctnte  idéale  »  et  qui  se  projette  perspe<:tiyement  a 
l'infini  ;  les  coordonnées  du  point  milieu  de  la  corde  idéale^ 
ce  sont  celles  du  point  A'";  et  la  moitié  de  la  corde  idéale  est 
le  rayon  du  cercle  sur  lequel  se  trouve  Tœil  0.  Ainsi  pQur 
•que  la  conique  projetée  devienne  un  cercle ,  on  mène  une 
sécante  idéale  ;  on  détermine  le  milieu  et  la  candeur  de  la 
deroi-€orde  idéale  ;  par  ce  milieu ,  on  mène  un  plan  per- 
pendîctilairement  à  la  sécante  idéale  ;  et  dans  ce  plan ,  du 
même  point  milieu  comme  centre ,  et  d'un  rayon  égal  à  la 
demi-corde  idéale,  on  décrit  une  circonférence,  sur  laquelle 
on  prend  un  point  quelconque  pour  position  de  Toril  ;  en 
prenant  pour  tableau  un  plan  parallèle  à  celui  qui  passe  par 
l'oeil  et  la  sécante  Idéale ,  la  perspective   de  la  conique  sera 

mk  cerde  sur  ce  tableau. 

* 

ProbUnu.  Deux  coniques  étant  situées  dans  le  même  plan , 
les  projeter  de  manière  à  ce  que  leurs  perspectives  devien- 
nent des  cercles  ? 

Solution.  Si  les  coniques  se  coupent  en  quatre  points,elles 
n'ont  pas  de  corde  idéale  commune  et  le  problème  est  évi- 
demment impossible  j  puisque  les  deux  cercles  perspecUb 
ne  peuvent  se  couper  qu'en  deux  points.  Il  faut  donc  que 
les  deux  coniques  se  coupent^  aient  seulement  deux  points 
on  aucun  point  en  commun.  Alors  elles  ont  au  moins  une 
corde  idéale  en  commun  (4)  ;  on  résout  le.  problème  par 
rapport  à  Tune  de  ces  coniques  et  cette  droite  comme  pré- 
cédemment (5)  ;  et  la  seconde  conique  se  projettera  aussi  sui- 
vant un  cercle. 

iUmmrque.  On  ne  peut  construire  la  sécante  idéale  cotn- 
«mue  sémuéiriquemmêj  que  lorsque  l'équation  do  quatrième 
degré  résultat  de  l'élimination  entre  les  équations  de  deux 
«■tqcag  se  décompose  en  deox  facteurs  rationnels  du  second 
4egrè  (Foir  Darville ,  t.  lY ,  p.  338  ).  Mais  les  perspectives 


—  4S8  — 
cydiqnei  des  deux  conique»  sont  Umjoan  analyUqaenieiit 


Si  Ton  a  B  =  D=£Eb?0;  VéquatioD  de  la  coniqae  Aj^+ 
G^-{-F  =  0  est  rapportée  à  des  diamètres  conjog^;  ftii- 

sonscssO;  alors  la  sécante  idéale  est  parallèle  à  Taxe  des^f 
M  trouvera  : 

.._,, .._,,  f=i,  r-.,y=<.,  ^J^^^. 

Les  coordonnées  do  point  milieu  de  la  corde  idéale  sont 

P'^as  -7  et  0  ;  donc  ce  point  milieu  est  l'intersection  de  la 
sécante  idéale  avec  l'axe  des  j:. 
La  corde  idéale  se  réduit  à  y\  on  àla  valeur  que  prend 

^  en  substituant  t  dans  Téquation  A^«^Cr*— FssO;  ce  qui 

d^nne  la  construction  suivante  :  on^  mène  on  diamètre  pa* 
rallèle  à  la  sécante  idéale ,  le  point  d'intersection  de  cette 
sécante  avec  le  diamètre  conjug:ué  est  le  point  milieu  de  la 
corde  idélle ,  et  construisant  avec  les  mêmes  diamètres  con- 
jugués une  hyperbole,  si  la  conique  donnée  est  une  ellipse  et 
iriee  verià  ;  la  moitié  de  la  corde  interceptée  est  la  grandeur 
de  la  corde  idéale ,  et  pour  trouver  la  corde  commune  idéale 
de  deux  coniques  il  faut  recourir  à  la  coniqae  auxiliaire  dite 
Km  de  eefUre  [Fuyez  t.  IV>  p.  480):  Telles  sont  les  construc- 
tions dont  se  sert  M.  Poncelet ,  qui  a  créé  la  théorie  géo- 
métrique des  sécantes  idéales  (Prop.  prf^eciite$^  p.  60).  Dans 
le  mémoire  que  nous  extrayons,  M.  Jacobi  a  donné  transiÉoi- 
ramatil  la  théorie  analytique  de  ces  ièemiies  -,  le  but  prindpal 
est  de  réduire  l'intégration  de  la  fraction  diO^ntielle 

i^/+mcos"ç+/isin>-f-2rcosfSinf-|-2m'iiDf-f-2«'cosç 


à  on*  intégralkm  dé  la  fraction  diiérentMla 

après  avoir  employé  d'admirables  transformatioos  analy- 
tiques, l'illustre  analyste  fait  voir  qu'on  atteint  directement 
ce  but ,  en  faisant  usage  du  problème  de  perspectite  qu'on 
Tient  de  lire.  A  cette  occasion  il  dit  :  «  Neque  consensus  ille 
»  quQstionis  géométrie»  et  analyticœ  tâm  singularis  videri 
»  débet.  Nam  cum  certis  quibusdam  conflgorationibus  certœ 
>  expreasiones  analyticœ  respondeant,  ubi  per  pfojectionem 
«  siTO  alind  quod  libet  instrumentum  geometricum  configu- 
*  rationem  datam  ad  simpliciorem  vel  magis  regularem  re- 
»  Tocas,  simul  eipressiones  analyticas,  quibus  conBguratio 
»  continetnr,persnbstitutionesidonea8,qaieinstrumenti  geo- 
»  metrict  locum  tenent,  in  simpliciores  transformatas  habere 
»  debes.  E  qna  observatione  haud  rar6  ab  démentis  geome- 
»  trids  ad  graviores  quœstiones  analytîcas  transituro  petere 
»  lieet,  qnalem  antecedentibus  IndigitaTimus.  »  {Crelh  ^ 
t.  YIII,  p.  337).  Delà  la  nécessité,  même  pour  les  progrès 
de  l'analyse,  de  cultirer  surtout  la  géométrie  contemporaine 


SOLUTIONS  ARITHMETIQUES 
ém  principales  quesêUms  reloHtm  aux  togarithmêi  (*}« 


Ançtoo  élète  de  l'École  norouJe* 


f .  Lsmia.  Le$  puiisancei  suceeuiveB  éFun  fiomine  A ,  pha 


O  OiMi4«6  cet  Mlationt  foienteonDaee,  j'ai  pensé  qa'il  ne  serait  pas  intt- 
lile  au  éièrec  des  Cours  d'élémentaires,  de  les  trouver  réunies  dans  ce  recueil. 


^ftnuf  jtie  1 9  vont  en  au^menUmi  avec  PexpotmU^  e$onp€mi 
toujours  trouver  une  puissance  de  A  plus  grande  qu'un 
nombre  donné  U  »  si  grand  qv^e  soit  H. 

Supposons  A  =  1  -|-  a.  Les  puîssaoces  de  A  formeDl  uoe 
progressioB  géoméUriqae , 

(i+a),  (!+«)%  (l  +  «)3 (l+«r. 

Désignons  par  t ,  Tun  quelconque  des  termes  de  cette  pro- 
gression; le  terme  qui  suivra  t^  swa  ^(l4-«)=^+^'«  j^ 
oonclos  de  là  que  les  termes  de  la  progression ,  oo  bien  k» 
puissances  de  H ,  ^ont  en  croissant  Le  premier  terme  étant 
plus  grand  que  i ,  tous  les  autres  le  sont  ;  t  étant  plus  grand 
que  1 ,  to  est  plus  grand  que  a^  l'accroissement  d'on  terme 
h  l'autre  est  donc  plus  grand  que  a.  Le  premier  terme  étant 
1  +  «)  le  deuxième  est  plus  grand  que  (i  +«)+«,  ou  1+32  ; 
le  troisième  plus  grand  que  (l+2a)+a^  ou  l+3a;  le  quatriàme 
plus  grand  que  1 + 4a  ^ ...  le  m'^"' ,  c'est-àHdtre.(l + «r=A"^ 
est  plus  grand  que  i-j-m».  Si  donc  on  veut  avoir  X*  oa 
(1 4-  a)*  >  H ,  il  suffira  de  choisir  m,  tel  que  l'on  ait  .- 

t4""»«>H,  oo  wia>-H— 1, 

H— i 
c'est-à-dire  m  > ^  ce  qui  est  toujours  possible,  pais- 

qu'il  y  a  des  nombres  entiers  plus  grands  que  tout  nombre 
donné. 

â.  LvmiJi.  Zdi  puiàêêmces  d'un  nombre  a,  moinife  que  i  ^ 
diminuent  quand  Vexposani  augmente ,  et  on  peut  toujours 
eoncevoir  une  puissance  a"*  (fe  a,  moindre  qu'un  nombre- 
donné  hj  ri  petit  que  soit  h. 

Ce  nombre  h  doit  être  moindre  que  1  »  sans  quoi  on  au- 
rait immédiatement  a<Zh.  Considérons  le  nombre  A  tel  que 
a  X  A  =  1.  Ce  nombre  A  est  plus  grand  que  1  ;  car  si  A  était 
égal  à  1 ,  on  aurait  aussi  a  =  l ,  ce  qui  n'est  pas.  Si  A  était 
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moindre  que  1 ,  c'est-à-dire  si  on  avait  A=l— « ,  on  aurait 
aXA  oo  i=ca(l  — «)s»'0^^ia ,  ^«Uté «ontndictofare  avec 
rhjpottièse  a<1.  L'«galité  a  x  A  conduit  à  celle-ci  : 

a*xA**  =  i. 

En  verta  de  notre  première  proposition  A*  croit  avec  m , 

donc  alors  a^  doif  décroître.  Nons  vônlons  troaver  une 

puissance  a^  moindre  que  h.  Gonsid6rons  on  nombre  H,  tel 

que  AxH=1  ;  le  nombre  H  est  plos  grand  que  I.  Nous 

1  1 

avons  simultanément  a**  =  -^ ,  et  A  =  rr  ;  donc ,  Hnégalité 

A,  MX 

«•*<*,  équivaut  à  celle*d,  Tii  <  77  ;  on  vérifiera  cette 

-A  M 

inégalité  en  choisissant  m ,  tel  que  Fou  ait  A**  >*  H ,  ce  qui 
est  toujours  possible,  en  vertu  de  notre  première  proposi- 
tion, puisque  A  est  un  nombre-plus  grand  que  1. 
Arrivons^maintenant  aux  logarithmes. 

3.  Dan$  h  système  des  logarithmes  vulgaires ,  il  n'y  a  que 
les  puissances  de  iO  qui  aient  des  togarithmes  ammensu- 
râbles. 

Supposons ,  en  effet ,  qu'un  nombre  donné  A  ait  un  loga'- 

.Ma  MB 

ritbme  commensurable  — .  Posons  Fégalité,  log  A=  —  ^  nous 

n  /• 

en  déduisons  nlogA^^m.  Mais  n  et  m  étant  entiers,  noua 
avons  «  log  A  s  log  A*";  m  =  log  10**  *,  notre  dernière  éga- 
lité revient  donc  à  celle-d  log  A**  ^logl  0".  Mais  d'après  la 
définition  même  des  logarithmes,  deux  nombres  différents 
ne  sauraient  avoir  le  même  logarithme  dans  un  système 
donné;  donc  A''^  10*.  D'après  cette  égalité ,  A  doit  avoir 
les  mêmes  facteurs  premiers  2,5,  que  10.  Soit  A  =  2«  5^  ; 
alors  A"'=2«*5y«»;  mais  10"'=2-.5-.  L'égalité,  A^zs  JO",  se 
reaaphiçattt  parceOe-ci:  2MiSiâ»x=fi*.5*,on  en  conclutonasm 
et  p«  =  m ,  ou  «= p.  Par  conséquent  A  =  2*  5«  =  10*.  A 


1 
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ooe  puissance  de  10 ,  notre  propositîoo  est  démontrée* 

4.  Le  même  raisonnement  s'appUqaera  ponr  trmwer  le$ 
eandUionênéeeêHrireseimfftsantei  pour  qu'un  $u>^^ 
ait  un  logarithme  commensurabte  dans  un  système  dont  la  bœt 
est  un  nombre  donnéh. 

171 

Posons  toujours  log  A  =s —  ;  d*oà  i»logA=m.Nou8aTOii» 

fflogÂesIo|j;A*,  et  msftlog 6*,  puisque ]ogAs=l.  L'égu- 
lité  n  log  Asc  m  éqnÎYaut  donc  toujours  à  celle-ci  log  A*^  = 
log  &"",  d'où  l'on  conclut  A**  =  b^.  D'après  cette  dernière 
égalité  j  on  voit  que  chaque  facteur  premier  de  A  doit  exister 
dans  b^  et  réciproquement.  Si  donc  b = a^evd^,  on  doit  avoir 
Asssa^c/d^.  De  plus  à  cause  de  Tégalité  A''=&*  «  on  doit 
avoir  a^^cf^d^'^^a^^cr/^d^.  Ces  deux  produits  de  fac- 
teurs premiers  ayant  même  valeur ,  on  doit  avoir  : 

Jnsssam.  d  OU  -  =  —  ,  y'n^ym,  d  ou  -  =  —  » 

an  f       n 

^11=^,  d'où  -  =:  -^  , 

0         n 


j     y     f 


On  conclut  de  ces  égalités  •—£=-»-. 

jéinri  donc ,  pour  qu'un  nombre  donné  A  ait  un  logarithme 
eommensurable  dans  un  système  donné ,  dont  la  base  est  un 
nombre  entier  b,  i/  faut,  V  que  A  renferme  les  mêmes  facteure 
premiers  que  h,  et  pas  d'autres  ;  2*  que  les  exposants  respectifs 
de  ces  facteurs  premiers  dans  A  ef  dans  b  soient  proportionnels 
entre  eux. 

Ces  conditions  nécessaires  sont  suffisantes.  En  effet ,  si  nous 

avons  simultanément  b  =  a''evd^eXA  =a'^ef/d^j  puis 

«'       V       9' 

-.  =  X.  =  - ,  le  nombre  A  aura  un  logarithme  oomi 
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rable  dans  an  lyitème  ayant  poor  baie  b»  En  eflèt ,  éleTOoa 
6  à  la  pnissance  «'  et  A  à  la  pnissancea ,  nons  aarons  : 

b^  s  tf««'  cy*'  d^    et    A«  =  a«'«  cm'»  d^*. 
On  voit  facilement  qoe  b^  =  A".  En  cflet  7a'  =7'<z,  en  Terln 
de  l'égalité^  =:  ^:  puis  ^a'  =  ^a,  eo  vertu  de  TégaUté 

a'       f 

-  =  -.  Puisque  A«  =  ô"*,  log  A«  ss  log 6«',  d'où 

ce  o 

a  log  A  =a' log  &rsa,  etlOgA  =  -; 

justement  le  rapport  entre  l'exposant  d'un  fadeur  premier 
de  A ,  et  l'exposant  du  même  facteur  premier  dans  b. 

On  ferait  une  démonstration  analogue  pour  le  cas  on  b  se- 
rait un  nombre  fractionoaire. 

5.  Puisque  dans  notre  système,  tout  nombre  qui  n'est  pas 
une  puissance  de  10  ^  n*a  pas  pour  logarithme  un  nombre 
commensurable  ,  qu'eptend-on  par  logarithme  d'un ,  pareil 
nombre ,  fu^est- ce  que  le  logarithme  de  367  par  exemple? 
C'est  ce  qoe  je  vais  essayer  d'expliquer. 

GonsidéroDsla  progression  géométrique  formée  par  les  puis- 
sances de  la  base  lOde  notre  système  de  numération ,  savoir  : 

(1)         fj  i  :  10  :  100  :  1000  :  10000 

Qwl  que  sait  le  nombre  m  de  moyens  géoméiriques  que  l*on  iih 
$ère  entre  les  termes  de  cette  progression ^  pris  2  d  2,  «7  n'iir- 
rivera  jamais  que  367  fasse  partie  de  la  progression  obtenue} 
en  effet  si  on  insérait  le  même  nombre  de  moyens  entre  lei 
tennea  d'une  progression  arithmétique  »  telle  que  celle-ci  : 

T  0.  1«  S*  3*  4.  5«  6 

les  deux  nouvelles  progressions  obtenues  formeraient  un 
système  de  logarithmes  de  base  10,  dans  lequel  367  aurait  un 
logarithme  commensurable,  s'il  était  un  des  termes  de  la 


progression  géomélriqne.  D'ailleurs  rien  de  plos  simple  que 
de  démontrer  direetemeùt  cette  proposition  O- 
On  peut  imérer  entre  les  tertneê  de  la  progreeeicn  (1) ,  des 

moyens  géométriques  en  nombre  tel  y  qu'un  nombre  donsU 
quelconque  367  par  exemple  ^  puisse  être^  sans  erreur  appré- 
ciable, considéré  comme  égal  à  un  des^  termes  de  la  fioveeUc 
progression. 
Appelons  q  la  raison  de  la  nouYelle  progression ,  et  m  le 

mu 

nombre  des  moyens  à  insérer.  Nous  doTons  ayoir  9= V^ïôi 
La  nouvelle  progression  sera  ainsi  composée  : 

(2)  ^  •?•?**?••?* ^* 

q  est  plus  grand  que  1 ,  puisque  9**^  doit  être  égal  à  10. 

Les  termes  de  la  progression  (2)  croissant  indéâniment  à 
partir  de  1  (lemme  1*'),  nous  pouvons  regarder  367  comme 
compris  entre  deux  termes  consécutifs  de  cette  progression , 
que  nous  désignerons  par  t  et  tq.  Mous  avons  t  <^  367  <1  tq. 
Dés  lors  si  nous  prouvons  qu'on  peut  insérer  des  moyens  &i 
nombre  tel,  que  la  différence  entre  t  eitq  soit  moindre  qu'un 
nombre  donné  ^,  aussi  petit  que  l'on  voudra ,  nous  aurons 
démontré  notre  proposition.  Car  l'erreur  commise  en  r^ar- 
dant  367  comme  égal  à  t ,  c'est-à-dire  la  différence  367—1 , 
sera  moindre  que^.  Or,  tq^tsst(q — 1).  Nous  voulons  avoir 
tq—iy  ou  t{q^\)<i9.  Si  nous  déterminons f  par  la  condition 
que  Ton  ait  367  (q — \  )< *,  à  fortiori  aura-tron ,  t  (q — !)<*, 
puiique  t  est  moindre  que  367  {  maison  aura  367(7 — 1X^9 

si  on  a  y  —  1  <  -— ,  ou  bien  7  <  i  +  ;t-.  Mettons,  au  lieu 

367  oo7 

1114.1  "•+*,^  Â 

de  q,  la  valeur  égale  l/lô,  nous  devons  avoir  Kl  o<  f  4 


367 


(*)  l*  raison  f  de  U  nouvelle  prosressioQ  est  une  oerlaioe  raeine  4e  le  • 

f—U^io.  Supposow  3S7  — f*,  alors  »67  — l/io*;  tfoà  mt«H^— i«»;ee 
qui  exigerait  que  S67  Tût  une  puissance  de  lO. 
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ÊlevoDs  lea  éoax  mmïbre$  d«  cette  ioégalité  k  la  puissaocem  ; 

1+—]     . 


/        9  \"^ 
Or  on  peat  toajoars  choisir  m,  tel  que  (  ^  +  ^  )      soil 

plus  grand  qoe  10  (lemme  1*').  La  dernière  inégalité  étant 
vérifiée,  toutes  les  autres  le  sont. 

Le  raisonnement  précédent  peut  se  faire  pour  un  nombre 
donné  quelconque  A,  9  étant  aussi  petit  que  Ton  voudra. 
Toute  la  différence  consistera  dans  le  plus  ou  moins  grand 

Bombre  de  moyens  à  insérer,  soivant  les  grandeurs  de  A  et 
de^. 

Comme  il  ne  peut  être  question  d'appliquer  la  théorie  des 
logarithmes  qu*à  des  nombres  de  grandeurs  finies,  on  peut» 
à  la  /t«Ml9,  en  supposant  le  nombre  m  des  moyens,  extrême- 
ment grand ,  regarder  comme  remplies  toutes  les  conditions 
aernbUMea  à  la  précédente ,  et  tous  les  nombres  plus  grands 
qqa  1 ,  comme  faisant  partie  d'une  progression  telle  que  (2), 
dépendant  d'une  progression  telle  que  (1).  11  ne  saurait  ré- 
sulter de  cette  supposition  aucune  erreur  appréciable. 

6.  Si  maintenant  boos  regardons  la  progression  (i  ),  comme 
faisant  partie  d'un  système  de  logarithmes ,  de  celui-ci ,  par 
exemple , 

(a)  i^i:iO:ioo:iooa:ioooo , 

tO.  1.    2.      3.        4. ... 

BOUS  povvoiia  eonccToir  qu'en  même  temps  qu'on  insère 
entre  les  termes  de  la  progression  géométrique ,  pris  2  i  3, 
le  nombre  m  de  moyens,  géométriques ,  indiqué  plus  haut , 
on  insère  le  même  nombre  de  moyens  arithmétiques  entre 
les  termes  de  la  progression  arithmétique.  Gela  fait,  on  aur» 
UD  système  de  logarithmes  plus  étendu ,  dans  lequel  tous  les 
nombres  plus  grands  que  1  pourront  être  considérés  comme 
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ayant  des  logarithmes,  puisqoe  nous  les  regarderons  oomiM 
égaux  respectivement  aax  différents  termes  de  la  progressioo 
géométrique.  Log,  367,  est  le  terme  de  la  progre$$ion  arUh- 
métique  eorresp<mda$U  au  terme  de  la  progremon  géoméirique 
auquel  on  mppose  367,  égal  à  la  limite. 

Généralement ,  étant  donné  un  système  quelconque ,  tel 

que  (a) , 

on  lui  substitue  par  là  pensée  un  système  plus  complet ,  td 
que  celui  que  nous  venons  d'indiquer.  C'est  dans  ce  système 
complet,  dépendant  du  système  donné  (a  ),  qu'on  dit  que  tout 
nombre  a  un  logarithme  (*). 

Tout  ce  que  nous  venons  de  démontrer  s'étend  aux  ncMnbres 
plus  petits  que  1 . 

En  effet,  si  on  étend  le  système  (a),  comme  d'habitude, 

au-dessous  de  l'unité,  on  pourra  répéter  pour  un  nombre 

3 

quelconque  moindre  que  1,  pour-^  ,  par  exemple»  tout  ce 

47 

qui  a  été  dit  pour  367.  En  effet ,  dans  la  progression  indéfinie 

q         q    q     q    q    q      ^  »    * 


(*)  Si  OD  Teoi  déflnir  bien  rigoareaiement log  861,  on  établira  la  propcailion  i«l- 
tanla:  toppoiona  qu'on  insère  nn  moyen  entre  les  termes,  pris  2  i  â,  dans  lesdevx 
profreisions («) ,  puis  une  autre  fois  (2t— i)  moyens,  puis  (9*— i)  moyens,  puis 
(a^— 1)  moyens,  etc. . . .  qu'on  prenne  chaque  fois  le  terme  de  la  progreesiOA 
Séemétriqne  immédiatement  intérieur  à  S6T ,  et  le  terme  eorrespondant  de  la 
progression  arithmétique ,  pour  former  deui  suites.  Les  nombres  do  U  pre- 
mière qui  ne  peuvent  diminuer,  ont  pour  limite  MT,  et  les  nombres  de  la 
deoiiéme  qui  sont  les  logarithmes  des  premiers,  sont  dans  le  mémo  eaa, 
et  ont  une  limite  qui  est  le  log  de  397.  Nous- laissons  i  faire  la  démonstration  * 
«osai  simple  que  tout  ce  qui  précède.  H  y  a  une  inflniié  de  manière  d'arriver  à 
«es  limites.  La  précédente  n'est  qu'un  cas  particulier  de  celle-ei;  au  lleo 
diDsèrer  i,  3*~i,  2»— i,  2*— i  moyens,  on  peut  en  insérer  m,  m  (3B->i), 
m  (2t-i), ....  m  (2^—0,  «I  étant  un  nombre  arbitraire  Bxe,  et  k  croiSBani 
indéfiniment  ;  le  reste  comme  précédemment. 
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3 
—  eftt  compris  entre  deux  termes  consècotifs  /  et  /;,  dont  la 

diff&reûce  17  —  r  s  i(^  —  i)  pcot  être  rendue  moindre  qne 
font  nombre  donné  ^.  En  effet  /  étant  moindre  qoe  f ,  il  sof- 
fira  de  remplir  la  condition  9  —  1  <  ^  ;  ce  qni  est  facile,  car 

oÉi  a  tOQjoors  q  =  \/TÔ. 

Ainsi ,  dans  an  système  quelconque  dont  la  base  est  un 
■ombre  plus  grand  qne  1,  tout  nombre  plus  .petit  ou  plus 
grand  que  1  a  un  logarithme. 

On  Toit  facilement  que,  parmi  les  nombres  moindres 

qne  1 ,  il  n'y  a  que  les  nombres  de  la  forme  — .  qui  aient 

10  ^ 

les  logarithmes  commensurables.  Supposons  en  effet  qu'un 

nombre  a  moindre  que  1  ait  un  logarithme  oommen- 

snraUe;  ce  logarithme  ne  peut  être  qu'un  nombre  né» 

gatif .  Soit  donc  posé  loga  =s ;  on  déduit  de  là 

loga  =  —  m  ;  d'où  log«*=  log—jj.  Par  suite  a"  =  -Lj; 

donc  a  doit  être  une  fraction  qui,  rédm*te  à  sa  plus  simple 

expression  •  aura  le  numérateur  1  j  soit  donc  a  =  -,A  étant 

A 

entier.  L'égalité  précédente  équivaut  à  celle*ci  :  -^  =  — . 

A*       10** 

qui  conduit  à  A**  =  10".  On  a  vu  qu'alors  A  devail^tre  une 

puissance  de  10.  Soit  A=  10",  aa»  1-;  ce  qu'a  fallait  prou- 
ver. 

Four  un  autre  systdbe  de  base  entière  b ,  on  trouverait 
des  conditions  analogues  à  celles  qne  nous  avons  trouvées. 

7.  Le  logarithme  d'un  nombre  quelconque ,  367,  qui  n'est 
pas  une  puissance  de  10,  est  donc  une  limite  dont  nous  pou- 
Tons  approcher  autant  que  nous  voudrons  sans  pouvoir  Tat- 


teindre.  Noos  ne  chercherons  donc  à  obtenir  un  tel  loga- 
rithme qae  par  approximation. 

Soit  donc  proposé  de  trouver,  dans  notre  système^  1(^367 

i 
à  rr  près,  par  exemple.  Cela  veut  dire  qu'il  Tant  trouver  le 

plus  grand  nombre  de  40^"^  contenus  dans  log  367.  Soit  tt  le 

nombre  cherché  i  m  est  un  nombre  entier.  Noos  avons ,  d'a- 
près notre  hypothèse , 

<log367  ^      ^ 


40  ^     ^         ^     40     ' 
d'où  on  déduit  : 

m  <40  log367  <m+  i. 

m  et  m  4*  1  étant  entiers,  nous  avons  : 

mssIogIO*,      wi-f  l=log10*^. 

Nous  avons  aussi ,  40  log  367  t=  367^^.  Substituant  ces  f  t- 
leurs  dans  notre  inégalité ,  il  vient  : 

log  10*  <  Iog367*"  <  log iO*^  ; 

d'où  on  conclut  : 

f0*'<367**<10"+'î 

car  les  progressions  de  notre  système  étant  croissantes,  les 

nombres  10*,  367^,  10**^  ont  le  même  ordre  de  grandeurs 

que  leurs  logarithmes. 

On  aura  donc  m  en  cherchant  quelles  sont  les  puissances 

de  10  qui  comprennent  entre  elles  le  nombre  367^;  il  suffit 

pour  cela  de  former  cette  puissance ,  et  de  compter  la 

chiffres  du  résultat.  Soit  ^  le  nombre  des  chiflfres,  alors 

367**  est  compris  entre  10^"' ,  le  plus  petit  nombre  de  k 

chiAres,  et  10*  le  plus  petit  nombre  de  A  -f- 1  chiffres.  Par 

*  — 1     1 
«aftem=:4r--i,et  lelog367est*— -à—  près,  par  dé- 

k     i 
lant,  ou  75  à  —  près,  par  excès. 
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Remarque.  Concevons  qu'on  insère  (40  —  1),  mpyeni  entre 

jt t      k 

les  Icnnes  des  progressions  (a),  pris  2  à  2,  -— -  et  r- seront 

2  termes  de  la  nouvelle  progression  aritboiétiqQe  corres- 
pondant aux  termes  de  la  nouvelle  progression  géomé- 
trique qoi  comprennent  entre  eux  lo  nombre  367. 

Ce  raisonnement  s'applique  évidemment  à  toot  nombre  A» 
quel  qu'il  soit,  entier  ou  rractionnaire,  quelle  que  soit  la  frac- 
tion -  qui  marque  l'approximation. 

Désignons  toujours  par  k  le  nombre  des  chiffres  de  la  partie 
entière  de  A<r.  Noos  aurons  cette  proposition 

Pour  amiMdire  k  logarithme  d'un  nombre  quelconque  A,  à 

~  prés»  dam  le'syslême  vulgaire^  il  9uffU  d'élever  ce  nombre  A 

d  la  fmssanee  ^,  on  compte  le  nombre  k  des  chiffres  de  la 

partie  entière  de  A<^;  on  divise  k—  i  et  k  par  â^  les  deux 

k— 1       k 
nombres  --r—  et  •  comprennent  entre  eux  le  logarithme  de 

0  0 

A,  et  expriment  chacun  ce  logarithme  à  j  prês^  l'un  par  dé-- 

o 

faut^  l'autre  par  excès. 

Ce  raisonnement  s'applique  dans  le  cas  d'une  base  quel- 
conque, seulement  il  pourra  ne  pas  être  aussi  facile  de  Toir 
entre  quelles  puissances  de  la  base  b  sera  compris  A''';  il  n'y 
aura  similitude  complète  que  dans  le  cas  où  la  base  du  système 
de  numération  dans  lequel  serait  écrit  A  coïnciderait  avec  la 
base  du  système  de  logaritbmes. 

Mous  avons  voulu  seulement  faire  concevoir  la  possibilité 
d'aTOir,  par  un  moyen  arithmétique,  le  logarithme  d'un  nom- 
bre donné,  avec  une  approximation  donnée,  et  non  indiquer 
une  méthode  véritablement  pratique  pour  résoudre  cette 
question  dans  tous  les  cas. 


£n  mettant  en  «sage  TinsertiOD  de  moyens  en  nombre 
1^ — 1 ,  comme  nous  TaYons  indiqué  en  note ,  précédemment , 
ce  qui  revient  pour  la  progression  géométrique  à  des  ex- 
tractions de  racines  carrées  successives,  on  aura  la  méthode 
ordinairement  indiquée  pour  résoudre  le  problème.  Au  reste 

vérifier  si  un  nombre  A  est  compris  entre  |/B  et  V^G ,  cela 
rcTient  à  Térifier  si  A^  est  compris  entre  B  et  G. 

8.  ProblAmb.  Pas$er  «l'un  système  à  un  autre. 

Cest-&-dire,  connaissant  les  logarithmes  de  tous  les  nem^bres 
dans  un  certain  système  ^  trouver  le  logarithme  d^un  namÊire 
ianné  quelconque,  ion,  un  auire^sUme  dont  la  tomber 
seule  donnée. 

Pour  qu'un  nombre  donné  ait  un  logarithme  dans  chaque 
système ,  il  faut  qu'il  fasse  partie  de  la  progression  géomè* 
trique  de  chacun  ;  nous  devons  donc  rq;arder  à  la  limite  les 
deui  progressions  géométriques  comme  identiques  ;  les  deux 
progressions  arithmétiques  seules  seront  diSérentes. 

1*'  système  {donné) 

^\:q:q*:q*:q^ * 

^  0.  d.  ^.  3rf.  \d. log*. 

Soit  d  la  rdison  de  la  progression  arithmétique  de  l'autre 
système  ;  désignons  par  k  le  rapport  de  eP  k  d;  puisque 

^  as  ^ ,  nous  avons  d'  =  dky  et  le  2*  système  peut  s'écrire 

ainsi  : 

2«  système  (base  seule  connue)  ] 

ilqlq^lq^lq*: * 

0.kd,2kd.SkdMd. 1. 

Entre  les  2  logarithmes  d'un  même  nombre  quelconque 
pris  dans  les  2  systèmes,  il  y  a  un  rapport  fixe  Jt  ;  le  2*  loga- 


rilbine,  le  nouveaa,  est  égal  au  1*'  mulliplié  par  k.  Neot 
connaissbos  log  b  daos  Tancien  système  (le  1")  ;  dans  le 
nouveau  système,  log'  6 = 1  ;  on  doit  donc  avoir  l  =s^log  6 , 

d'où  k  =  - — 7 . 

log  6 

Onptusera  donc  du  logarithme  ancien  au  logarithme  n&u^ 

veau  pour  un  nombre  quelconque  y  en  multiptiani  V  ancien  lo- 

i 
garithme  par  le  quotient ,  • — r,  de  iunitè  divisétfor  le  loga-^ 

rithme  de  la  base  du  nouveau  système^  étant  pris  dans  r  ancien 
-sgstème,  ^ 

Propositions  acceséoires. 

9.  ietO  sont  des  tenues  nécessaires  dans  les  %progresmns 
de  tout  système  de  logarithmes^  1  dans  laprogressian  géomé^ 
'frique^  0  dansFautre :  ces dMT  termesdmventsecorrespandre, 

L'alilité  des  logarithmes  réside  dans  l'appLicationda  théo- 
rème fondameatal  et  de  ses  conséquences  immédiates;  or 
ce  Iheorème  ne  peut  être  vrai ,  en  général ,  sans  que  1  et  0 
fassent  partie  des  %  progressions  du  système ,  et  s'y  oorres- 
poodent. 

£b  eflet  pour  que  ce  problème  fondamental  soit  vrai ,  11  est 
nécessaire,  V  que  le  produit  de  deux  termes  quelconques  de 
la  progression  géométrique  soit  un  terme  de  cette  progrès* 
sioo.  St*  Que  la  somme  dedem;  termes  quelconques  de  la  pro- 
greaakHi  arithmétique,  soit  un  terme  démette  progression. 
S^Qoe  le  produit  de  deux  termes  quelconques  de  la  première 
progreation  et  la  sopune  des  termes  correspondants  de  la  se- 
conde aoienl  deux  termes  correspondants. 

1*  Soit  a  un  terme  de  la  progression  géométrique  et  q  la 
raison  de  cette  progression  ;  les  termes  qui  suivent  a  sont  des 
Unnea  de  la  forme  aq""^  et  ceux  qui  le  précèdent  sont  des 

lermea  de  la  forme  -^.  Multiplions  a  par  le  terme  suivant  aq  ; 

q 

Amm.  M  MatHmat.  Y,  M 


-  khi  - 
te  produit  oTq  detant  être  uû  terme  de  la  progresâion ,  naoa 
deyoDS  avoir  a*y=ûî"  ou  a*q  =  -^i  dans  le  premier 

eas  OD  est  condait  à  (C^atf"^'  ou  a=î*~' j  alors  en  re- 
montant la  progression  à  gauche  de  a =}*""',  on  trouvera 
1  pour  le  (n — 1)^^  terme  à  gauche.  Dans  le  second  cas ,  on 

a  1 

est  conduit  à  cette  égalité  a'=  -^q:;.  D'où  a=  ^, ,    alors 

1 

en  avançant  à  droite  de  ce  terme  -^^r,  »  on  trouve  que  le 

(o+lj^*  terme  à  droite  est  Tunité.  Dans  tous  les  cas  1  Cail 
partie  de  la  progression  géométrique. 

2*  Soit  h  un  terme  de  la  progression  arithmétique,  et  d  la 
raison  ;  les  termes  qui  suivent  b^  sont  de  la  forme  h  -f*  md  et 
)es  termes  qui  précèdent  sont  de  la  forme  b^md.  Consi- 
i^rons  les  termes  b  et  iSr-f  ^;  leur  somme  est  2b+d,  on  doit 
^ViAtib+d^b+md,  ou  ^b+d^b-^md.  Dans  le  pre- 
inier  cas  on  est  conduit  à  2fc=^+(m — 1)  d,    d*0B 
bas(m—i)d  alors,  en  remontant  la  progression  à  gauche 
éÊ'd^  on  trouvera  évidemment  que  le  (w  — !)*»•  terme  à 
gauche  est  d.  Dans  le  deuxième  cas,  on  est  conduit  k 
itbt^b^{m+i)d^  d!oiib^'^(m  +  i)d;  alors,  en  conti- 
nuant la  progression ,  on  trouvera  évidemment  0  pour  le 
(m  +1}^"^  terme  à  droite. 

3*  En  vertudes  deux  conditionsétablies  comme  nécessaires, 
tous  les  termes  fe  la  |»x>gre8Ston  géométrique  sont  de  la 
forme  q""  et  tous  ceux  de  la  progression  arithmétique  ont 
la  forme  md.  Considérons  donc  deox  termes  9  et  9^  de 
la  première  et  soient  nH  et  {n-^-i)  d  les  termes  correspon- 
dants de  la  deuxième.  Le  produit  q  x  9*(»  q^  et  la  somme 
Md+{m+i)d={n+n+i)d,  Coproduit  et  eeite  somme 
doivent  se  oorrespondre.  Or  q*  suit  immédiatement  q^  ;  de 
{m+i)d  i(ii+'*+^)^i  11 T  a  n  termes ,  donc  ndmtétre 


~  W5- 

• 

égal  à  1.  Paisqae  ndsssd^  q  eidse  correspondent  ;  donc 
1  et  0  ternies  placés  immédiatement  ayant  ^  et  li  se  cor- 
respondent nécessairement.  Nous  avons  donc  établi  les  troia 
parties  de  notre  proposition.  Il  semble  qae  nous  ajrionsdioisi 
des  termes  particuliers  dans  led  deux  progressions.  Mais  noua 
n'avions  qu'à  prouver  la  nécessité  de  nos  conditions  $  la 
théorème  général  doit  être  vrai  pour  des  termes  pris  à  vo- 
lonté. Nous  les  avons  pris  de  manière  à  simplifier  le  plus 
possible. 

10.  Pour  terminer ,  je  vais  encore  traiter  une  question  qut 
sort  des  borpcs  de  Tarithmétique ,  maïs  dont  la  démomtra- 
tion  ne  m'a  pas  paru  trop  difficile  pour  être  mise  ici. 

Cette  question  a  été  traitée  par  M.  Vincent  ;  je  suis  arrivé 
au  même  résultat  que  lui ,  sans  avoir  connu  son  travail  que 
je  n'ai  lu  qu'ensuite.  Si  je  laisse  néanmoins  ma  démonstration» 
c'est  qu'elle  dîff^e  un  peu  dans  la  première  partie  4^  qidlo 
de  M.  Tincent. 

JUnqu'Qn  tmphie  Us  tables  de  Callei  pour  trouver  k  U^(h 
rithiM  d'un  nombre  donné  »  ayani  ptus  de,  5  chiffres ,  fxrrmt 
qui  r imite  de  V emploi  de  la  proportion  connue ,  en  suffoemê 
exacts  Us  trois  premiers  termes  de  cette  proportion^  est  PHdndir^ 

fue  —  de  Vunitè  décimale  du  huitième  ordre. 

16 

Désignons  par  N  le  nombre  que  forment  les  cinq  premiers 
chiffres  du  nombre  donné  ;  on  cherche  le  logarithme  de  N+^, 
d  étant  une  partie  décimale  moindre  que  1 .  Désignons  encore 
par  S  la  différence  tabulaire  des  logarillimes  de  fî  et  N  + 1 . 
Soit  X  la  différenceentrc  log  (N  -f  d)  et  lof  N.  La  proportion 
que  l'on  établit  est  celle-ci  : 

i  :  d  ::  Q  :.a%   d'où   x^di. 

Nous  cherchons  une  limite  de  l'erreuciCOihmisc.an  prenant 
PQur  X  cette  valeur  d$.  Pour  cela  observoi{S  qiue 


une 


—  *W  - 

^==lûg(N+l)  ~IogN«log^îî±i)=log(^l+lA 

L'erreur  en  question  est  donc  log  (  1  +  -j^  )  ^  dl. 
MaisiM»i^.logri  +  ^^=log^l  +  ^^  .IlfaattroaTor 

limite  de  log  (l  +^  ■- log(^l  +  0. 

En  considérant  les  denx  progressions  de  notre  système 

écrites  sons  cette  forme 

* 

1  :  (1  +«)  :  (!  +  «)'  :  d  +«)'  :  {!+«)*.  •  .  > 

0  :     Ma      :     2Ma     :     3Ma     :     4Ma. 

Qû  ▼ett  qne  la  différence  entre  denx  termes  qaelconqœ» 
oonsécntifs  de  la  première  progression  est  pins  grande  qne  a, 
(Temme  1**) ,  tandis  qne  la  différence  entre  denx  termes  oon- 
sécntifs de  la  seconde  est  Ma. 

Si  dftnc  on  considère  deux  nombres  quelconques  A  et  B, 
teb  quil  y  ait  n  termes  de  A  à  B,  on  aura  B  -- A>*  na,  et 
logB  -logA=:nMa5  d'où  M(B— A)>logB  — logA. 

J'aurai  donc  une  limite  supérieure  de  la  différence 

en  eherdiait  une  limite  de  b  diffirence 

('+s)-o+sy. 

et  mnltipUant  celle-ci  par  M.  Mais  on  a  : 


—  W5  - 

d  étant  moiiidreqae  i,  <2— !,  ^--3,  d—%  ete.^  sont  d«f 

nombres  dégatifo  y  on  conclut  de  là  facilement  que  la  diffé- 

/        1\*  d  d(d-^i) 

Vence  entre  M  +  j^)>   «t^  +  u*^ poor limite      ^,    . 

Mais  <2  étant  moindre  qne  1 ,  la  valeur  absolue  du  numé» 

rateur  esid{i — £?];  la  somme  des  valeurs  absolues  des  deux 

facteurs  de  ce  produit  étant  1,  ce  produit  est  égal  au  plus  à 

11         1  d(\ — d\ 

-  X  -  ou  2»  donc  la  limite  —  peut  être  remplacée 

i 

par  celle-d  -rr;.  Si  maintenant  nous  la  multiplions  par  M, 
nous  aurons  pour  limite  supérieure  de 

Mais  M  est  moindre  que  -  ;  |  car  M = z tt^- — iTTrA  • 

'i     \  log.  népériea  de  10/ 

On  aura  donc  d  fortiori  pour  limite  — ^,.  Mais  N*  est  au 
moins  10000,  donc  cette  limite  peut  être  remplacée  par  celle- 
ci  ■  .  Ce  qui  démontre  notre  proposition. 

La  limite  — ^  décroît  indéfiniment  quand  N  augmenta. 


QUESTIONS  D'EXAMEN  (F.  t.  III,  p.  602). 


V.  Un  nombre  peut*  il  être  à  la  fois  un  carré  et  un  cube 
parfaits,  sans  être  une  sixième  puissance  ? 

Non.  Soit  z  =  x*=y'y  d'où  -7 = >"•  Ainsi^  <»t  un  carré 


pvfaii;  donc  ^ùaz  est  une  «Uiéoie  puiiBWQ».  S«it,  en 
général,  »  es  «r*s  j^*";  x  eijr  spot  eoliers*  et  m  et  n  f^^ 
mkn  etâre  eux.  Oq  peut  mettre  je  sous  la  forme  ^ 

a:  rso'jà' 7% 

«,  p,  7  étant  les  facteurs  nombres  premiers  ;  d'où 


Pour  que  cette  expression  soit  une  puissance  n  ^  il  faut 
que  les  exposants  pm ,  qm,.,.^  rm  soient  des  multiples  de  a  ; 
n»  et  n  étant  premiers  entre  eux,  j»,  9....,  rdoi?eiitétn 

les  multiples  de  n  ;  donc»  x  est  une  puissance  n  d*nn  nom- 
bre, et  par  conséquent  %  une  puissance  mn^*. 

Un  nombre  étant  simultanément  une  puissance  de  degré 
^,  a....,,  a^  ;  désignant  par  d  le  plus  petit  nombre  dinsible 
A  la  fois  par  a, ,  a .. . . . ,  a^ ,  le  nombre  donné,  entier  eu  frac- 
tionnaire^ est  une  puissance  du  degré  d. 

VI.  Trouver  le  nombre  entier  qui ,  substitué  à  la  place 
de  j:,  rend  à  la  fois  les  deux  fractions  — j —  et  — -—^  en- 

tières  ,•  peut-K)n  voir  à  priori  que  le  problteie  est  impos- 

5x4-3 
sible?  Oui.  Si  — -- —  est  entier,  trois  fois  ce  nombre  ou 

5x  -4-  3  7x  —  1 

— 7—  sera  aussi  entiar.  Cet  entier  ajouté  à  l'entier  — r — 

doit  donner  un  nombre  entier  :  donc  Sx  —  -  doit  être  un 

2 

entier*  résultat  absurde  \  donc  le  problème  est  impossible. 

o  •  '  <Mc  -f"  à  a'x  4"  é*      , 

Soient  les  deux  fractions  -« — î— , } —  qu  il  s'agit  de 

rendre  entiers  ;  si ,  en  les  ajoutant  ou  en  les  retrandiant , 


-U7  - 

on  obUeût  nue  qiuttilllé  de  la  forme  mx -f-  -  où  m,  n,/y,  sont 

éet  entiers ,  la  qaestlon  est  impossible. 

I.  Conditions  ponr  que  les  deux  tangentes  menées  ^fnn 
même  point  à  une  parabole  soient  égales.  Dans  une  conique 
qneloonqne,  il  fant  que  le  point  soit  sur  un  axe  principal. 
En  général ,  soit  M  un  point  du  lieu  des  tangentes  égales 
menées  à  une  courbe  algébrique  ;  N  et  N'  les  points  de  con- 

tact ,  Taxe  radical  des  deux  cercles  de  courbure  en  N  et  N' 

< 

touche  au  point  M  le  lieu  des  tangentes  ^les. 


GRAND  CONCOURS  DE  1846  (  r,  t.  IV,  p.  369  ). 

QUBiTIOfIS   PROPOSÉES. 


Mathématiques  spéciales. 

Etant  donnée  une  ellipse ,  si  on  lui  circonscrit  des  rectan- 
gles tels  que  ABCD ,  on  sait  que  tous  les  sommets  sont  situés 
sur  un  inéme  cercle  concentrique  à  lellipse. 

Cela  étant  admis ,  dos  points  de  contact  N  et  Q  de  deux 
o6tés  opposés  de  chaque  rectangle ,  on  mène  deux  droites  an 
point  de  contact  M  de  l'un  des  deux  autres  côtés  et  Ton  de- 
mande de  prouver  : 

l""  Que  ces  deux  Agites  MN  et  MQ  sont  également  indinéea 
sur  le  côté  ÂB. 

S*  Que  leur  somme  MN  -f-  MIQ  f^it  une  longueur  constante 
quel  que  soit  le  rectangle. 

3*  Que  toutes  ces  droites  telles  que  QM ,  NM  sonf  toujoarB 
tangentes  à  une  même  ellipse  décrite  des  mêmes  fojers  que 
la  proposée. 


MaikémaiiqtUi  éUmmtaites. 

ËtâDl  donné  dans  un  même  plan  un  cerde  C  et  une  droilft 
indéfinie  AB,  qui  ne  rencontre  pas  le  cerde  ;  de  chaque  point 
M  de  la  droite,  on  mène  denx  tangentes  an  cerde,  et  l'oa 
joint  les  deux  points  de  contact  par  une  corde ,  qui ,  prolon- 
gée ,  va  rencontrer  la  droite  AB  en  un  point  M'.  On  a  donc 
ainsi  poor  chaque  point  M,  un  segment  correspondant 
MM'.  Cela  posé ,  oo  demande  s*il  existe  dans  'le  plan  de  la 
figure  quelqqe  point  o ,  d'où  l'on  voie  sous  un  angle  droit 
chacun  de  ces  divers  segments.  On  demande  ensuite  si,  hors 
du  plan ,  il  y  a  d'aulres  points  qui  jouissent  de  la  même  pro- 
priété ,  et  enfin ,  s'il  existe  de  tels  points,  quand  la  droite  AB 
rencontre  le  cercle. 


QUESTIONS. 


126.  Est-il  possible  de  démontrer  que  2  est  une  quan- 
tité irrationnelle? 

127.  En  rendant  rationnelle  l'équation 

i  *  I    . 

On  parvient  à  une  équation  du  degré  2"^. 

128.  Donner  la  formule  générale  des  quantièmes  d'années 
où  février  a  cinq  dimarnches. 

129.  Si  d'un  point  A  extérieur  à  la  dt^ite  MN  on  mène 
à  cette  droite  la  perpendiculaire  AB  et  les  obliques  AG , 
AD,  A£,  etc.;  si  ces  droites  croissent  successivement  d'une 
même  quantité,  les  distances  BC,  CD,  DE ,  etc.,  vont  en  di- 
minuant. Huer. 


—  u»  — 


SOLUTION  DUPROBLÈiME  95  (t.  lY ,  p.  260). 

VAA  M.  m,  UOMWBT , 
jlPMiaiMor  M  G^Uége  r<^af  de  L«ait  lo  Grcttd. 


ÈUmiionnis  n  potn^j  À,  B,  C,  D...  siiuës  comme  on  vim- 
^a  dans  un  plan ,  décrire  le  plue  petit  cercle, gui  contienne 
«et  n  points.  (Fig.  44.) 

1 .  Dans  le  plan  qni  coolicnt  tous  les  points  donnés ,  tra- 
çons une  droite  qaelconqae  MN;  menons,  à  cette  droite ,  les 
perpendiculaires  ka,  B6,  Ce...  Dn  point  A,  sitaé  sur  l'une 
des  perpendiculaires  extrêmes ,  menons  des  droites  AB ,  AC, 
AD. . .  aux  •— !  autres  points  B,  G»  D. . .  et  supposons  que  AB 
aolt ,  de  toutes  ces  droHes ,  celle  qui  fait  aTec  Aa  le  plus  pe- 
4it  angle  fiAa  ;  tous  les  points  du  système  serontsitués  d'un 
même  côté  de  la  direction  Afi.  Supposons,  de  même,  qucBG 
«oit,  de  toutes  les  droites  menées  du  point B  aux  it— -f  autres 
points ,  celle  qui  fait ,  avec  le  prolongement  BH  de  AB,  le 
plus  petit  angle  CBH  et  ainsi  de  suite  :  nous  obtiendrons 
ainsi  un  polygone  connexe  ABCD ,  par  exen>ple ,  qui  con- 
tiendra tous  les  points  du  système;  ce  qui  ramèuele  pro- 
blème au  suivant  :  décrire  le  plus  petit  cercle  gui  contienne 
tous  les  sommets  tun  polygone  convexe. 

2.  La  circonférence  du  cercle  minimum  passe  par  un,  au 
motus,  des  sommets  du  polygone  donné  ABCD.  (fïg.  45.) 

Car ,  en  supposant  tous  les  sommets  A ,  B,  C,  D,  inté- 
rieurs an  cercle  demandé,  qui  a  pour  centre  le  point  0,  le 
cercle  décrit  de  ce  point  O,  comme  centre ,  avec  un  rayon  égal 
à  la  plus  grande  des  droites  OA,OB,  OC. . .  serait  plus  prtit  que 

r 
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le  cercle  minimum  et  contiendrait  toos  les  sommets  du  po- 
lygone. 

3.  La  ciramférenee  du  cercle  ienumdé  passe  par  dmix,  au 
moinê^  des  sommets  du  polygone,  (Fig,  46.) 

Supposons  qu'elle  passe  par  le  seul  point  A.  Les  prolonge- 
ments des  droitesOB,  OC,43D  reneoutreront  la  circonférence 
en  des  points  B',  C,  IV  et,  si  Ton  prend ,  sur  OA,  une  quantité 
Off  plus  petite  que  chacune  des  droites  BB',  CC',  DD',  le 
triangleOBO'  donnera  0'B<OB+00'i  or  00'<BB',  doncCyS 
<OB-J-BB,  ou  0'B<OB';  par  la  môme  raison,  0'C<OC'  et 
0'D<Oiy;  d'ailleurs  OB'=OC'=OD'=OA  ,  donc  tous  les 
sommets  du  poljgooc  seraient  intérieurs  au  cercle  décrit  du 
point  <y ,  comme  centre ,  avec  un  rqyon  égal  à  OA  ;  donc  le 
.cercle  OA  n'est  pas  un  minimum  (2). 

4.  Gela  étant,  proposons-nous  de  trouver  le  cerUre  et  le 
myon  du  cercle  minimum  parmi  ceux  dont  la  circonférence 
passe  par  deux  sommets  AetB  du  polygone  ABCD  et  qui  con- 
tiennent tous  les  autres  sommets.  {Fig.  47.) 

Élevons  des  perpendiculaires  MN,  PQ,  RS  sur  les  milieux 
de  AB  et  des  droites  BG,  AD  qui  joignent  les  antres  sommets 
du  poljgonei  Tun  des  points  A  et  B  ;  et  soient  O,  O'ies  poinu 
de  rencontre  de  MN  avec  les  droites  PQ,  RS.  Toute  circon- 
férence, qui  passe  par  les  points  A  et  B,  a  son  centre  sur  la 
droite  MN  et,  pour  que  le  point  C  ne  soit  pas  extérieur  au 
cercle  y  il  faut  que  la  distance  du  centre  à  ce  point  n*excéde 

pas  le  rayon ,  ce  qui  exige  que  ce  centre  soit  situé  sur  PQ 
on  du  même  côté  de  cette  droite  que  le  point  C  ;  donc  ce 

rayon  ne  peut  être  moindre  que  OB.On  voit  ^  de  même,  que 
le  rayon  d'une  circonférence,  qui  passe  par  les  points  A  et  B, 
doit  être  au  moins  égal  à  O'Aou  à  O'fi  pour  que  le  point  D  ne 
aoit  pas  extérieur  au  cercle;  or  0%<0B,  donc  le  cercle  dé- 
crit du  point  O  comme  centre  ^  avec  un  rayon  égal  à  OB ,  est 
un  minimum  parmi  ceux  dont  la  circonférence  passe  par  le» 


poiBif  A  et  B  et  qui  contieoneat  tous  les  somiqets  da  polj* 
gone  :  oa  trouvera  île  la  môme  manièrt  le  ceatre  el  le  rayoo 
du  cercle  arinimum,  dont  la  circonférence  passe  par  deux 
aatres  sommet»  quelconques  A  et  G,  A  et  D^  B  et  G...  et  le 
plus  petit  de  tous  ces  cercles  satisfera  un  ptobMme»    • 

GoROLLàHUB  I.  Parmi  iotu  les  cercles ,  qui  contiennml  les 
sammels  éPun  triangle  recUmgle  ms  acukmgle^  le  cercle  ctr* 
canserii  on  ÊritMgle  est  um  wUsiimum. 

GoROLLAiRt  3.  Parmi  tous  les  cercles^  qui  cantimmetU  tes 
commets  éPun  triangle  obtusangle,  le  cercle  décrit  sur  le  plus 
grand  côté  comme  diamètre  est  un  mMm/mm, 

GoROLLAiBE  3.  Pumii  tous  Us  ccrclcs  qui  contiennent  Us 
sommets  d^un  parallélogramme^  le  cercle  décrit  sur  la  plus 
grande  dietgonale  comme  diamètre  est  un  minimum. 

CoROLLAiRB  4.  PoTmi  tous  Iss  cercles j  qui  contiennent  les 
sommets  d'un  polygone  régulier,  le  cercle  circonscrit  au  poly- 
gone est  un  minimum» 

Remarque.  Oa  déterminera,  d'nne  manière  analogue,  le 
centre  et  le  rayon  de  la  plus  peliter  sphère  qut  contienne  n  - 
points  donnés  comme  on  voudra  dans  l'espace  (*). 


QUELQUES  PROPRIÉTÉS  D€  TRlAlfGLE  REGTIUGNE. 

(  y.  t.  I,  p.  TS,  IM,  !«•  ;  t.  U«  p.  S44  i  U  in,  p.  4S7.  ) 

FA&  ar.  »B  FiaToaxs , 

Capiuine  d'tfrtHforie. 


I.  Soient.^,  a\  aT,  les  trois  côlésd'un  triangle  recliligne 
tlwlGonqne ;  «,  «,  a\  les  longueurs  des  perpendiculaires 
abaissées  des  sommets  de^  angles  sur  les  côtés  opposés  ; 

« 

(*)  Noas  retiendrons  sur  cet  InléVMMni  ei  difflciie  problème  d'ane  alUiii 
pratique,  en  beeueoiqi  de  circonfUneei.  Tn. 


«,«{«',  f^;  «",  0",  les  flegmenls  des  perpemUcabires  coa-- 
pris  entre  leur  point  de  rencontre  el  les  sommets  do  triangle, 
et  entre  oe  même  point  de  rencontre  et  lenrs  pieds  ; 

m,  II;  m\  n'i  m",  n",  les  segments  formés  par  les  perpen- 
dicolaires  sur  les  côtés  da  triangle; 

r,  p,  p',  p^j  les  rayons  des  cercles  inscrit  et  ez^inscrits  ; 

R ,  le  rayon  du  cercle  circonscrit  ; 

S ,  la  surface  du  triangle  ;  2p  son  périmètre  so-f^'^tf ". 

On  *a  les  diverses  relations  connues  et  qu'il  suffit  de 
rappeler  : 

r  -«  \/(p-anp''a'){p--a"),^  P^\/p(p-^'){p-^) 


R  = 


4  Vp  ip-a)  {p-d)[p-^") 

^-a'){p-af')      ,    iV p{p—a)[p—t^)(p.-^') 


Wj>{p-aXp-  a!)[p^ti') 


tf" 


4Sb      a  a      a  a 


"^''         S  "^    4R 

On  a  aussi  ••  S  =  Vr  ^*p*\ 


t  ji 


<    ^    ^  .  <    c  w»V 

et  comme       -=-+-7+-î7î  S  as    ^.^    v 

r    P     P      P*  \^PP'+PP"  +  PP" 

Des  valeurs  de  R ,  a,  a ,  a",  on  déduit  par  voie  de  mul- 
tiplication : 

RI  V 


2 
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Et  pir  foi«  «le  moltipiicatioo  «t  d'addition  M  Biu»  tMBpi  : 

LêTaleur  de  R  multipliée  par  celle  de  r  donne  : 

Det  Taleon  de  p,  p',  »";  a,  «'»  «",  rétolle  le  fonmiie: 

ppp      R 

II.  Caniol,  dans  sa  Géométrie  de  position ,  démontre  les 
formules  suivantes ,  qui  sont  autant  de  théorèmes  sur  les 
triangles: 

«crsiitn;  «/•'»iaV;  J'J"  =  ni'n"  (t) 

«•  +  e*«a«-|.««  =  a''«  +  e'«=4R»  (i) 

di«=:2R.p;    a'e'=:3R.p'$    aV^SR.p"  (9) 

(p ,  p',  p^,  étant  les  longneura  des  droites  Joignant  deoi  à 
deux  les  pieds  des  perpendiculaires.) 


mmlml'  ss  nnlnP , 

On  a  évidemment  : 
d'oè  l'on  conclut  : 

Cela  posé ,  les  formules  (3)  donnent  : 
d*où 

s^Rp+y+r 

Donc,  la sni^^ iTiiii  triangle  tUégaU  w  rayon  dueireU 
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circonscrit  multiplié  par  le  demi-périmèire  du  triangle  fimé 
par  les  draiies  joignani  les  pieds  des  perpendiculaires. 

III.  Les  formules  (2)  conduisent,  par  voie  d'addition,  à 
ndentité  : 

c'est-à-dire  que  la  somme  des  carrés  des  trois  côtés  éTun 
triangle  et  des  trois  droites  joignant  le  point  de  rencontre  des 
hauteurs  aux  sommets  est  égale  é  douze  fois  le  carré  dit 
rayon  du  cercle  circonscrit. 

Da  previer  théorème  que  nous  venons  d'énoncer,  oo  dé- 
duit très-simplement  les  formules  : 

P±£±£^_a     P+f^  +  p"  _a'    P±l±f;__^ 
'      a  ""R'  <J  R'  «'         ^R* 

IV.  Oamot  démontre  «noore,  et  oe  sont  an  reste  des 
formules  connues  .- 

2«c=a''+a"'— fl'j  2«V=a*+a'^-^'*;  2ol'e''=a^+a''--ar% 
d'où 

La  somme  des^arpés  des  trois  oAtés'û'un  triangle  est  égak 
à  deux  fois  la  somme  des  produits  des  perpendiculaires  par  la 
portion  de  ces  perpendiculaires  comprise  entre  leur  point  de 
rencontre  et  les  sommets  du  triangle. 

Y.  On  trouve  facHeaMst  : 

2a  a  a!  a* 

On  en  déduit  : 

mm  m         aa  a 
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En  cberchaDl  de  même  les  valeurs  de  t^,  •'^  t'\  on  sera 
il  à  TexpressioD  : 


fftC 


'-"        e^eV" 


oei  a         a  a  a 

qui ,  combinée  avec  U  précédente,  donne 


aa'a"       «V 


Lm  Ttlenn  de  p ,  ^',  p",  en  fonction  des  trois  côtés,  sont 

d'où 

m"       «eV        ^  ^    mm'm"      ow'«" 

et  k  cause  de 


mm'm"  =  pp'p". 

Leproduiide  trais  segmenté  fin^nés  sur  les  eôtésiPûn  triangle 
par  les  perpendiculaires  abaissées  dessothmets^  égale  te  pra^ 
duii  des  frais  draitesjaignafU  les  pieds  de  ces  perpendiculaires. 

VI.  Déterminons  acIueUemeni  les  o6tée  d'un  triangle  en 
fonction  des  rayons  des  trois  cercles  eviorarits. 

Des  Yaleors  de  p,  p',  p",  on  déduit  : 


de  là  on  tire  facilement  : 

t 

sobstitnant  dans  la  talenr  de  p,  faisant  les  calculs,  et  rédni- 

p"(p+p') 
sant,  ou  trouTera  :  ass  ■  _.  . 

V^Pf'  +  Pp"  +  pV"-  .   .,  *:        ... 


—  M«  - 
OB  «unit  de  même  : 


e'  if+f")  -i 

^.^    p(p'+p") 


i      » 


•         • 


I 


00  ooDcIot  dé  li  par  addition  : 

«  ^  a' +  a' =  2  V/pT+PhFpV"- 
Par  multiplication  et  addition , 

aa  '^-aa   -ira  a  =  — jj — pjp  + 

PP  +PP  +P  P 

et  enfin  fMur  l'élévation  an  carré  et  ajoutant , 


pp'  +  Pp'  +  p'p 

VII.  On  trouve  aussi  tpès-fadlenient ,  les  longueurs  de» 
perpendiculaires  en  fonction  de  ces  mêmes  rayons  des  cercle» 
ex-inscrils ,  ces  valeurs  sont  : 


P+^  P  +  P  P+P 

on  en  déduit  : 


CCS  a 


8o  vv*  R-  «'«^ 

i>_(?+f')(f»+p")(p'+p*) 
~     *(pp'+pp"+p'p")    ■ 

Eo  moltii^iant  deux  k  deox  lea  raleon  de  a,  a',«"  et  lyoalail 
«a  a: 

""+"•+""=(?+?')  (p+/)(P'+p'r 

et  par  suite  le  rapport 
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D'=R'— âRr;  A-=R"+2Rpi  A''=:R*+âRf' ;  A"*=R'+3Rf»'\ 

d'où  à  cause  de  4R=p-f-p'4.p"  — r, 

D"  -{-  A-  +  !'•  +  A"*  s=  12.R* , 
par  conséquent 

0*+  o'*  +  o"'+  «•  +  «'"  +  0»'"  +  D'+  A»  +  A'*  +  A"*=60R'; 

ce  qui  donne  ce  théorème  : 

La  tomme  des  carrés  des  dix  droites  joignani  deux  à  deux 
les  centres  des  cercles  circonscrit ,  inscrit,  et  ex-inscrits  à  un 
même  triangle ,  est  égale  à  soixante  fois  le  carré  du  rayon  du 
cercle  circonscrit. 

XII.  En  passant  des  valeurs  de  t»,»»',»»''»  c^o\o"  an  triangle 
primitif,  on  trouverait  en  fonction  des  trois  droites  p^p^^" , 
les  côtés  et  segments  a,a\a'\  e^e\e'\  Je  mets  ici  ces  formules 
comme  simple  renseignement. 

e  =  2p\/  ^'^' 


.'=2?'^/ 

/'=2P"Y/j 


P?" 


(?+P'+P")(P-4-P"-?)' 


(P+P'+P")  (P+P-P")" 

XIII.  En  déterminant  le»  distances  dn  centre  du  oorde 
inscrit  aux  sommets  du  triangle,  et  rapportant  les  formules 
au  triangle  primitif,  on  obtiendra  facilement  : 
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"-y     p'+p'— p  '   "-V    f3+p"-p'  ' 

~  V    P+P'-P"  ' 

ce  qui  oondaira  par  des  calcols  très-siioples  à  la  formule 

^'iâ''|3"'=««'a".«'."; 

c'est-è-dire  que  dont  un  trUmgle  le  produit  de»  troiê  éroUet 
joignant  Ut  pied»  des  perpendiculaire»  élevé  au  earri^  ég*le 
le  prodmt  dé  ces  perpenHotlaire»  par  le  prodmt  des  trois  seg- 
ments compris  entre  leur»  pieds  et  leur  point  dereneontre. 
XIV.  Des  valenrs  de  e,e',e", a,a',a" on  dédnit  facilement: 


e       e'       e" 
<l       a        a 


on  aurait  aussi  ■. 

fï!i^  —  1Ë±£±£1' 

ee'e"  ~        gpp'P"      ' 

Les  raleors  de  *,*',*"  seront  : 


\  Ap'(p'h-p"-p)     ,_\  /m?+?'-?) 

V       |5  +  |5'+P"    '      *~V        p  +  P'  +  P"    ' 


etparsinle 


„_%     /p5'(P+P'-P") 
■~V         P+P'+P"     ' 


•      •    .    «     .    r 


u        a  ût, 


on  a  encore  .- 

«,=pr,   «v=pp",   «'V'=pp', 

et  *.=:«-.'=«".  «p-i|P:t-. 

XY.  Je  terminerai  ce$  coniidératioot  sm  le  Iriaogle  recti' 
ligne  par  le  théorème  suivant  .* 
Ikms  un  triangk  qiêelconque  la  droite  jaignané  dm»  ptnnts 
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de  catUaci  du  cercle  inseriê ,  la  draiUjaigiMmi  Uspiedê  d$  deiur 
perpendiculairei,  ci  celle  enfin  joignafU  leepainU  dereneanire 
de  deux  bissectrices  avec  les  côtés  opposés^  roni  coneowrir  en 
un  même  point. 

Od  détermine  ainsi  trois  points  ;  les  droites  joignant  ces 
points  denx  à  deux,  iront  passer  parles  sommets  da  triangle, 
«t  de  plus  CCS  trois  points  seront  tels  que  Ton  qnelconqae 
d'entre  eux  sera  le  pôle  de  la  droite  joignant  les  denx  aatrea , 
par  rapp(Hrt  au  cercle.inscrit. 

(rùir  Gergonne ,  t.  VI,  p.  129;  t.  IX,  p.  293;  t.  X, 
p.  202;  t.  XIX,  p.  85,  211  ;  t.  XXI,  p.  65.) 


RÉPONSE  DU  CAPITAINE  GUY  A  M.  FINCK, 

Sur  la  règleproposéepar  ce  dernier ,  pour  abréger  la  dioitian 
eg[>proœimative.-^ Preuve  qu'elle  est  moins  single  ei  moisit 
complète  que  celle  publiée  dans  le  traité  de  la  dwiskm 
abrégée  (*)• 

Monsieur  le  Rédacteur , 

J'atais  In  en  1845,  dans  le  tome  lY,  page  328  et  658  des 
Nouvelles  jénnales  de  mathématiques,  an  théorème  sur  la  di- 
▼ision ,  dû  anx  trataux  de  l'honorable  M'.  Finck ,  sayant  pro- 
fessenr  de  l'École  d'artillerie  de  Strasboai^.  Ce  théorème  est 
assurément  intéressant,  comme  le  sont  d'aillears  tontes  les 
▼érités  mathématiques;  anssi ,  bien  que  je  misse  la  règle  dTo- 
péraUon  qu'on  serait  tenté  d'appuyer  sur  lui,  pour  effectuer 
la  division  approximative  par  abréviation ,  tet  au-dessous  de 
celle  que  j'ai  publiée  antérieurement  moi-même,  je  m'abste- 


n  Cbfi  MalhlM  (  Aof  mUn  ),  libraire ,  qvii  Htla<|Uiii ,  IS.  Prte ,  i  Kr.  M  a. 
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uns  nteamoins  de  mettre  le  poblic  daot  la  ooofidenoe  de  mon 
teotiment. 

Il  eo  e&t  tODJoars  été  ainsi,  monsieur,  si  Toas  n'a^iei  en 
la  malenconlreose  idée  de  dire  dans  la  livraison  de  mars 
1946,  page  131  :  «  Il  serait  à  désirer  qu'on  eût  une  tiiéorle 
»  analytique  de  toutes  les  approximations  usitées  en  arithmé- 
»  tique,  surtout  pour  ceDes  deFourier  et  de  M.  Guy.  »  Mais 
ce  VŒU  assurément  bien  légitime  paraît  avoir  choqué  la  sus- 
ceptibilité scientifique  de  l'honorable  M.  Finck ,  puisque  je 
Us  dans  la  livraison  de  mai  1846 ,  page  25u ,  qu'il  vous  le 
rqNrociie  comme  étant  an  moins  le  produit  d'un  hp$u$  me- 
Morte,  attendu,  prétend -il,  qu*il  vous  a  donné  dans  U 
tome  IFprécM  wm  théorie  analytique  de  la  division  abrégée^ 
emee  une  régie  ptus  simple  et  plus  complète  que  celle  de 
M.Gug. 

Mis  ainsi  en  scène  d'une  façon  fort  Inattendue,  et  je  puis 
ajouter ,  peu  agréable,  je  ne  me  crois  plus  tenu  à  la  réserve 
que  je  m'étais  imposée  jusqu'à  ce  moment.  Je  reprends  donc 

OMS  justes  droits  de  critique  pour  établir  qu'il  y  a  au  moins 

« 

aniant  d'erreurs  et  de  prétentions  non  justifiées  que  de  MgMS 
dins  le  passage  que  j'ai  souligné  ;  et  comme  vous  aveae  admis 
Fattaque ,  monsieur ,  j'ose  compter  sur  votre  oiriigeance  pour 
donner  aussi  asile  a  la  défense,  sans  que  j'aie  besoin  pour 
cela  de  faire  appel  à  votre  loyauté.  L'intérôt  scientifique  exige 
dTailleurs  qu'il  en  soit  ainsi  :  il  ne  serait  pas  bien ,  en  ëfoX , 
monsieur,  que  l'opinion  de  vos  jeûnas  lecteurs  fût  exposée 
à  se  fourvoyer  par  un  excès  de  confiance  dans  raflbrmation 
du  savant  professeur  de  Strasbourg. 

Four  entier  Immédiatement  eo  matière ,  je  dis  en  premier 
lieu  que  M.  Finck  aurait  dû  se  borner  à  vous  rappeler  quHi 
avait  donné  une  théorie  analy tk|ue  de  sa  division  abrégée ,  et 
MB  de  fo  division  abrégée  ;  cette  observation ,  vous  Favec 
déjà  faite  vous-même ,  monsieur ,  dans  cette  livraison  de  mai 
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1 846 ,  à  la  page  252  ;  aussi  J'ajoate  seulement  qu'elle  était  par- 
faite en  justesse  et  en  justice. 

En  deuxième  lieu ,  au  contraire  de  M.  Finck  qui  se  iMnme 
à  affirmer ,  lui ,  que  sa  règle  est  à  la  fois  plu»  simple  et  plus 
complète  -que  la  mienne ,  et  en  considération  de  ce  qu'mie 
affirmation  ,•  de  quelque  haut  qu'elle  vienne ,  est  une  mon- 
naie de  peu  d'aloi  dans  la  région  des  sciences  mathémattquei, 
je  vais  démontrer ,  moi ,  n'en  déplaise  au  savank  professeur , 
que,  dans  les  applications,  sa  règle  est  moins  nmple ,  que 
loin  d'être  plus  complète  ^  elle  n'est  pas  même  complète  ;  et 
enfin ,  ai  l'en  veut  bien  me  permettre  id  de  m'écarter  un  peu 
du  principe  que  la  réaction  doit  être  égrie  à  l'action ,  je  dé- 
montrerai de  plus  qae  la  règle  de  M.  Finck  est  illogique, 
venant  après  la  mienne ,  et  en  raison  du  but  que  tout  calcu- 
lateur se  propose  d'atteindre.  Remarquez  bien ,  monsieur , 
que  je  parle  de  sa  règle  d'opérations  et  non  de  son  théorème 
qui  étaUit  une  vérité  mathématique  incontestable. 

Premiêremeni.  La  règle  de  M.  Fiack  n'est  ni  simple  ni 
maniable  dans  la  pratique.  Sans  doute  elle  se  formule» 
comme  la  mienne ,  en  termes  extrêmement  simples  {  mais 
ced  ne  prouve  qu'une  chose ,  c'est  qu'il  ne  faut  pas  toujoura 
se  fier  aux  apparences. 

Je  pose  un  principe  avoué  de  Ions ,  que  pour  qu'une  règle 
d'opération  soit  véritablement  simple  et  maniable,  il  faut 
qu'elle  puisse  fonctionner  avec  fadlité  dans  tous  les  cas  de 
division  qui  peuvent  se  présenter  ;  non  les  cas  qui  ne  seraient 
jaoMis  que  de  pure  spéculation  et  ne  valent  guère  fa  peine 
d'être  recherchés  quand  il  ne  s'agit  que  d'approximation. 
Gela  dit ,  et  pour  prendre  un  exemple ,  je  suppose ,  pour  fixer 
les  idées,  un  diviseur  décimal  do  1(KI  rhiffres,  et  un  ditf- 
dende  également  décimal ,  mais  tel  qu'il  ne  puisse  j  avoir 
qu'un  seul  chiffre  à  la  partie  entière  du  quotient;  on  demande 
les  mUUMnes ,  partant  quatre  chiffres. 
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£o  sniTânt  la  régie  do  M.  Fiock,  il  faudrait  donc  faire  la 
aoniiiie  des  chlfirea  da  diTiaeor ,  en  oommençanl  par  la  droite 
et  a'atançant  vers  la  ganche ,  jnaqo'à  ce  que  les  chifirea  de 
gaoclie  non  encore  entrés  dans  la  somme  expriment  un 
nombre,  le  pins  petit  possible ,  mais  plus  grand  toatefois  qae 
la  sonune  à  la<(iielle  on  serait  parvenu  ;  œ  nombre  de  ganche 
serait  le  dermer  divisenr  obligé.  M.  Finck,  dans  Texempie 
qoe  je  suppose ,  aurait-il  par  hasard  la  patience  de  faire  uaie 
telle  somme  qui  pourrait  embrasser  ^  selon  les  circonstances, 
99 ,  98 ,  97  ou  96  chiflBres  ?  ce  sérail  là  assurément  un  dévoue- 
ment bien  admirable ,  maïs  aussi  ce  serait  un  acte  peu  rai- 
sonnable, puisque^  d'une  part,  la  chose  n'est  pas  néoessairey 
et  que  d'autre  part,  il  ne  faut  jamais  perdre  de  vue  qoe  la 
probabilité  d'opérer  juste  est  en  raison  inverse  de  la  conten- 
ttoo  d'esprit  du  caknlateor. 

Si  la  ièrmule  si  simfde  du  doubk  du  n&mbrede  chiffruà 
irowoer  que  j*ai  publiée  dans  ma  divisàou  abr^ée»  u'était  pas 
encore  connue  du  public ,  et  qu'il  n'y  eût  que  la  ré(^  de 
M.  Finck  k  la  disposition  du  calculateur  f)  ;  j'opérerais, 
noi ,  non  d'après  cette  régie,  mais  d'après  un  corollaire  qui 
rcsaort  ouvertement  do  théorème  qu'il  a  démontré  ;  c'est-à- 
dire  que  je  remplacerais  la  somme  des  chiffres  par  le  nombre 
de  chiflres ,  nombre  que  j'aurais  soin  d'ailleurs  de  multiplier 
par  19  ;  ainsi ,  je  compterais  au  diviseur ,  en  allant  de  droite 
à  gauche  par  10,  20,  ao,....«  jusqu'à  ce  que  j'arriveàlire 
sur  la  ganche  de  ce  diviseur  un  nombre  le  plus  petit  possible, 
nuiis  plus  grand  néanmoins  que  le  dernier  nombre  que  j 'au* 
rais  émmoé  en  comptant  de  cette  façon.  Je  sais  bien  qu'en 
agissant  ainsi ,  je  serais  souvent  exposé  à  prendre  un  dernier 
diviseur  un  peu  plus  élevé  -,  que ,  par  voie  de  conséquence ,. 
mon  diviseur  d'entrée  et  les  diviseurs  successifs  pourraient 


(*)  La  règlo  de  M.  CrosMii  «trait  encore  préférable  h  la  sienne  (p.  344). 


être  ettSHDièittes  plus  élevés  que  les  ciroonstanoes  m  l'e&i- 
geraieDt^  mais  vous  conviendrez ,  numsiear ,  qne  cet  iocon* 
vénient  est  bien  minime ,  lorsqu'on  vient  à  le  comparer  à 
cette  obligation  effrayante  que  nous  impose  M.  Finck ,  de 
faire  la  somme  des  diiRres  du  diviseur. 

Voyons  maintenant  comment  on  s'y  prendrait  dans  le 
même  exemple  choisi  pour  opérer ,  d'après  ma  méthode  • 
jugée  par  M.  Finck  si  inférieure  à  la  sienne. 

Puisqu'on  ne  veut  ici  qne  quatre  chiflfres  au  quotient ,  on 
dirait  S  fois  4  font  8  ;  et  si  le  premier  chiffre  à  gauche  du  di- 
viseur était  9 ,  ce  serait  lui  qui  serait  le  dernier  diviseur 
obligé  ;  s'il  était  plus  petit  que  9 ,  ce  seraient  alors  les  deux 
chiffres  de  gauche  qui  devraient  former  le  dernier  divisenr 
obligé  ;  on  compterait  ensuite  trois  cUffires  à  partir  de  œ  der* 
nier  diviseur,  puisqu'on  n'en  veut  déterminer  que  quatre  au 
quotient ,  et  on  bifferait  tous  les  autres  en  une  seule  fois , 
ftissent-ils  un  million  ou  plus  ;  les  quatre  ou  cinq  qui  reste- 
raient formeraient  le  diviseur  d'entrée. 

Quelle  est  la  règle  la  plus  simple  des  deux ,  monsieur,  dans 
rbypothèse  surtout  on  le  diviseur  donné  aurait  un  million  de 
chifflres?  Vous  aveae  sons  les  yeux  les  deux  termes  de  compn- 
raison ,  vous  pouvez  prononcer.  Mais  comment  M.  Finck , 
que  la  science  compte  parmi  ses  plus  habiles  interprètes, 
n'a-t-il  pas  fait  lui-même  uif  rapprochement  aussi  simpk, 
alors  qu'il  avoue  avoir  pris  connaissance  de  ma  règle?  Gom* 
ment?  c'est  qu'il  était  aveuglé  par  un  amour  trop  excessif 
pour  son  CBuvre. 

Sèeaniemeni.  La  règle  de  M.  Finck  n'est  pas  complète,  an 
lien  que  la  mienne  l'est.  Un  exemple  va  vous  prouver  oed 
immédiatement. 

On  demande  ic  quotient  de =   \* '* ,  avec  quatorze 

décimales. 


OMUMOt  M.  FiBGk  s'y  prendra-t-il  pour  faire  la  samma 
des  cfaiffires  que  le  diviseur  a  sur  sa  droite ,  paisqve  le  nombre 
de  décimales  de  ce  diviseur  est  ici  indéfiDî?  Gommeui  s'j 
|ireiidr»-l-il  poar  supprimer  en  une  (ois  sur  la  droite  du  di- 
vidende autant  de  chiffres  qu'il  doit  y  en  avoir  de  biflEés  an 

diviseur  dans  tout  le  cours  de  l'opération,  pnisqu'il  ne  con- 
naît pas  ce  nombre ,  et  que  son  théorème  ne  s'applique  pas  à  ee 

eas ,  qui  peut  cependadl  se  présenter  à  tout  instant  ? 

Par  ma  méthode  au  contraire ,  monsieur ,  il  n'y  a  rien  de 
plus  simple  :  on  dit  2  fois  14  font  28,  dès  lors  31  est  le  der- 
nier diviseur  obligé;  on  compte  encore  13  chiffres  à  partir 
de  ce  dernier  diviseur,  puisqu'on  n'en  veut  trouva  que  14 
au  quotient ,  et  on  biffe  tous  les  autres.  Passant  au  dividende, 
on  prend  sur  sa  gauche  un  nombre  capable  de  contenir  le 
diviseur  d'entrée  et  on  biffe  tous  les  autres. 

Quelle  est  la  règle  la  plus  oomptcte  des  deux,  monsieur? 
Alais ,  en  vérité ,  cela  ne  fait  pas  même  question. 

Troisièmement.  La  régie  do  M.  Finck ,  ai-je  dit,  est  illo- 
gique.  Voilà  assurément  une  expression  hardie,  et  au  pre- 
mier abord  un  peu  vague;  mais  je  vais  la  déterminer  en 
même  temps  que  la  justifier  : 

N'est-il  pas  vrai,  monsieur,  que  le  but  du  calculateur, 
lorsqu'il  opère  par  abréviations,  est  d'arriver  le  plus  promp- 
temenl  possible ,  c'est-à-dire  de  diminuer  le  travail ,  la  con- 
tention d'esprit,  source  si  dangereuse  d'erreurs,  au  moyen 
de  Tonique  sacrifice  de  celte  partie  de  la  vérité  qui  n'importe 
pas  aux  besoins  de  la  vie  sociale,  ni  même  à  ceux  delà  spé- 
culation scientifique?  Or ,  je  vous  le  demande ,  où  M.  Finck 
place-til  son  critérium j  on  si  vous  aimez  mieux»  sa 
eofuUlîofi ,  pour  satisfaire  à  cet  énoncé  ?  Dans  un  dernier 
diviseur  qui  doit  être  le  plus  petit  possible,  tout  en  étant 
pins  grand  que  la  somme  des  cbUTrcs  quil  y  aura  encore  sur 
sa  droite.  Mais  lorsque  le  diviseur  donné  est  on  nombre  dé^ 

Ami.  MMÀTStH.  V.  31 
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dmal  indéfini,  M.  Finck  rarrétera-t-il  de  son  antorité  pri- 
Téa  ?  Je  le  teax  bien.  Mais  où?  Et  pourquoi  ici  plutôt  que  là, 
alors  qu'il  n'eu  a  pas  justifié? 

Remarquez  d'ailleurs,  monsieur,  même  à  l'égard  d'un  di- 
viseur donné  limité,  que  soit  qne  Uon  Teutlle  trouver  au 
quotients. .  4000,  400, 40,  4  chilTres,  le  dernier  diviseur  de 
M.  Finck  reste  toujours  le  même;  son  diviseur  d'entrée  et 
ses  diviseurs  successifs  sont  par  conléquent  les  mettes  aussi , 
car  M.  Finck ,  vous  le  savez ,  n'a  aucun  égard  au  nombre  de 
chiffres  à  trouver  ;  or  vous  devez  juger  théoriquement  et  abs- 
tractivement  qu'en  agissant  ainsi  on  s'astreindrait  parfois  k 
opérer  avec  des  diviseurs  monstrueux ,  alors  que  de  très- 
petits  seraient  cependant  suffisants. 

Je  dis,  moi  y  que  la  logique  place  évidemment  le  véritable 
critérium  de  l'opération  dans  une  certaine  fonction  du  nom- 
bre de  chiffres  à  trouver,  et  je  le  prouve  :  quel  est  en  effet , 
le  rôle  que  doit  jour  le  dernier  diviseur ,  tant  dans  le  procédé 
de  M.  Finck  que  dans  le  mien  (*)?  N'est-ce  pas  de  contenir 
dans  des  limites  déterminées  l'influence  fâcheuse  que  pour- 
raient exercer  sur  le  quotient  les  accroissements  successifs 
qu'auraient  reçus  les  dividendes  partiels,  par  défaut  de 
soustraction?  Or  n*est-il  pas  manifeste  que  ces  accroisse- 
ments seront  plus  grands  ou  plus  petits,  pour  une  même  di- 
vision ,  selon  que  l'on  effectuera,  plus  ou  moins  de  divisions 
partielles  ?  Ce  nombre  de  divisions  partielles  n'est-il  pasd'ait 
leurs  le  même  que  le  nombre  de  chiffres  que  Ton  se  propose 
de  trouver  au  quotient  ?  Je  dis  donc  avec  la  logique  que  c'est 
sur  une  fonction  de  ce  dernier  nombre  qu'il  faut  faire  repo- 
ser le  critérium  de  l'opération  et  non  point  sur  la  somme 


X*)  Lo  procédé  de  M.  Finck  diffère  du  mien  en  ce  qa'il  ne  consenre  ptt 
U  retenue  qui  proTiendrâlt'du  produN  du'chilDlré  btrré  au  diviseur,  ce  qni  aufc- 
o^Ate  fCttnIieiDeiil  les  dividMdeç  fMurtielft;  il  «n  4yaérejMif«iftqriMiiptrU 
fvrnuilc  de  direoUon ,  ou  ce  que  J'appelle  ici  le  criieHum. 


.'   > 
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^kê  chiffires  ni  même  saron  multiple  do  nombre  de  chîflires 
dodmflcor,  tar  cela  poorrail  exposer  parfois,  comme  tods 
l'avez  VQ ,  è  de  Téritablea  IraTanx  dUercole.  La  fonction 
4ont  je  parle  se  calcule  d'ailleurs  sur  l'exemple  de  division 
qui  donnerait  lien  à  Taccroissemenl  maxinram ,  et  tous  savez 
que  c'est  le  double  do  nombre  de  chiffres  à  troover ,  alors 
qo'on  a  soin  de  conserrer  la  retenue. 
/  Je  crois  avoir  snffisamment  prouvé ,  M.  le  rédacteor,  tout 
€6  qoe  j'avais  avancé ,  en  commençant  cette  fftcheose  poTé- 
nuque.  Si  j'y  ai  mis  qoelque  chaleor,  c'est  que  j'avais  ma 
méfliode  à  défendre  ;  et  je  devais  d'autant  moins  y  faillir  que, 
aur  le  rapport  de  deux  de  ses  membres,  l'Académie  des 
sciences  m'avait  fait  Tbonneor  de  la  déclarer  un  perfection- 
nement utile  apporté  à  one  régie  usuelle.  Sans  doute,  cet 
illustre  suffrage  n'empécbe  pas  d'essayer  de  faire  mieux  ; 
pIollBors  l'ont  déjà  tenté  C) ,  car  chacun  peut  espérer  qu'il 
lui  sera  donné  d^apporter  un  perfectionnement  nouveau  i 
un  perfectionnement  déjà  reconnu^  peutrétre  M.  Finck  y 
parviendra-t-il  une  autre  fois ,  bien  que  la  chose  doive  pa^ 
raltre  peu  probable ,  après  les  explications  que  j'ai  donn^ 
s«t  le  critérium  logique.  Dans. tous  les  cas,  s'il  est  permis^ 
se  dire  à  soi-même  qu'on  a  mieux  fait,  puisque  nous  sommes 
hommes  et  que  nous  avons  chacun  nos  faibki^ses ,  il  fant  do 
moins  en  être  dix  fois  sûr ,  avant  de  le  proclamer  poUique* 
ment.  Si  le  savant  professeur  avait  suivi  cette  règle  de  eon-r 
daile,  il  ne  m'aurait  pas  mis  dans  la  -nécessité  toujours  péni*r 
ble  de  discuter  son  œuvre ,  et  d'établir  ici ,  aux  yeux  de  tooa 
qu'elle  est  loin  de  posséder  les  mérites  dont  il  l'a  paternelle 
ment  gratiCée.  .  .  , 


(*)  ArMt  la  pQbliealion  de  la  Dititwn  abrégée  ^  ce  point  de  la  icieoce  ai  im* 
IMrUDt  poor  les  calcolateora  était  négligé  ;  on  s'en  tenait  aox  réglet  tléfee» 
taeasea  enteignéet  par  quelques  auteurs  classiques.  Aujourd'hui  que  de  no«- 
▼eam  efforts  ne  paraissent  pas  nécessaires. ,'>cbacQn  appon«  s|)  (opnule*  Sen^* 
«n  ncbé  qu'une  régie  pratique  f<ûl  sortie  d'ailleurs  que  du  professorat.' 


—  M8  — 

Puisque  j'ea  suis  sur  ce  chapitre,  M.  le  rédacteur,  j'au- 
rai rbonneur  de  Youa  prier,  aa  cas  où  toos  le  jogeriei 
agréable  à  Yoa  nondnreax  lecleora,  de  melateer  consigner, 
dans  vos  savantes  annales,  la  règle  à  suivre  poor  abréger 
l'opération  de  la  division ,  d  après  vml  méthode.  Sans  doute, 
cette  règle  se  troave  rapportée  dans  mon  petit  ouvrage  ; 
mais  comme ,  en  le  publiant ,  j'avais  aussi  ponr  but  de  démo» 
lir  les  procédés  défectueux  qu'on  avait  enseignés  jusqu'alors , 
cet  ordre  d'idées ,  qui  avait  ses  embarras  »  m'a  entraîné  à  ne 
l'exposer  que  par  parties  détachées.  La  voici  ramassée  en  un 
seul  faisceau ,  et  je  me  sers  du  langage  algébrique  que  j'ai 
tenu  à  éviter  ailleurs ,  dans  Tintention  d*étre  plus  accessible 
à  tous. 

Division  abrégée  (par  la  mélhode  d*accroiasements}. 

Régk  gènèrah.  Soit  n  le  nombre  de  chiffres  du  diviseur 
donné ,  an  cas  où  il  soit  limité  ;  n  le  nombre  de  chiffres  qu'on 
veut  trouver  au  quotient.  On  prendra  le  double  de  n\  et  on 
marquera,  snr  la  gauche  du  diviseur,  le  nombre  le  plus  petit 
possible,  mais  plus  grand  que  2  ni.  Ce  nombre  ainsi  mar- 
qué est  le  dernier  diviseur  obligé ,  si  la  division  par  abré- 
viations peut  avoir  lien  Immédiatement.  A  partir  de  ce  der- 
nier diviseur ,  on  comptera  encore  n'~t  chiffres,  et  s'il  y 
en  a  davantage ,  ce  qui  est  le  signe  certain  que  Topération 
peut  s'effectuer  immédiatement ,  on  biffera  tous  les  autres , 
en  quelque  nombre  qu'ils  se  trouvent  d'ailleurs  ;  Tensemble 
des  chiffres  qui  resteront  formera  le  diviseur  d'entrée. 

Passant  alors  au  dividende,  on  prendra  un  nombre  capable 
de  contenir  le  diviseur  d'entrée ,  et  on  biffera  également  tous 
les  autres  (*).  En  formant  le  premier  produit  partiel  à  re- 


(*)  8*11  D'y  avait  pat  aatai  d«  ftilfkM ,  ce  qni  mnII  I«  signe  qtie  le  quotient  st 
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traocber i  on  aura  foin ,  s'il  j  a  Uea,  de  ooQterver  la  raie* 
nue  qa'aurait  donoée  le  premier  chiffirebiflK  qaifalt  ie<M?i- 
•enr  d'entrée. 

Poor  eDèclaer  la  di?iMM  partielle  saivaDte ,  on  bMbra  le 
chilire  de  droite  da  divîaeor  d'entrée,  et  en  formant  le  non*- 
teaa  produit  partiel  à  retrancher ,  on  oenier vera  égaleoMat, 
a'tt  7  a  lien,  la  releone  qui  «erail  prorenue  du  àûOte  bMè. 
On  continuera  ainsi  jusqu'à  la  fin  de  l'opération  ;  l'erreur 
coauniie  sur  le  quotient  sera  en  4*  on  en  —  et  <  que  deu 
unités  de  Tordre  sur  lequel  on  se  sera  arrêté  C^}. 

S*il  ne  se  trouvait  que  n'^l  chiflk^  sor  la  droite  du  der- 
nier diviseur  marqué,  il  n'y  aurait  alors  rien  à  biffer ^  dans 
ce  cas ,  le  premier  chiffirc  du  quotient  ne  pourrait  s'obtenir 
que  par  la  division  ordinaire  parfaite  ;  mais  les  suivants 
pourraient  Télre,  en,  par  abréviafibn,  en  bfflbnt  successi- 
vement un  chifltre  sor  la  droite  da  diviseur  donné. 

Enfin  f  s'il  y  avait  moins  de  n'-^i  chiffres  sor  la  droite  du 
dernier  diviseur  marqué,  on  pourrait  chercher  par  la  divi- 
sion ordinaire  les  qucifues  chiffines  qui  seraient  nécessaires 
pour  que  le  nombre  de  ceux  restant  à  trouver  encore  auquo» 
tient,  permit  de  se  retrouver  dans  lasîioalion  normale; 
■sais,  s'il  y  avait  plus  de  iraù  on  quaire  chiffircs  à  déter- 
miner ainsi ,  il  serait  bien  plus  avantageux  de  renoncer  à  la 
division  vulgaire ,  et  de  procéder  par  périodes  de  divisions 
abrégées ,  au  moyen  du  rétablissement  de  la  vérité  dans 
ravant-dernier  reste-dividende  de  chacune  d'elles,  ainsi 


àoH  pif  avoir  de  parti*  entière,  on  j  luppléerait  par  des aéroa,  et  l'on  écrirait 
«Mtl  lef  lérot  néeeatairet  à  la  gaoebe  des  eblffirëf  signiSeaUft  tronvéi  an  qno- 
tfem.  Dana  ce  eaa,  i'errenr  aérait  en  4  on  en  —,  maii  <  «me  nnité  de  l'ordre 
•w  leqnel  on  ae  aérait  arrêté,  pnla^ii'on  n'asrait  tapprimé  attcane  flgurt  dans 
!•  dividende. 

(*1  Ai-Je  iMiola  de  jdire  qae  ai  fon  veotrerreor  pina  petite  qu'une  unité 4'ui 
•rdro  déterminé ,  oelsi  dea  milliémea  par  esemple ,  Il  n'y  a  qn'é  diapoaer  le  di- 
vidende et  le  diviaenr  pour  troaver  on  ^fht  de  plaa,  e'eai'A^diré  pour  a'arré- 
ter  aar  lea  divntiiyéaea;  l'errew  «lorf  éunt  <  o,éém  aara  à  f^rUori  <  e,«ei. 


ipie  je  Tai*  czpliqaé  dam  111011  petit  trailé  de  la  diriêio» 
abrégée  (T). 

Note.  Le  théorème  de  M.  Finck  est  très-beao,  isdépeiH 
dasMUeiit  des  applicatkns  qs'oa  poorrail  en  faire.  On  peal 
ft*eD  ser?ic  oonuDodémeiit  pour  abréger  la  diviskm ,  éina  cer- 
tBlna.cis  imrticiiliers  «  dans  des  exemples  de  choix.  Mais  gé- 
néralement la  méthode  de  M.  Gny  est  préférable,  est  pins 
ûampUte,  ne  laisse  rieii  à  désirer.  J'accueillerais  avec  plaisir 
une  exposition  analytique  de  cette  méthode  remarqnaUet 
qui  a  rectifié  des  erreurs  et  comblé  une  lacone;  rexposition 
qno  j'ai  troairéetrop  longne,  diffuse,  ne  me  satisfait  pas.  Do 
reste ,  on  trouvera  peat-éire  que  le  capitaine  a  critiqué  avec 
nue  susceptibilité  trop  paternelle,  la  trop  paternelle  suscep- 
tibilité du  professeur.  Libre  à  chacun  de  penser  de  ses  «a* 
vres  ce  qu'il  veut.  N*e4t«çe  pjis  k  pul^Iic  qui  juge  en  dernier 
ressort?  ;  '  Tm. 


LA  STRÔPnOTBB  r). 

FAR  M.  OEORGS8  BITT. 


1.  Au  milieu  G  d'un  axe  Ah^'ia  s'élève  une  directricÊ 
GO  orlhogooaic,  coupée  par  des  rçjfoni  wckurs  AMM'  par- 
tant de  TorigiDc  A  des  coordonnées.  On  demande  le  lieu  des 
points  M ,  M'  déterminés  sur  les  rayons  vecteurs  de  manière 
que  GZ=Z]VI= Z'M'i  Z  étant  rintcrsection  du  rayon  vecteur 
avec  la  directrice  (fig.  48). 


(*)  M.  Finck ,  lorsque  le  nombre  de  chiffres  à  trourer  ao  quotient  est  ^IM 
g»ând  que  le  nombre  de  céax  qai  fiaient  à  la  droite  de  son  dernier  dlTiaaur,  est 
également  réduM  è  rocMirir  à  la  raètbode  Tvigaire,  à  moins  d'appKqaet  inob 
prooédé  de  périodes  de  ditlslons  abrèfées  en  rélabllssant  la  Térité. 

*     **  *! te  oontbe  a  déJA  été  étudiée  par  M.  Midy.  V.  t.  HI,  p.  M4. 


C' 
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En  cotiiidérattt  les  points  M ,  G ,  M' comme  fep^nenant 
à  ime  cîrconrérenee  de  rayon  yarfabte,  toajomrs  tangente  « 
C  à  Taxe  AB,  réqnation  renfermera  la  condition  dé  Un- 
terseetion  contimielle  d'une  droite  mobile  antonr  de  A  a^ee 
h  circonférence  indiquée.  Les  méthodes  usneHes  nooi 
donnent  : 

y=  4 — — (A) 

qui  prouve  que  le  lien  est  une  courbe  symétrique  autour  de 
l'axe  âB  ;  elle  le  coupe  en  A ,  et  en  G ,  où  elle  forme  un 
nœud.  Entre  A  et  G  la  courbe  forme  une  feuilk  dont  A  est 
le  tommei  et  s'étend  ensuite  entre  G  et  B  en  deux  branche$ 
infinies,  dont  la  perpendiculaire  BB'  élerée  sur  Taxe  au  point 
B  est  l'asymptote. 

2.  En  posant  l'origine  des  coordonnées  en  G ,  l'équation 
devient  : 

^=-^ <«' 

Le  signe  supérieur  appartient  à  la  feuille,  l'inférieur  aux 
branches. 

3.  Ghaqoe  point  M  de  la  feuille  a  un  point  car^ugué  M' 
qui  appartient  à  une  branche  ;  j'appelle  les  fonctions  de  la 
courbe  eu  AT  conjuguées  des  fonctions  correspondantes  au 
point  M. 

4.  Les  abscisses  conjuguées  GP,  GP'  comptées  du  nœud.G 
sont  égales  entre  elles. 

5.  En  nommant  X ,  Y  les  coordonnée  de  M',  leurs  valeurs 
domémpar^^  orsont  : 

X=2a  — X i  .  ;  .       (G) 

x  V         -^  " 


'  6.  Da  nœud  CcomnieceDlre  décrive!  avec  le  rajOD  ACs^a 
uo  cercle;  ce  sera  le  cercle  dreanêerii  à  U  slropboldc.  Eo 
proloDgeaDt  rordonnécy  de  la  courbe  au  poiol  M  jiuqo'à  ce 
qu'elle  rencontre  la  circonférence  en  Q,  ce  point  sera  le 
poini  cœigugué  do  cercle  appartenant  an  point  M ,  et  sf» 
fondions  circalaires  seront  eanjuguéeê  à  celles  de  la  courbe 
en  M. 

Le  cercle  circonscrit  est  un  élément  très-important  dans 
nuTCStigation  de  la  courbe. 

7.  A  Faide  de  l'équation  (A),  en  nommant  u  l'ordonnée  au 
cercle  conjuguée  de  j^,  on  trouve  aisément  : 

T — —  —-- (B.) 

u  2a — X 

autre  forme  importante  de  Téquation  de  la  courbe. 
8*  L'équation  (B)  donne  de  même  : 

xï«=px)^_^ (F, 

%.  Si  la  directrice  était  inclinée  à  l'axe  d*UB  angle  r,  réqua- 
tkm  au  sommet  A  de  la  courbe  deviendrait  : 

10.  En  substituant  dans  celte  équalion  la  valeur  de  l'or- 
donnée conjuguée  du  cercle  circonscrit,  parallèle  à  la  direc- 
trice, on  retrouve  Téquatiou  (E). 

*'  Théarémei. 

Il  est  aisé  maintenant  de  démontrer  les  théorèmes  ssivants, 
relatifs  à  la  directrice  orthogonale  : 

1 1 .  Les  cordes  conjoguéesMC,  M'C  font  constamment  eolre 
elles  un  angl^  droit. 


-ws- 

19.  Les  trab  trianglnrectaogletMCPtM'CP',  MGM'  lont 
MDblâbles;  par  oonséqaent  noot  ayons  : 

Mc'sMPMM' 

Ci5''=:M'F.MM'   } (H) 

.CP'=MP.  nrp* 

13.  Noos  avons  aussi  • 

ÂC*  =  AM.  AM' (I) 

14.  La  peryeadiculaire  ML  an  rayon  yccteur  AM  en  M  est 
égale  à  la  partie  CL  de  l'axe  compris  entre  le  centre  et  le  point 
L  oo  la  pcrpendicnlaire  ML  coope  Taxe. 

Cette  propriété  donne  un  autre  moyen  de  eonstniire  la 
stropbofde.  Celle-ci  et  la  première  construction  qui  a  servi 
poar  trouver  Téquation  se  prêtent  aisément  à  la  description 
de  la  courbe  par  mouvement  continu.  Il  suffit  pour  cela 
dl'im  fil ,  d'âne  règle  et  d*une  équerre ,  ou  d'un  fil  et  de 
deox  régies. 

15.  Une  perpendiculaire  MK  à  la  corde  CM  en  M,  coqpanl 
Taxe  en  K ,  divise  l'angle  AMP  en  deux  parties  égales  entre 
elles  et  à  l'angle  M  CP. 

15  6m.  La  corde  MC  coupe  par  moitié  l'angle  PMM'  que 
fait  le  rayon  vecteur  avec  l'ordonnée  de  la  feuille  au  point 
M|  la  corde  conjuguée  CM'  coupe  aussi  |>ar  moitié  l'angle 
AM'F. 

16.  On  trouve  en  outre  la  progression  : 

PK:PM:CP:M'F (K). 

17.  La  tangente  conjuguée  do  cercle  en  Q  est  toujours  pa- 
ftllfle  au  rayon  vecteur  AM. 

18.  Soit  conduit  le  rayon  vecteur  AB^  rencontrant  l'asymp- 
tote BV  en  F.  Il  esl^coufé'en  Y  par  le  cercle  cfrconscrit.  Oo 
trouvera  alors  AY s  2it, 
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MT=i«— Y  j (L) 

AMstt— ^  j 

19.  La  courbe  ooape  Taxe  en  G  mUs  un  angle  moitié  d'un 
angle  droit. 

20.  L'ordonnée  maxima  de  la  feuille  est  à  tréa-pea  près 

=  Tz^9  M  conjnffoée  =7  a;  son  abscisse  du  centre  est 

3 
approximatiyement  =7 a,  ou  double  de  Tordonnée  de  la 

5 

feuille. 

21.  La  méthode  des  tangentes  nous  donne  à  l'aide  de 
réquation  (A)  les  fonctions  tangentielles  de  la  courbe  «pie 
iroid  : 

La  tangente  MTœ rr— ^ —  %/  -i— :- '' 


La  sous-tangente  PTss 


(fl— x)' — ax  ^  2a— j: 

xi'ia — x)(a — x) 


{a — j:)" — ax 


(M). 


La  normale  MN=,  ,,  \/(fl'+2tf  j>— nt') 

(2a — j:)    ▼ 

L.«««^<»maleiN=!fZfîfc:±:!fl 

(2a--j:/ 

22.  Un  arc  s  de  la  stropboïde  se  trouve  exprimé  1^  la 
série 


23.  La  quadrature  d'un  aire  siropboïdale  à  l'aide  de  l'équa 
ti(m  (B)  sera 


j-i-^: 


-179- 
Gelle  eiftciriOB,  intégrée  depuis  «aeO  joaqa'i  xsa,  don- 

Dera  Taire  de  la  feuille  =;:  a'—  — .  Aiiui  en  inscrivant  nd 

oerde  dans  le  carré  do  demi-aie ,  la  somme  des  quatre  coins 
eorrilignes  qui  représentent  la  différence  de  ces  denx  figures 
égalera  Taire  cherchée. 

84.  Lasoiidede  réyolntion  de  la  fenilte  antoar  de  Taxe  est 

it  f  ydx=2na}  nog,2a—  -  j  . 

Problèmes. 

25.  Conduire  une  tangente  â  un  point  M  de  la  courbe. 

De  la  soQStangente  conjuguée  du  cercle  circonscrit  retran-» 
chez  le  demi  axe  ;  la  troisième  proportionnelle  à  la  diOTérence 
obtenue  et  à  Tordonnée  conjuguée  do  cercle  donnerais  sons- 
langeate  de  la  courbe,  et^par  suite  la  tangente. 

26.  Trouver  deux  ordomiées  conjuguées  dan»  la  courbe  y 
ayant  une  différence  donnée. 

Du  lommel  A  on  conduira  un  rayon  vecteur  tel,  que  sa 
portion  comprise  entre  Tasymptote  et  le  cercle  circonscrit 
soit  égale  à  la  différence  donnée;  les  deux  ordonnées  conju* 
guées  ainsi  déterminées  résoudront  le  problème  (§18). 

27.  Trouver  deux  ordonnées  conjug}iées  dont  la  somme  des 
carrés  soit  égale  à  une  surface  donnée. 

Prenez  sur  la  directrice  CZ  =  ~  du  côté  du  carré  donné; 

2 

par  Z  lirez  un  rayon  veneur  qui  résoudra  le  problème. 

fiB.  Voici  IfS  énoncés  de  quelques  autres  problèmes  qui 

peovettt  se  résoodre  à  Taida  de  constructions  synthétiques 


•  Goadoireito  rayon  vecteor  an  cercle eireonscril  tel,  que 
kihniAiédéla  sIrofiksMeleeoQpecomBemMi. 
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Troayer  dans  la  coivbe  deux  cordes  oonjogiiées  qoi  toteot 
eotre  elles  iimin. 

Troairer  une  ordonnée  qui  soit  à  son  abscisse  comptée  da 
nœud  ::m:n. 

Trouver  deux  cordes  conjaguées ,  dont  les  carrés  soient 
entre  eux  ::m:n. 

Trouver  deux  rayons  vecteurs  conjugués  qui  aient  une 
somme  ou  diflTérence  donnée. 

29.  Les  problèmes  suivants  sont  faciles,  et  nécessaires  à 
l'application  de  la  courbe  au  dessin  d'architecture  : 

V  Le  noeud  et  i'inclinsison  de  la  directrice  étant  donnés , 
trouver  le  sommet  et  Taxe  relatif  à  un  arc  donné  de  la 
courbe. 

On  résout  la  question  parles §§  15  et  15  6û. 

S^  Le  sommet  A  étant  connu  »  ainsi  que  la  direction  de 
l'axe,  déterminer  le  nœud ,  et  la  longueur  de  l'axe  relatif  à  on 
arc  donné  de  la  courbe. 

A  l'aide  du  $  15  fris. 

3»  L'ordonnée  maxima  étant  donnée  de  grandeur  et  de 
position  j  déterminer  les  autres  fonctions  de  la  courbe. 

Au  moyen  du  5  âO. 

4*.  Étant  donné  an  arc  de  la  courbe ,  compris  entre  le  nœud 
et  l'ordonnée  maxima ,  déterminer  les  autres  fonctions. 

Sur  la  corde  de  cet  arc  on  construit  nu  triangle  rectangle 
tel^  que  l'un  des  côtés  soit  double  de  l'autre.  (  $  20.  ) 

M.  L'extrémefadlitéquiest  le  caractère  pgesqueexdosif 
de  la  géométrie  du  cercle  »  a  causé  rintrodndion  de  cette 
courbe  précieuse  dans  toutes  les  parties  de  l'architecUBe. 
Mais  de  ce  qu'elle  se  prête  heureusement  à  la  plupart  des 
cas,  on  ne  doit  pas  conclure  que  son  usage  soit  iné^tnhle- 


—  Mi- 
ment nécessaire  ou  même  {^férable  dans  tontes  les  cireon* 
staooes.  Déjà  la  concholde  a  d&  être  appelée  au  scooors  ponr 
la  diminution  des  colonnes;  la  parabole ^  Vellipse,  la  chaî- 
nette remplacent  à  leur  tour  le  cercle  où  son  insufflbance  ne 
saurait  être  niée.  Mais  il  y  a  une  fouie  de  cas  où  aucune  de 
ces  courbes  «  sans  excepter  le  cercle ,  ne  saurait  être  avan* 
tageusement  appliquée.  On  peut,i  la  vérilé,  souder  en- 
semble plusieurs  arcs  de  cercle ,  ou  des  arcs  de  courbes  diffé- 
rentes pour  obtenir  des  formes  particulières  ;  mais  qaolle 
peine,  quel  tact  nalorel  n'exige  pas  le  choix  convenable  des 
centres,  des  rayons  ou  des  axes,  pour  que  ces  soudures 
soient  agréables  à  Tœil  exercé  des  connaisseurs. 

Pour  aplanir  ces  diflBcultés ,  on  a  imaginé  plusieurs  moyens 
bien  connus  de  Ions  les  artistes ,  tels  que  des  règles  découpées 
suivant  certains  profils  tracés  au  hasard  par  une  main  heu- 
reuse, des  opérations  empiriques,  etc.  Mais  plus  ces  re- 
mèdes sont  ingénieux ,  plus  ils  s'écartent  de  la  géométrie , 
et  plus  ils  manquent  de  généralité. 

3t.  Ces  inconvénients  se  font  encore  plus  vivement  sentir, 
lorsqu'il  s'agit  de  réduire  un  dessin  déjà  fait  à  des  proportions 
<lifférentes.  Tous  les  moyens  dont  on  se  sert  pour  créer ,  de* 
viennent  inapplicables  dès  qu'il  s'agit  de  copier.  Au  moyen 
d'une  règle  profilée ,  on  peut  consiruire  un  vase  par  exemple  ; 
comment  appliquer  ce  dessin  à  l'exécution  en  grand  sur  une 
place  publique?  Avec  les  moyens  de  réduction  ordinaires, 
on  pourra  obtenir  un  profil  qui  à  peu  prés  reproduira  les 
formes  voulues  ;  mais  les  proportions  approuvées  sur  le  pa- 
pier seront  nécessairement  blessées  par  la  réduction ,  puis- 
qu'il est  impossible  d'obtenir  en  d'autres  proportions  une 
courbe  semblable  à  une  courbe  donnée  tracée  auka$ard^ 
puisqu'il  faudrait  pouvoir  an  hasard  obtenir  dans  une  même 
proportion  différente  de  la  première  toutes  les  fonctions 
géométriques  de  la  courbe  donnée.  Cette  difficulté  disparaît 


lorsqu'il  s'agit  d'une  courbe  formée  par  différeats  arcs  de 
cercle  ;  mais  aussi  quelles  constructions  y  quel  travail  pour 
obtenir  des  centres  posés  semblablement  et  des  rayons  pro- 
portionnels ! 

32.  La  strophoïde ,  par  la  variété  de  courbures  que  pré* 
sente  son  parcours  depuis  le  sommet  jusqu'à  une  certaine 
proximité  de  l'asymptote,  se  prête  aisément  à  presque  toutes 
les  formes  gracieuses  que  le  cercle  ne  peut  donner  par  lui* 
même;  et  comme  les strophoïdes  sont  toutes  semblables,  il 
n'est  rien  de  si  facile  que  de  copier  en  telle  proportion  qu^on 
voudra  un  dessin  exécuté  à  Taide  de  celto  conrbe.  L'auteur  en 
a  fait  des  applications  au  dessin  de  fontaines,  de  vases,  de  balus- 
trades et  consoles;  de  parquets  en  mosaïques,  de  grilles,  etc. 
Elle  produit  des  moulures  supérieures  en  élégance  à  celles 
construites  par  le  cercle,  et  particulièrement  les  talons,  les 
doucines  et  lesscolics.  La  strophoïde  se  prèle  singulièrement 
au  dessin|d'architeclure  gothique  -,  la  partie  de  la  feuille  com- 
prise entre  le  nœud  et  lordonnéo  maxima  a  l'avantage  d'une 
solidité  et  d*une  hauteur  supérieure  à  celle  que  possède  dans 
la  même  largeur  Tare  en  ogive  ordinaire  circonscrit  au 
triangle  équilatère.  La  partie  de  la  feuille  comprise  entre  le 
sommet  A  et  l'ordonnée  maxima ,  a  quelque  ressemblance 
avec  le  demi-cercle ,  et  n- est  pas  moins  élégante  ;  elle  peut 
présenter  des  avantages  dans  la  construction  des  ponts ,  at- 
cndu  que  sous  une  même  largeur  elle  offre  un  dixième  de 
plus  de  hauteur,  et  par  conséquent  plus  de  solidité  que  l'arc 
circulaire  en  pldn  cintre. 

Enfin  cette  courbe  offre  les  courbures  les  plus  douces  que 
Pon  puisse  désirer  dans  la  construction  des  chemins  ;  la  pa- 
rabole ne  peut  offrir  sous  ce  rapport  un  avantage  égal ,  puis- 
que la  strophoïde  est  une  courbe  asymptotique ,  ce  que  la  pa- 
rabole n'est  pas. 
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SOLUTION  OU  PROBLEME  29  (p.  448) 

VAR  M.  BOBMOT, 


Théorème.  —  Si  d'un  poftit  A ,  extérieor  à  ane  droite 
MNy  OQ  mène  à  cette  droite  le  perpendiculaire  AB,  et  les 
obliques  AG ,  AD,  AE ,  et  si  ces  droites  croissent  snccessi- 
vement  d'une  même  qaantité  ,  les  distance^  BG ,  CD,  DE 
iront  en  diminuant  {Fig.  43.) 

/Wmofif^ralîaii.-r-Gansidérons  trois  obliques  consécutives 
queloonqncs  AG ,  AD,  A£. 

Portons  sur  MN,  et  à  partir  du  point  D,  une  longueur 

FDssDC  et  joignons  le  point  F  avec  le  point  A.  Il  suffit 

évidemment  de  faire  voir  qie  Ton  a  AF>>  âE.  Pour  cela  , 

prolongeons  AD  de  A'D  =  AD,  et  tirons  AT. 

On  a  de  suite  : 

AF+AC>2AD, 

puisque  AC  =  A'F,  maisparbypotbèse  AE~  AD=:AD— AG, 

ou  bien 

AE  +  ACc=3ADî 

doDcAF>*  AE,  donc... 
Note.  La  solution  analytique  est  très-simple.  Tm. 
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COMPLÉMENT  DE  LA  SOLUTION  DU NMl 8 (^.  p.413). 

VAa  M.  G.  HaOUSTft, 

élét«  du  collège  royal  militaire  de  La  Flèche. 

Il  restait  à  démontrer  le  théorème  ptur  un  eiposant  frac- 
tionnaire. 


-MO  - 

m  mm 

Soit  dooc  a^  . . .  .b^  +  c*  ,  nu  lieu  de  ces  nombres,  je 

preodfl  a*.  . . .  (A*  +  c*)"  ;  mais  a*  =s  fr*  +  <?*»  àoae  oa 
aura  encore  : 

m  m 

«-.  .  .  .  (A  •  +  c  •)'• , 

(b*  +  cT (ftS  +  c"^)»*. 

Ces  deux  développements  sont  connus»  pnisqae  les  exposants 
sont  entiers  et  po;>itifs,  mais  ils  n'ont  pas  le  même  nombre 
de  termes  ;  le  premier  en  a  m  -|-  1  »  le  second  âi»  -f~  ^• 

En  réunissant  les  termes  à  égales  distances  des  eilrémes, 
on  a  poor  termes  généraux  d'une  part  : 

1.     2.  3 p  ^  "•"  ^' 

de  l'autre  : 

■  •     ^»  «}•  •  •  ■  •  /^     -    L  j 

!•  Soil  ->2    ou   —  =  2  +  x,on  voit  facilement  qoe 

n  n 

le  coefficient  de  T  est  >»  que  celui  de  T. 
Les  parenthèses  deviennent  t 

I    j«*.  .  (A— B)  (**''-c'^*> 

La  diffirence  est ttss ' . 

{àcf 

Sibt$i>e  ,^-'->c'"...58era=^  =  Q--^>l, 
donc  la  première  parenthèse  sera  plus  grande  que  la  seconde. 


\ 
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Si  fr  esKc  V<  c^,  g  =  (^Y       <i ,  donc  la 

première  parenthèse  sera  plus  grande  que  la  seconde,  oar  la 
différence  de  la  première  à  la  seconde  est  positive. 

On  Yoit  doDC  que  la  première  série  a  pins  de  termes  que  la 
seccmde ,  qœ  chaqne  terme  de  la  première  est  pins  grand 
qne  son  correspondant  de  la  seconde ,  donc  : 

n 

On  Yoit  qoe  le  coefficient  namèriqne  de  P  est  moindre  qne 
celui  de  T.  ^ 

?  —  <â.    —  2=9'^  j:;  les  parenthèses  détiennent: 

H  n 

A  +  B, 

Leur  diff&renœ  est     ""  ,;  ,^7" — ^• 

Si  c>b,  i^'-6-">0;  I  =  (*)""''«  1  A-B<0, 

4nic  la  différence  sera  négative ,  c'est-4-dire  que  la  première 
psHPmtfièée  tOT»  moindre  que  la  seconde. 

Si4?<^    c'»'-.**'<0;   I >l.      A— B>0, 

la  dUMrence  sera  encore  négative;  donc  T  <  T. 

Orm  <I  an  ;  la  seconde  série  a  plus  de  termes  que  la  pre- 
mière ;  cfaacbn  de  ses  termes  surpasse  celui  de  la  série  qui  lui 

m  m         m 

«orv€^nd,  donc  tf»  <  A»  +  -r«  qtand  —  < 2. 


Aim.  Bi  MATita.  V. 


3i 


Cm$  d€  rexpoumi  négaêif. 


a  ^<Cb  *+c  «quel que 8oil--. 

±.  -L-4-J- 

Ona         ^  ÎL**'*îi' 

a»  ^»         c»   •. 

m      m  mm  mm 

OU  il»    C*    ....«•  6»  +  tf»  «•  , 


dCMlC  «•  ^>6»c»,    a»c»>6*c»; 


donc  2*«  4?»  <  A*  é»  -f-  ^*  ^  i 

donc  à  fortiori 


A»  c»<a»  6»  +fl*   tf». 


GI^AND  CONCOURS  DE  1846. 


M.  Droneto,  élève  dtotkigoé  d»  Laflèdie , 
en  date  da  S5  juillet  dernier,  les  aolationa  des  deux  qoes- 
Hont.  Noos  les  insérerons,  a'il  j  a  lien,  après  les  aolntions 
coaronnées.  1$l  qnestioa  ^faciale  ne  laisse  rien  à  déaiitc. 
Mais  dans  la  solution  élémmiair$  »  qooiqae  très^xade,  il 
s'est  glissé  un  vice  de  raisonnement.  On  dit  que  les  points 
cherchés ,  s*ils  existent,  doiyent  être  sur  une  ooiaine  droite 
qui  divise  les  donnéea  ée  k  figure  sffmêÊHqÊummiê.  On  peni 
seulement  conclure,  que  les  points  cherchés  sont  sitnés  symé* 
triqoement  par  ranKMrt  à  cette  droite. 

Nous  devons  au  même  deux  bonnes  solutions  des  problèmes 


^  us  - 

t€§  et  115  que  nous  damerons  bientôt ,  et  la  solution  du 
prob.  1S8  serait  irréproéhaMe ,  si  Ton  avait  eu  égard  aux 
tttnèea  temrittales  àe»  siècles  qtt!  dans  le  calendrier  grégo- 
rieii  ne  sofit  Ussexiiles  que  lorsque  le  quantième  est  divi* 
aMe  par  400.  Tm. 


■fcO. 


B1BL10GRAPHTE. 


GaoMOfiiQiTB ,  ciuraïQOB  ET  ANALYTiooB,  OU  TAft  de  tracer  les 
cadrans  solaires  ;  par  Rom ,  officier  d^artiilerie  (Lafère— 
mi).  Paris ,  1846  ,  in-8%  I-^YIII  ;  132  p. ,  6  pi,  (*). 

AvcoM  adenee  oe  fait  autant  d'ingrats  que  la  itfMiéma* 
liqDe ,  oMame  on  s^exprimail  jadis.  Il  n'est  surtout  pas  rare 
de  rencontrer  d'andena  élèves  de  FÊeole  polytedmique 
déerlsAt  la  aeieoee  qoi  ka  «  nourris  ,  qui  les  a  formés.  La 
niso»  en  eat  assea  steiple ,  nuria  exige  poortant  qneiques 
ptélteioaiM  pMlosopbifaes. 

L'onHers  est  régi  par  une  loi  unique ,  suprême ,  que  Dieu 
aeil'CDDnalt.  Quant  aux  deux  formes  sons  lesquelles  la  créa« 
tien  novsdpforija,  quant  an  temps  et  àrespace,  Il  nous  a  été 
accordé ,  par  une  révélation  proridénUelle ,  d'en  scruter  les 
propriétés,  d^en  étudier  lealois  qui  sont  aussi  celles  du  monde 
mmÊèÊUL ,  US  qu'il  se  nurtilfesle  à  des  sens  humains  ;  et  il  y 
ai  qaniqne  eboM  de  vrai  dana  cette  proposition  pythagori- 
danae,  que  tous  le»  phénomènes  physiques  sont  soua  Fero- 
pifedt  nombre.  Idée  qu'on  rencontre  déjà  chez  le  Psalmiste. 

Arasai  rhaftitiMie  de  méditer  sur  le  nombre ,  dans  le  sons  le 

{')  Cbts  Bâcbclter,  imprimcur'nbraire,  quai  des  Augastins,  ss. 
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plus  général ,  Tacilile  singaliéremeol  te  oompréheDsioD  à» 
formes,  des  forces  ;  ce  qui  renferme  tonle  la  nature  ej^èri- 
mentale.  Ayez  besoin  de  faire  connaître  des  corps  qui  sont  on 
qui  simulent  des  surfaces  de  révolotion ,  des  surfaces  gtn- 
elles,  développables,  etc.  ;  de  décrire  des  mouTenents  com- 
pliqués, résultat  de  forces  variables  d'intensité  et  de  direction, 
un  géomètre  tqus  comprendra  de  suite  ;  vous  parlez  sa  lan- 
gue; mais  un  non-géomètre»  très-difficilement,  fftt-il d'ail- 
leurs homme  littérairement  instruit.  J'oserai  encore  dire  ^e 
les  vitesses  instantanément  variées,  les  seules  qu'on  rencontre 
dans  le  monde ,  sont  ce  que  les  gens  du  monde  comprennent 
le  moins,  si  toutefois  ils  en  ont  une  idée  ;  et  par  contre,  le 
rapport  géométrique ,  qu'on  ne  trouve  guère  que  dans  le 
commerce,  est  le  seul  qu'ils  connaissent. 

C'est  précisément  cet  immense  avantage  que  procurent  les 
études  noAtbématiques ,  cette  extrême  fadlité  de  saisir  ce  qot 
se  passe  matériellement  dans  l'espace  et  le  temps,  qui  pro- 
duit tant  de  carUemptmrs  de  la  sainte  doctrine,  chez  des  an- 
ciens disciples*  Cette  facilité  devient  si  grande,  qu'on  est  tenté 
de  croire ,  que  toutes  ces  connaisi^anoes  .sont  du  domaine  pu- 
blic ,  appartiennent  au  bon  sens,  et  que  nous  aurions  pu  Jet 
acquérir  sans  passer,  par  cette  filière  de  théories,  abstraites , 
pénibles,  exigeant  une  si  forte  contention  d'esprit;  ertinr 
singulière,  où  Tamour-propre,  comme  d'ordinaire ,  ne  bisse 
pas  que  d'intervenir  pour  une  grande  part. 

Ce  qui  est  beaucoup  moins  étonnant ,  c'est  de  Toir  des  pro- 
fesseprs  douter  de  l'utilité  de  kur  anseigneoieiit.  Se  bonanl 
toujours  aux  propositions  générales  ;  partent  sans  cesse  de 
calculs,  sans  jamais  rien,  calculer  ;  de  mtaures,  sans  jamais 
rien  mesurer  ;  d'équilibre  et  de  mouvement ,  sans  jamais 
s'enquérir  ni  de  machines,  ni  d'engins  ;  éloignant  les  réalités, 
et  vivant  dans  le  désert  des  abstractions ,  il  n'est  pas  sorpre- 
naut  que  ces  anachorètes  finissent  par  considérer  la  science 
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comme  qd  jeu  d'esprit,  jeo  fatigant,  et  par  conséquent  assez 
tanayem  et  qu'il  faut  pourtant  jouer  d*après  le  principe, 
primum  eU  tnvere. 

Il  serait  extrêmement  utile,  aux  professeurs  au  moins 
aulaol  qn'aax  élèves,  qu'il  fût  prescrit  officiellement,  or- 
doftaé  d'en  haut ,  de  faire ,  dès  les  étémentaireSy  des  appli- 
catiMS  aux  sciences  accessoires,  physiques,  astronomiques, 
technologiques.  Les  examens  des  inspecteurs  généraux  pour- 
raient favoriser  cette  direction.  A  cet  effe| ,  les  collèges 
royaux  devraient  être  munis  de  planchettes,  ^raphomètres, 
instruments  d'arpentage,  pour  apprendre  aux  élèves  le  but 
de  ces  instruments  et  la  manière  de  s'en  servir,  et  l'on  pour- 
rait dirige  des  promenades  vers  les  ateliers ,  fabriques ,  usi- 
nes, etc.  Gela  contribuerait  à  faire  naître,  à  entretenir  l'amour 
do  la  science ,  à  la  cultiver  avec  zèle  et  ardeur. 

On  objectera  que  l'enseignement  collégial  embrassant  an- 
jonrd'hai  l'ensemble  des  connaissances  philologiques,  histori- 
ques, littéraires,  scientifiques,  artistiques,  gymnastiques ; 
ayant  adopté  pour  devise  de  omnibus  aliquid  (et  par  consé- 
quent de  toÊo  mM/),  il  n^  reste  pas  de  temps  pour  les  exer- 
cices, promenades,  visites,  etc.  ;  l'objection  est  très-bonne. 
Le  temps  est  une  quantité  limitée  ;  ce  qu'on  en  donne  au  su- 
perflnr,  est  enlevé  au  nécessaire.  Par  exemple ,  je  ne  suis  pas 
bien  convaincu  de  l'extrême  utilité  qu'il  y  a  pour  les  enfants 
destinés  à  des  carrières  commerciales ,  industrielles ,  mili- 
taires ,  à  perdre  un  temps  considérable  à  fabrique^  (car  c'est 
une  fabrique)  des  vers  dans  un  idiome  qu'aucun  d'eux  ne 
parlera,  n'écrira  et  que  l'immense  majorité  oubliera.  ïe  ne 
mis  pas  même,  jusqu'à  quel  point,  c'est  indispensable  pour  ïe's 
professions  littéraires.  Dans  les  gymnases  de  la  studieuse 
Allemagne,  on  ne  fait  pas  de  vers  latins.  Les  études  classiques 
y  sont-elles  moiq^  fortes?  L'Allemagne  est  un  pays  où 'beau- 
coup de  savants  ,  même  parmi  Icâ  géomètres',  écrivent  en- 


\ 
\ 
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core  cû  latiD.  La  France  est  le  seol  pays  ou  pas  uii  savant , 
mémejparmi  les  éradits  die  profession,  i^'écril  en  oetle  langiw. 
Ces  réflexions  m'ont  élé  suggérées  à  h  leclnrede  ce  méiBOire 
sur  la  gnomoniqae.  Les  professeurs  ponrronijrpuiser  une  foule 
d'applications  du  calcul  numérique  de  TarithiDétique,  propre* 
ment  dite  ;  des  proUèmes  de  géoméirte  éjénientaire ,  de  géo- 
métrie descriptive  ;  et  l'emploi  des  fornuiles  aaaly tiqaea  des 
deux  trigoQométries.  L'ouvrage  a  été  composé  à  l'occasioad'iui 
cadran  à  construire  à  l'école  d'artillerie  de  Lafére.  L'auteur 
donne  l'historique  de  ses  procédés  graphiques  et  analytiques  ; 
de  sorte  que  le  mémoire,  écrit  d'un  style  simple,  etayecnne 
grande  lucidité,  réunit  le  double  mérite  d'être  à  la  fois  des- 
criptif et  didactique.  L'exécution  y  suk  toujours  la  Ibterie 
et  montre  que  celle-ci  est  eQect|yemept  usuelle. 

On  sait  que  la  gnomonique  consiste  dans  ce  pcoblènie 
général  :  trouver  sur  un  plan  donné  le  tracé  de  douze 
plans ,  p.assant  par  le  même  diamètre  d'une  sphè|re  et  la 
partageant  en  douze  parties  égal/es.  La  solution  présente  des 
difficultés  quand  il  s'agU  de  la  rendre  simple,  {>nitiGablf, 
pour  les  diverses  positionsilu  cadran ,  pour  les  (iivers  ussges 
qu'on  tet&f  en  faire,  et  l'auteur  a  heureusement  aplani  tontes 
ces  difficultés. 

L'ouvrage  est  divisé  natjucellement  en  deux  parties;  la 
première  (4—56)  est  consacrée  à  la  co^ruction  des  épures, 
au  tracé  du  cadran  sur  le  miur  ;  la  deu^èipe  partie  (60— 123) 
aux  formules  nécessaires  pour  le  calcul. 

On  trouve  dans  la  première  partie  toutes  les  indicattoos 
pour  tracer  les  lignes  horaires ,  déterminer  le  centre ,  les 
courbes  diurnes ,  la  méridienne  du  temps  moyen,  ks  ligues 
du  cadran  et  la  pose  du  style.  Chaque  procédé  est  l^Hiné 
par  les  principes  théoriques  qui  le  précèdent.  Idss  épures  trésr 
bien  dessinées  sont  toujours  faites  dans  pn  esprit  éminemment 
pratique.  La  planche  IV  rcnferuiant  pour  ainsi  dire  toute  If 
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thterie  du  rajet  est  un  modèle  da  genre.  La  planche  YI  ei 
dernière  renferme  les  cinq  cadrans  ositès;  savoir  :  le  cadran 
éqaalorial  »  horizontal  »  vertical  non  déclinant ,  vertical  dé- 
clinant, enfin  le  cadran  parallèle  an  méridien.  Les  notations 
•ont  choisies  avec  tant  d'ioleUigeBce,  qne  l'homme  compétant 
peut  pour  ainsi  dire  lire  les  planches  sans  oonsnller  le  texte. 

L'auteur  s*est  montré  très-habile  dans  le  maniement  des 
formules  souvent  si  malaisées  de  la  trigonométrie  sphérique. 
Il  les  adapte  toujours  au  calcul  Ic^arithmique  et  quelquefois 
par  des  artifices  très-ingénieux. 

Nous  signalons  la  formule  (19) ,  page  tOS ,  pour  calculer 
Tangle  que  fait  une  ligne  horaire  avec  la  soua^tyl^ire.  On 
donne  Téquation  polaire  et  l'équation  à  coordonnée»  rectan- 
gulaires  des  courbes  diurnes  et  une  discussion  soignée  de 
ces  courbes  du  second  degré.  On  suit;  sdon  le  beaein,  une 
méthode  mixte  trigoaoméirique  ou  à  coordonuées  carte- 
siennes.  On  aurait  pu  peot-étre  admettre  quelques  simpli- 
fications et  ajouter  les  formules  nécessaires  pour  apprécier 
riaflueoce  des  errenra  des  données  d'observatioas  sur  les  in- 
dications du  cadran. 

L'ouvrage  est  terminé  par  une  applieatten  numérique  4m 
farmules-«éDérales  an  cadran étaUi  m  ISSlkLaOn,  *la 
latitude  de  49"  40'. 

Toutes  les  ezpUcalieas  sont  tondém  sur  des  mouveneiiie 
réelê.  Idée  heureuse  que  l'illnstre  Lacaille  a  ado|ilée  dans  «m 
aalroaomie  et  par  laquelle  l'enseigàement  est  siagnUèremenl 
iKHité.  ▲  quoi  sert-jl  de  commencer  par  ce  que  lent  le 
monde  sait  élro  fimx  pour  arriver  au  vrai  ? 

L'auteur  )  aujourd'hui  oflider  supérieur  distiogné  dans 
l'arny  sayante  de  l'artillerie,  lors  de  la  composition  de  ea 
mémoire,  venait  à  pei^e  de  quiller  les  banc«  de  l'école  poljF- 
technique  et  il  s'est  montré  à  la  hauteur  de  son  sujet ,  digne 
élève  du  célèbre  iostitut.  Tm. 
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DU  BINOME  DE  NEWTON , 
AfiUfriMMTtmmX  à  NewUm, 


Le  théorème  du  bioteie  de  Newton^  c'est  ainsi  qo'oD  le 
éénooinie  ordioairement ,  n'appartient  pas  exclusivement  à 
Newkm.  HutUm  a  émis  cette  vérité  aujourd'hui  reconnue , 
dans  son  Introduction  à  ses  Tables  mathématiques.  Avant 
Newton j  d'illustres  géomètres,  Lnca$deBwrgo^  SHfeKu$f 
FiéUy  Briggg  et  Pascal  avaient  ouvert  la  Toie.  Ce  qui  seule- 
ment peut  être  accordé  sans  conteste  au  prince  des  Mathéma- 
ticiens anglais,  c'est  l'extension  du  fameux  théorème  au  cas 
des  eiposants  fractionnaires. 

M.  JBd.  Bioi  nousa  appris  (  Journal  des  savants  I8S5)  que 

exprimées  en  nombres  entiers  était  connue  des  Chinois  an 
moins  en  1593,  car  le  Souan  Fa  hng  Twng  (principes  de 
l'art  du  calcul  )  fut  imprimé  en  cette  année.  Les  Hindous 
irés-vraisemblablement  ne  sont  pas  restés  en  arrière  de  leurs 
TOisins  chet  lesquels  on  n'a  pas  encore  trouvé,  que  jesadie, 
te  Brahtnagupta  ou  un  AryMuata  ;  toutefois  je  ne  saurais 
voir  dans  l'énoncé  et  dans  la  solution  d'un  problème  traduit 
du  sanscrit  par  M.  Reuben  Burrmt ,  ta  preuve  évidente  que 
les  Hindous  connaissaient  le  théorème  du  binéme  de  Newian 
dans  le  cas  de  rei^>osaot  entier  et  positif,  tout  aussi  bieiqne 
Briggt  et  beaddoop  mieux  que  PasaU  f).  Ce  sont  là  les  pro- 

C)  Biographie uniwrteUe,  t.  XXXI,  p.  112.  Notice  sar  JVewfofi  puÊÊ.Biâi: 
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prcs  termes  de  M.  Reubm  Bwrrùw  (*).  Voyons  si  le  problème 
Indait  do  sanserit  peut  justifier  un  pareil  langage. 

Éfumcé  :  «Le  palais  d'un  Radja  ayait  boit  portes  ;  Or  ces 
portes  peotent  être  ouvertes  noe  à  nne,  on  par  denx  à  la 
fois ,  on  par  trois  à  la  fois ,  et  ainsi  de  saite ,  jusqu'à  ce  qu'en- 
fin tontes  soient  ouvertes  ensemble.  On  demande  de  dire  les 
nombres  de  fois  que  ceci  pentétre  fait?  » 

SolmHion:  «Écris  le  nombre  des  portes,  etavance  en  ordre 
en  diminuant  snccessi?ement  de  Anil  jusqu'à  l'unité,  et  alors 
dans  l'ordre  contraire  comme  il  suit  : 


8 

7 

6 

5 

4 

3 

2 

1 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

»  Divise  le  premier  nombre  buit  par  l'unité  auHiessous  de 
lui ,  et  le  quotient  huit  montre  le  nombre  de  fois  que  les  portes 
praf  eut  être  outertes  une  par  une.  Multiplie  ce  dernier  huit 
|Mur  le  terme  yoisln  sept  et  divise  le  produit  par  le  deux  qui 
est  au-dessous ,  et  le  résultat  yingt-bnit  est  le  nombre  de  fois 
que  denx  portes  difiérentes  peuvent  être  onrertes;  multiplie 
le  dernier  nombre  trouvé  vingt-huit  par  la  figure  suivante, 
six,  divise  le  produit  par  le  trois  au-dessous,  et  le  quotient 
cinquante-six  montre  le  nombre  de  fois  que  trois  portes  dif- 
férentes peuvent  être  ouvertes.  Et  encore .  ce  cinquante-six 
multiplié  par  le  cinq  suivant  et  divisé  par  le  quatre  an-des- 
sous est  soixante-dii ,  nombre  de  fois  que  quatre  portes  dif- 
férentes peuvent  être  ouvertes.  De  même ,  cinquante-six  est 
le  nombre  de  fois  que  cinq  peuvent  être  ouvertes  :  vingt-huit 
le  nombre  de  fois  que  six  peuvent  être  ouvertes  :  huit  le 
nombre  de  fois  que  s.ept  peuvent  être  ouvertes ,  et  enfin ,  «n 


Pmaealy  avaBi  NewUm,  aTiil  donné  nne  régie  pour  former  dir9eUm$nt  un 
t«BM  <|iieleoiM|«e  du  développement  des  poiieances  binomlales ,  dans  Te  c«s 
oè  rexpotânl  de  la  pnissanee  est  on  nembre  entier, 
n  ÀimHc  Mâêêmrekêê ,  2*  toi.  Appendii ,  ••  s. 


eftt  la  sombre  de  foii  que  toolet  pea? eut  Mre  oavartet  m- 
semble  ;  et  la  umme  do  toates  la»  différentes  fois  est  SU  • . 
Ici  finit  la  tradnction  da  sanscrit.  M.  Beobea  Borrow  oon- 
tÎQiie  t  «  La  démonstration  est  évidente  poor  les  matbénuiti- 
ciens.  En  effet ,  le  coefficient  da  second  terme  dans  teole 
équation  générale  indiquât  la  somme  des  racines,  il  s'en- 
sait  que  dans  la  puissance  n  de  i-|-l  t  où  diacone  denraciass 
est  ronité,  le  coefficient  indiqœ  les  différentes  iMNMf  qui 
penvent  être  prises  dans  n  choses  :  de  même,  attente qne  la 
coefficient  do  troisième  terme  est  la  somme  des  produits  dif- 
férents de  tontes  les  racines  prises  deax  à  denx,  il  afeosoit 
qoe y  etc.  »  (LUavaH^  section  YI.) 

D'abord  noas  dirons  qae  l'on  doit  établir  une  distinction 
entre  la  règle  des  coefficients  et  la  formule  du  binôme  elle- 
même.  D'autre  part,  si  l'on  ^ent  rattacher  cette  question  à 
Tune  des  théories  des  Hindous ,  il  nous  semble  que  pour  la 
résoudre»  ils  ont  suivi  une  roule  beaucoup  moins  détournée 
que  celle  qu'on  leur  attribue.  Les  Hindous  connaissaient  la 
théorie  des  combinaisons  et  des  permutations,  et  nous  avons, 
d'après  M.  Burrùtt  lui-même,  rapporté  à  ce  sujet  (*)*  iu>^ 
question  particulière  qui ,  si  elle  n'est  pas  d*nne  grande  uti- 
lité pratique ,  a  du  moins  le  mérite  de  paraître  curieuse  à 
M.  Delambre  (**)  Pour  nous ,  la  règle  donnée  précédenunent 
par  les  Hindous,  n'est  qu'une  simple  conséquence  ou  plutôt 
une  pure  application  de  cette  théorie.  En  effet,  le  nombre 

de  fois  que  huit  portes  différentes  peuvent  être  ouvertes  une 

g 
à  une ,  est  évidemment  égal  i  8  ou  -.  Le  nombre  de  fois  que 

huit  portes  peuvent  être  ouvertes  deux  à  deux,  ou  le 
nombre  de  combinaisons  d#  hait  objets  pris  deux  àdeux ,  est 


(*j  Nouvéllet  ÀnntUëi  dé  UmikétMàip^K  *9m»  V,  p.  »T. 
n  Hitfoirê  et  VAiUnm,  mit.,  On  <}«  (MB*  i. 


égal  à  — .  Le  nombre  de  fois  que  huit  portes  différentes , 

peuvent  être  ouvertes  trots  à  trois ,  est  égal  à  -^-^  ;  etc. 

En  faisant  la  somme,  les  Hindou»  firent  amenés  à  cetta 
remarque  bien  naturelle  que  pour  passer  du  premier  terme 
(nombre  des  portes)  an  second ,  il  fallait  mulUpUer  par  7  vei- 
3in  de  8 ,  et  diviser  le  produit  par  2 ,  an-dessous  de  7  et 
qui  marquait  son  rang;  —  que  pour  passer  du  second  terme 
an  tPûisiéme,  il  fallait  multiplier  par  le  chiffre  suivant  $,  et 
diviser  par  le  nombre  m-dessous  de  6 ,  c'est-i-dire  3  tpA 
marquait  son  rang  et  aipisi  de  suite.  Arrivés  à  la  dernière 
expression  de  formeiractionnaire ,  un  simple  coup  d'oeil  jeté 
sur  ce  double  rang  de  chiffres  dicta  aux  Hindous  la  réglf 
qu'ils  ont4onnée.  —  Cette  explication  admise,  nous  répét#o 
rons  avec  AL  Plaifair  d* Edimbourg  ^  que  ce  problème  prouve 
que  les  Hindous  ont  iQurné  leur  attention  vers  certainea  in- 
vesttgations  arithmétiques  dbnt  il  n'existe  aucune  trace  dans 
les  écrits  des  mathématiciens  grecs ,  mais  nous  croirons  avoir 
juatementdémontréqH'on  n'eii  doit  pas  cûnclureavecM.Asi^ 
isn^urroio  que  les  Hindous  connaissaieni  le  théorème  du  hi* 
pôme  de  Newton  dans  le  cas  de  l'exposant  entier  et  positif,  au 
moins  auasi  bien  que  Brigg$  et  beaucoup  mieux  que  Poêcêi, 

Nous  allons  prouver  maintenant  que  longtemps  avant 
Briggsj  les  Arabes  connaissaient  la  règle  pour  engendrer 
les  coeflBcients  des.  termes  du  développemeni  d'une  puis* 
sance  entière  et  positive  du  Binôme ,  successivement  les 
uns  des  antres  et  indépendamment  de  ceux  de  toute  autre 
puissance.  Cette  régie  se  trouve  dans  deux  de  leurs  ou- 
vragea  arithmétiques,  dans  le  MefUhal  ffiêdb^  oa  Clef  du 
calioil ,  «OD»posé  par  DjommMd  im  Mçnmaoud  seus  le  règne 
4»  ChOoufk  Beg ,  petit-Qls  de  Timour^  et  dans  ï^fimn  al 
i^Mi ,  w  ^les  do  calcul ,  composé  par  M9h0mmÊà  Bàkàt 


-  498  — 

80U8  le  règne  de  Shah  jàhhas  I,  vers  l'an  1600.  Ces  deux 
ouvrages  sont  peu  on  point  connus ,  M.  J.  Tytler  qai  le  pre- 
mier a  révélé  leur  existence  n'a  pu  se  procurer  dans  l'Inde 
qu'un  simple  extrait  de  chacun  d'eux ,  et  il  n'a  fait  connaître 
que  le  fragment  de  Tjfyoun  al  Hisàb ,  qui  donne  la  règle  de 
la  formation  des  coeflteients.  C'est  ce  fragment  que  nous 
allons  reproduire  : 
«  Observe  que  les  Radiées  Loeorum  (  coefficients)  de  toute 

puissance  sont  des  nombres  qui  sont  placés  vis-à-vis  du 
lotus  primûm  (la  racine  ou  la  première  puissance)  et  des 

puissances  antécédentes  (  i.  e.  dont  les  indices  sont  moindres 
que  celui  de  la  puissance  dont  les  coefficients  sont  deman- 
dés )  ;  la  méthode  pour  les  découvrir  tëi  comme  il  suit  :  — 
^cris  les  noms  de  la  racine  et  de  la  puissance  antécédente  on 
inférieure  à  celle  donnée  en  un  rang  de  longueur  {i.  e.  en  un 
rang  du  haut  en  bas  de  la  page),  prends  le  nombre  indice 
de  cette  puissance  donnée  et  place-le  vis-à-vis  du  nom  de  la 

racine ,  alors  retranches-en  un ,  multiplie  ~  du  reste  par  le 

Sa 

nombre  qui  est  placé  vis-à-vis  de  la  racine  ou  inversement 
(  i.  e.  ou  multiplie  le  reste  par  la  moitié  de  ce  qui  est  placé 
Tis-à-vis  de  la  racine),  et  place  le  produit  vis-à-vis  du  nom 
ûù  carré  ;  alors  retranche  2  (  de  l'indice  de  la  puissance 

donnée)  et  multiplie  -  du  reste  par  ce  qui  est  placé  vis-à-vis 

du  carré  ou  inversement ,  et  place  le  -produit  vis^-vis  du 

f 

cube  ;  alors  retranche  3  et  multiplie  j  du  reste  par  ce  qui 

est  placé  vis-à-vis  du  cube  on  Inversement,  et  place  le  pro- 
duit vis-à-vis  de  la  quatrième  puissance ,  et  ainsi  de  suite 
jusqu'à  la  fin;  par  une  conséquence  nécessaire  le  mémo 
nombre  sera  trouvé  dans  tonte  place  équidistante  de  celle 
du  milieu ,  ou  des  deux  qui  occupent  le  milieu  ;  c'est  pour- 
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qaoi  y  si  ta  Taimes  mieox ,  écris  la  première  figure  trouTéeî 
aussi  à  la  dernière fdaee  (dans  l^cas  actuel),  ce  qui  est 
écrit  Yis-à-Tis  de  la  racine  et  du  carré  peut  être  écrit  Yis-à- 
Tis  de  la  quatrième  puissance  et  du  cube,  et  ainsi  de  suite 
jusqu'à  ce  que  ce  soit  complété.  Par  exemple ,  qu'il  soit  re- 
quis de  trouver  les  coefficients  de  lA  douzième  puissance. 
Écrivons  depuis  la  racine  jusqu'à  la  onzième  puissance, 
ainsi  qu'il  a  été  enseigné ,  et  écrivons  1  â  qui  est  l'indice  de 

la  puissance  donnée  vis-à-vis  de  la  racine  et  à  la  dernière 

1 
place ,  retranchons-en  1  »  et  multiplions  ce  reste  par  ;r  de  1 2^ 

et  écrivons  66  le  produit  vis-à-vis  du  carré  et  à  l'avant-der- 
nièrc  place  ;  retranchons  2  et  multiplions  10  qui  est  le  reste 

par  -  de  ce  qui  a  été  écrit  vis  à-vis  du  carré,  et  écrivons 

le  produit  qui  est  220  vis-à-vis  du  cube  et  à  cette  place  qui 

lui  correspond  (  i,  e.  équidistante  du  milieu  de  l'autre  côté)  i 

1 
«lors  retranchons  3  et  multiplions  9  le  reste  par  j  de  ce  qui 

est  opposé  au  cube^  et  écrivons  le  produit,  qui  est  495,  vis- 
à-vis  de  la  quatrième  puissance  et  de  sa  correspondante  ; 

al(ws  retranchons  4  et  multiplions  8  le  reste ,  par  -  de  ce  qui 

est  vifr4hvis  de  la  quatrième  puissance,  et  écrivons  le  pro- 
duit, qui  est  792 ,  vis-à-vis  de  la  dnquièiM  puissance  et  de 
la  correspondante;  dors  retranchons  5  et  multipHons  7  le 

i 
reste  par  -  de  ce  qui  est  vis-à-vis  de  la  cinquième  puissance, 

«t  écrivons  le  produit,  qui  est  924,  vis-à-vis  de  la  sizième 
puissance  ;  ces  nombres  ainsi  écrits  sont  les  coefficients  de 
la  doQiièiiie  puissance,  en  voici  la  table  : 
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NOM  B«  pnaMil»  FtioÉtoiinr  Lft  rnfliftMi  WMtKte. 

«OMS 
dM 

1i*ik|iM  (Af*  nulimieeV.    ..•• 

18 

• 

CMré.           

60 

Cube             

220 

nualrl^Mft  milwsnrft.      ...• 

001 

^■■11 1^  uiu  |wiasaiiw«        •••••••      •#■ 

Gtaïqalème  poissaoce |         702 

Sixlèaie  pdlsmoe. ^     . 

Septftème  putauice |         709 

n nitfème  Diitflsainc& •    .     .    .    • 

605 

220 

TMiHihA  miliMflinp..     .•••■•••••■ 

io 

A/IJUWIV  JfWi*B»Mll«*»          ••••          ••■■••• 

12 

• 

»  D'où  il  soU  que  cette  puissance  de  tout  nombre  est  égale 
à  la  somme  des  puissances  de  ses  deu  parties;  et  12  fête 
chacune  de  ces  parties  multipliée  par  la  onnène  puisssMt 
de  rantrej  et  66  fois  le  carré  de  chacune  d'elles  par  la 
dixième  puissance  de  l'autre;  et  ââO  fois  le  cube  de  chacune 
d'elles  par  la  neuvième  poisaanee  de  TMilrê  ;  et  4W  fois  1» 
quatrième  puiasanee  de  ohaurane  d'elles  par  la  hoitiétuè 
poissanoa  de  Vautre;  et  79S  fbb  la  eiùqnième  pnisoanrf  de 
chacune  d'elles  par  la  septième  puissance  de  l'autre  ;  et  924 
fois  la  sixième  puissance  de  l'une  d'elles  pftr  la  sitième  puia- 
saneadeFaulref  et  ainsi  des  des  aafresaa».  » 

NùU.  n  est  rmaïquflHe  qu'en  Borape  les  coeBclants 
binomiaux  ont  été  indiqués  pour  ka  extradious  dea  naciMa 
avant  de  l'avoir  été  pour  l'élévation  aux  puissances  ;  la  pre- 
mière indication  se  tronve  dans  l'arithmétique  du  célèbre 


StflM ,  eM  cMefléos.  Yoid  le  titre  de  l'our rage  :  Arithme- 
$kainiêffr0f  màhom  Mekaeie  SUfelio^  Notimb.  ap.  loh. 
Petreiam ,  1 544 ,  io-4.  de  32â  pages.  Il  y  a  une  préface  da 
eâèbre  théologien  Philippe  Melanchthoti  qai  recomttiande 
rarithmétique  parce  qa'elle  forme  Fesprit  et  raccoatome  à 
prendre  plaisir  à  la  vérité  et  à  la  certitude.  Le  premier  liyre 
du  cinquième  chapitre  De  extracUonibui  radicum  contient 
une  section  intitulée  :  De  inventione  numerorum  qui  peeu- 
limikr  p$rHnmii  ad  iua$  tpécm  extrêtcUofium.  C'est  une 
taUe  formée  de  cokmiiea  qui  coalieneiil  les  nombres  qu'on 
appelle  aujowd'hin  coeBsicols  hino»iM«  £a  voici  la  Ibr- 
malien: 


•  ^•^Bw  0  ■■vOTv  wt^H9wFO  flVP^PMMv  wSNW^VvW  OTMR^rVr  •  ^W^^NRv ^  fll0M(  9tr^ 

fmiêf  pottriM  quaniwn  volueris.  Ei  iUa  raâix  eit  Mfuena'um  lat^rum  on^ 
niwm  Mtm  mmmimm  lafMf  91ml  êamiimêi  mmaro$  trigomtUhm  ite  ofM^  ê» 
primo  tèlorê  :  Duobui  (*}  eoUiê  de  primo  latore  obminii,  ryjteiitwr  numoruê 
€9Êmlm  lorHm  ^  prkko  UOero,  ûtqûe  ûb  oodem  itumoro  inciptt  tatuê  ieeundum 
^WiWwl  êtres»  toriitm  coUulmmprimi  lûiori».  Doindo  om  êddiêiono  ambormm 
Hlor,  (iéfottM  t0rUo  pHmi  Utterii ,  et  priwut  termitio  ieeundi  iaterii)  fit  «m- 
mÊmê  mwflf  têmmêj  êttoris.  Sh  om  wmmlp  mtÊWto  Hêmnêê  iaiorU,  «r«jr 
mio  eolUtofûli  /Il  tortius  mmerui  iwmndi  laterit,  et  ox  Urtio ,  ei  euo  eoUato- 
f«|i  /MfMraM.  Mt  tieéiimêpêim  imflmihm  fUri  potét$  dnoetuui.  Quemod- 
■orfiiw  mniom  noêeihar  eeeundum  Imiuê  e»  UUere  priwto^  ita  notcitur  UUuâ 
ipnflMn  cr  htOTé  ieefênêif,  et  eAlM»  modo  naieit&r  latue  ^Mrtwm^x  laiero 
itrHot  êi  fMtulMi  —  fiêmrio zeitio deimetpo,  «1  tu  ittètUm  owmim  hmjumm 
pimriter  vidêê.  Certe  admodwm  mirandum  eit  taXia  eontineri  tub  numerorum 


IVapvi»  ealie  éesiEiptisa,  tt  est  évident  que  le  triangle 
de  BMcalqppartienl  à  SMbI.  Il  se  sert  même  de  cetfe  table, 
pear  ceastmire ,  à  so»  insn,  las  termes  binomiaux ,  mais 
rien  qn^eaf'  vw  dal'eKtractlsn  des  racines  :  Cm  spedêi  çitt- 
iftsIoNa  irmufientMter  proffêHem  9ervkU,  sMndicat  crU- 
nk  UMm  immenu  primm ,  nùMn  eêt  mim  â  iuirindicmre  qua- 
ér^Êtm.  Ainsi  pour  reKHMUon  de  la  racine  huitième, 
«dit: 


B»  miHm  01»  s.  9s.  SI  .7«.  j^wnlir  mmmmh  ^  eoftém^  exirûtHoni 
lênomonMomokm.  Primo  recipUdêur  ex  ordino  qmo  poumUmp.  Doindo  rop^ 
rottograào  oxeopto  uMtÊn.  Mrumt  orgô  têptom  mmori  ftidelieet 


i«*i 


(*)  H  Irai 
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t.  ta.  96. 70.  M.  2S.  6.  eteuUîMtorum  prmpono9%ê»cipraê,  IbtcifU  •»<#«  qmiikel 
9or%m  pro  te  dfram  unam ,  «1  pro  quolibet  aequenli  tumero  etiam  unmm  re- 
eipii.  Ut  8  teptfim eifrat,  ummnpro  u et réUqM»  tex pro rfKfnw een  msmerii 
eequentibut  :  iie  teeunéku  numerut ,  id  eit  28,  reeipit  tex  eifrat,  unam  pro  u 
et  «ItM  fuinftte  pro  mmerii  qninque  tequet^Olmt  :  fie  tertUu ,  id  eet  56  reeipit 
quinque,  et  quartiu  eit  70  reeipit  quatuor,  et  tie  deimeepij  quemëdmodum  viikê 
eet  lie  e$te  poeUoi  :  sooooooo 

88000000 

5600000 

700000 

56000 

3800 

80 


C'est  loat  eeqa'il  dit  de  Textraction  de  la  racioe  »«..w^„^, 
il  en  résulta  dairemeot  qu'il  avait  le  seotiment  du  bindme  et 
le  formait  même  ;  aosai  Kftstoar,  dont  nous  avons  extrait  ce 
qui  précède ,  dit  avec  raison  que  Stifd  connaissait  le  théo* 
rème  binomial  virtualiier,  mais  non  formàliier  (  Geschîchte 
der  Malhematik ,  1. 1 ,  p.  128,  1796).  On  peut  en  dire  au« 
tant  de  la  théorie  des  logarithmes.  Ainsi ,  dans  le  4°^  cha* 
pitre  du  1*'  livre,  où  il  traite  des  progressions  géomé- 
triques,  on    Ut  :    SequUur   vtUis  traetatio   ut  frogres- 

m 

iioni  ariihmcUeœ  respandeai  gtomeiriea  progr^mo.  Il  mon- 
tre l'usage  qu'on  peut  faire  de  cette  ccnrespondanoe , 
pour  changer  la  multiplication  et  la  division  m  addition  et 
soustraction  ;  les  élévations  aux  puissances  et  extractions  de 
racines  en  multiplication  et  dirisiOD,  et  donne  des  excinples. 
Il  dit  la  chose  et  ne  se  sert  pas  du  nnot  fmmanot  t  nais  il 
emploie  le  mot  expomM  dans  le  mène  sens  que  noua. 
Ainsi ,  dans  une  équation  où  un  sensicube  doil^étare  égal  à 
unsurMdide  plus  35156  bicarrés;  il  dit  que  les  ea^McnUt 
sont 6,  5,  4.  Cet  homme  de  génie. né  à  EsUngen  en  i50t, 
et  pasteur  de  l'église  de  Holsdorf ,  a  enseigné  «n  Saxe , 
en  Prusse  et  en  diverses  villes  de  France  et  d'Italie,  et  est 
mort  à  léna  en  1567.  Il  a  publié  une  arithmétique  en 
allemand,  Norimb.,  1545,  in-4%  et  un  livre  de  calcul 
(  Rechenbuch  )  sur  la  pratique  italienne  et  allemande , 
Nuremb.f  1546,  in-4^ 


-  W7  — 


son  f.B» 
MÉTHODES  MÉTAMORPHIQUES  (de  transformation), 
et  théorie^des  points  correspondanti. 


h  Soii  f(jc^  y^  »).5=0  réqoBtfon  d'ooe  sarbM»  algébrique 
dQ  degfémet  rapportée  à  trda  plana  coordoonés;  prenons 
arWtnireaieoi  Iroia  fonctions  F,,  F.,  F,  à  six  variablea 
.  JT,^, a»  u^  e,  ^,  ei  ègaloos-lea  à  'léro  ^  et  regardots  u,  i,  i^, 
oomiDe  des  eoordonnées  rapportéea  à  d'aotrea  f^ns  ;  éUmi*- 
naai  x^y^  %  entre  lea  quatre  éqnations,  on  aora  mie  éqoa- 
tion  entre  lea  trois  variables  u,  t^  v  qni  représentera  une 
nouvelle  surface,  dont  les  propriétés  géométriques  ont  évl* 
4leflment  des  relations  avec  celles  de  la  premiérC'SUriaoe.  Si 
uoe  prcqiiiété  de  la  première  est  eipriaiée  anaijftlqtemenl 
paruiie  certaine  fonction  v(x,^,  z)=3  0,onanradesntte,  la 
profiriété  corraapendante  de  la  seooride  en  éliminant  jt,  ^,  s 
entre  celle  équation  et  les  tioia  équations  arbitrairement 
choiaies.  Il  en  sera  de  même  si  réquation  f  =  0  renferme 
dea  ooeflfcients  diiièrentiels  :  la  nouvelle  sorface  prend  le 
nom  de  snriace  tfmiêfcrmée  relativement  à  la  première,  le 
mol  émut  pris  dans  son  acception  la  plus  générale. 

II.  Oq  reatreintordioairement  cette  acception.  On  impose 
la  condition  qoe  chaque  point  de  la  surface  Uransformée  ne 
^rreqionde  qu'à  un  seul  point  de  la  surface  donnée  et  vice 
^MTÊâi  dès  lors,  les.  trois  fonctions  arbitraires  ne  peuvent 
avoir  que  cette  forme  : 

▲m.DtUATBCM.  V.  33 
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Dans  F,  les  constantes  portent  on  accent  et  dans  F,  deux 
accents.  Chaque  fonction  renfermant  seize  constantes  arbi- 
traires et  en  tout  quarante- cinq  rapports  arbitraires.  On  en 

déduit  X  =^,^  "^é*  '^'^O  '  ^'  ^'  ^"'  ^  ^"^'  géo*rate- 
ment  parlant,  des  fonctions  en  Uy  /,  j^,  du  troisième  degré 
dont  la  surface  transformée  sera  au  plus  du  degré  trois  m. 
Si  l'une  des  trois  fonctions ,  soit  F,  ne  renferme  aucune  des 
Tariables  u,  /,  p,  alors  les  fonctions  p,  p',  p\  Q  ne  sont  que 
dQ  second  degré;  etlasorfaee  transformée  est  du  degffédair 
IF».  Si  deux  des  trois  fooflioas ,  soieat  F,  et  F. ,  sMt  indépto- 
daaiesdes  variables  u,  /,  p,  la  surface  transforoMe  n'est  plus 
que  du  degré  m.  Ou  paornit  appeler  la  première  de  ces 
métliodea  iftétamorphiques ,  à  raison  du  degré  des  formules  » 
méthode  ternaire;  la  deuxième  méthode  Muireetb  Iroi^ 
siàmenaâthode  simple.  On  n^a  pas  encore  que  Je  sache  frit 
Qsage  de  la  méthode  ternaire.  ALMagoas,  conune  nous  ver- 
rons€Fdessou8^  a  employé  la  méthode  binaire.  MM.  Fon- 
celet  et  Gbasles  ont  doté  la  science  de  l'espace  d*nn  grand 
nombre  de  beaux  théorèmes ,  à  Taîde  de  la  troisième  méthode 
et  de  la  seconde  que  M.  Gbasles  a  si  firnetnensement  étndiée, 
sous  le  nom  de  méthode  komognq^kiptef  dans  Vnferçu  kUto^ 
tique  ïïat  r<nrigtne  et  le  développement  des  méthodes  en  géo- 
métrie (1837)  ;  ouvrage  devenu  malheareusemeat  trop  rare. 
Ainsi  par  la  méthode  ternaire  le  pian  se  transforme  en 
surface  du  troisième  degré,  et  l'inlerseelion  de  deux  plans  an 
la  droite  se  transforme  dans  Tinterseetion  des  deax  surfaces 
du  troisième  degré  ;  par  la  méthode  binaire ,  le  plan  se  trans- 
forme en  surface  du  deuxième  degré  et  la  droite,  dans  rin> 
tersection  de  deux  de  ces  surfaces  ;  par  la  méthode  shupie  an 
homographique,  le  plan  reste  un  plan  »  et  la  droite  une  drsîte. 
Nous  allons  donner  d'après  M«  Magous  quelques  applica- 
cations  aux  coniques  de  la  méthode  binaire  comme  exemple 
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de  moyen  faeuristique ,  oa  moyea  pour  décoQTrir  des  1lié<v- 
rèmct  de  géométrie  (Grelle  «  tome  8^  p.  51  ;  1832 ,  Mémoire 
«B  francahi). 

Méthode  binaire  ou  homographique. 

III.  Soient  x^y  les  coordonnées  d*aa  point  dans  un  plan 
XT;  et  u^  t  les  coordonnées  correspondantes  dans  le  plan 
UT,  et  posons  : 

oa  en  déduit  : 

y  (att+a'f-t-a")  -f  x  (éu+éV+é")  -|.c«-|-c'/+c"=0,     (3) 

fomiales  nMaaorpbiqmt. 
Mettons  les  équations  (1)  et  (2)  sous  la  forme  •* 

Ai«  +  A'/  +  A"=0,  (5) 

Bi(  +  B'<  +  B"=0;  (6) 

d'où 

_  A'B"-A"B'       _A"B— AB" 
"■"   AB'-A'B   '  '~  AB*— AB' 

IV»  Soît  «ne  droite  située  dans  le  plan  UT  let  donnée  par 
réïnaljon««ifi+ VJ).. 

La  coniqM  cûrréspondanle  dau  le  plail  XY  a  pnor  éi}na«- 
lion  : 

A'B"  -  hTïf  —  g  (il"B  —  AB")  —  A(AB'  —  A'B)  =  0  j    (8) 

ponr  qne  cette  équation  soit  satislaite  par  des  Tslenrsd^  x,^ 
de/- ,  indépendamment  d'aucnae  valenr  de^  et  de  Jk,  tt  GuH 
f«e  les  trois  binOmes  soient  nols;  or  deax  de  ces  binr^pm 
penvent  étreaimnlés  an  mojpen  de^^tre  conidesde  Talenrs 
de  j:  et  de^,  parmi  le84nellea.U  y  en  a  an  moins  deax  de 
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réelles;  en  effet,  posons  par  exemple  A"B  —  AB"  =  0; 
Aff  —  A'B  =0  ;  on  y  satisfait  par  l'éqoalioa  A  =  B  =  0  ; 
(w  A  et  B  étant  da  premier  degré  donnent  un  eoaple  de 
Talears  réelles  ^  il  existe  donc  encore  an  moins  on  second 
oonple  de  Talenrs  réelles  et  ce  second  couple  annule  aussi  le 
troisième  binôme  ;  car  on  a  : 

i  existe  donc  dans  le  plan  X¥  trois  points  eu  au  moins  un 
point  par  lesquels  ou  lequel  passent  toutes  les  coniques  cor- 
reapondantes  aux  droites  tracées  dans  le  plan  V  T,  points  dont 
les  coordonnées  sont  fonction  des  dix-huit  constantes.  Nous 
désignerons  ces  points  par  X',  X"»  X"'  et  nous  les  nommerons 
pointé  principaux.  Il  est  évident  que  rédproqseneal  à  «ne 
droite  tracée  dans  le  plan  XY  correspond  une  conique  dans 
le  plan  UV ,  passant,  généralement  parlant,  par  trois  points 
principaux  que  nous  désignons  par  V\  V"^  U". 

ObiervaUon.  I40rsqu'un  desl>in6mes  AB'-— A'B  s'abaisse  au 
premier  degré,  an  point  principal  ou  même  deux  tombent  à 
rinfini. 

V.  A  une  conique  tracée  dans  Fun  des  pians,  correspond 
dans  l'antre  une  ligne  du  quatrième  degré  ;  mais  si  la  conique 
passe  par  les  trois  pointa  principaax,  la  ligne  correepon- 
dante  sera  une  droite,  comme  il  est  fadie  de  s'en  con- 
vaincre. 

YI.  A  un  iUsceau  de  droites  convergeant  vers  un  même 
point  ccNTCspondent  dans  l'autre  plan,  autant  de  coniques  pas- 
sant par  les  trois  points  principaux  et  par  un  même  qua- 
irième  point  ;  lorsque  les  droites  sont  parallèles ,  ce  qua- 
trième point  varie  avec  la  direction  des  droites ,  et  a  pour 
lieu  géométrique  une  conique.  En  effet,  considérons ^  comme 
constant  et  h  coiAme  variable,  alors  on  a  un  système  de 
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droites  parallèles  ;  et  l'éqaatlon  (8)  est  satisfaite  par  les  va- 
laars  do  x  et  de^^  qai  satisfont  aux  équations 

^(A."B  —  AB")  —  (A'B"—  A"B')  =  0. 
AB'— A'B  =  0; 

tontes  ces  coniques  passent  par  les  trois  points  principaux  »  et 
par  le  même  quatrième  point  dont  les  coordonnées  satisfont 
à  ces  deux  équations  qui  sont  indépendantes  de  A  ;  ce  qua- 
trième point  correspond  an  point  de  conYergence  situé  à 
rinflni  des  droites  parallèles;  la  derrière  équation  est  indé- 
pendante de  g  \  donc  les  points  situés  à  l'infini  dans  un  des 
plans,  ont  pour  correspondante  une  conique  dans  l'autre  plan 
et  représentée  par  l'équation  AB'— A'B=0  danaleplaa  XY. 

YII.  A  une  droite  passant  par  un  point  principal  d'un  plan 
correspond  le  système  de  deux  droites ,  passant  parles  points 
prlncipaui  de  l'autre. 

VIII.  Prenons  pour  formules  métamorphique»  : 

xu — ^r=Or 
y  ^  X 

on  a:       u» ,  .  .   ,;    r=  — 


ainsi  la  droite  u  =  ^i  4*  ^  »  située  dans  le  plan  UT,  a  pour 
correspondante  dans  le  plan  XY  la  conique 

a  eib  étant  indépendants  de  g-  et  A ,  il  s'ensuit  que  toutes 
ces  coniques  sont  semUables  et  semblaUement  placées ,  ou 
autrement  sont  homolkéUq^u^  expression  qu'on  doit  à 
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M.  Gharies  (1)  ;  rorigine  est  on  centre  d'homologie  el  qb  poiat 
principal 'j  IesdraxaalrespoiBt8S0QtàriDfinî(Yoir  Obsertm- 
iiùn  ir)  ;  l'éqoatioo  de  la  tangente  à  l'origine  est  j^—^j:=0; 
donc  pour  toutes  les  droites  parallèles ,  les  coniques  corres- 
pondantes se  touchent  au  point  principal  ;  donc  aussi  l'angle 
sous  lequel  se  coupent  deux  droites  ^ans  le  plan  ITT ,  est 
égala  l'angle  sous  lequel  se  coupent  les  coniques  homotbén 
tiques  correspondantes  dans  le  plan  XY  au  point  principal  X'. 
On  peut  supposer  que  les  axes  x,  y  font  le  même  angle 
que  les  axes  1,  u. 

IX.  Soit  abc  un  triangle  tracé  dans  le  plan  UT,-  aa\  hb\ 
cd  les  perpendiculaires  abaissées  de  0,  b^  c  sur  les  côtés  op- 
posés et  p  leur  point  de  rencontre. 

Prenons  la  transformation  bomothétiquci  aux  cùtés  ab, 
bc^  ac  répondent  daus  le  plan  XY ,  trois  coniques  homothé* 
tiques  passant  par  le  point  principal  X'et  se  coupant  deux  à 
deux ,  aux  points  a,  3«  7  correspondant  aux  sommets  a^b,Cf 
aux  trois  hantears  aa>\  bV^cc'  correspondent  respectivement 
trois  autres  coniques  homolhéliques,  passant  respectîTement 
parles  points,  a,  p,  7  et  coupant  respeetirement  les  trois  pré- 
cédentes coniques  sous  des  angles  droits  et  se  rencontrant  an 
même  point  y  correspondant  au  point  ^;  on  a  donc  cette 
proposition  : 

Théorème.  Damunplan  on  donné  mpi  pointi 
on  fait  passer  six  coniques  homo^tiques  par  les  poinb 


X'«p,  X'«y,  X'Pt;  XW,  X'PP',  X'««'î 
fî  les  trois  dernières  coniques  coupent  relativement  les  trois 


«a^wi^MM* 


O  II  Mr»U  pwil-^lre  plni  «laet  de  dtrt  Ugiiw  heiMUiéltt. 


frmmim  arihoganakmeni ^  $avoir  X'77'  et  X'a^,  Hc^ceê  troiê 
dMfriéretiecaypmienunmême  pami  p'. 

Cercles. 

X.  Si  dans  les  précédentes  formales  métamorphiqaes ,  00 
suppose  les  axes  rectangulaires  et  a =6,  les  coniques  devien- 
nent des  cercles. 

Soit  dans  le  plan  UT,  un  cercfe  c  passant  par  le  point 
principal  X  ;  et  deux  sécantes  c/,  d',  se  rencontrant  en  p  et 
coupant  le  cercle  aux  points  a^  b-^  a',  b\  et  soit  p' Tinter- 
section  des  cordes  ab\  ab  que  nous  désignons  par  e  et  e'; 
p  est  sur  la  polaire  de  /?;  et  soit  t  le  pôle  d'une  troisième 
droite  r  passant  par  p  et  sur  laquelle  p  se  meut ,  et  5  les  di- 
Terses  polaires  des  points  de  r  ^ 

an  point  p  correspond  un  point  ir  dans  le  pka  xy, 
«Q  œrcle  c  une  droite  7» 

à  la  droite  d  on  cercle  $  passant  par  ir  et  X'  et 

coupant  7  en  a  et  p, 

ikdroile^  ^ passant  par  tt  et  X' et 

ooqpant  7  en  a' et  p*^ 
i  la  droMe  e,  t  peatantparX^a,  p,  V.» 

à  la  droite  è"  c'  XV,p',5r', 

te'  est  le  point  correspondant  à  /i'; 
à  la  polaire  siap  ccNrrespond  le  cercle  <r  passant  par  X^, 
i  la  droite  r  décrit  par  p  correspond  un  cercle  f>  passant 
par  X'.  • 

Les  divers  cercles  cr  correspondant  aux'  diverses  polaires 
1  de  /;  se  transportant  sur  r,  passent  par  X'  et  encore  par  un 
point  T  correspondant  à  /-,  de  là  ce  théorème  : 

Si  par  deux  points  donnés  ir ,  ir^ ,  on  fait  passer  deux  cercles 
fuefeoitjfwes  $^  f.  coupant  une  droite  donnée  en  quatre  points 
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A,  p  i  ot\  ^^;  les  deux  cercles  ic,apf  n.a'p'  u  coupeni  en  un  second 
point  7t\  dont  le  lieu  est  un  cercle  a ,  pa$sant  par  k,;  si  le 
point  ir  varie  et  se  meut  sur  un  cerde  passant  par  tt,,  le  cer- 
cU  a  variera^  mais  passera  constamment  par  un  mémepowUz. 

XI.  En  invoquaDl  la  théorie  des  polaires  réciproques ,  en 
obtient  le  théorème  suivant  : 

Soient  deux  coniques  S,  $'  ayant  un  même  foyer  fixe  et  dont 
chacune  louche  deux  droites  fixes  r,  n,,-  n,  d*un point  downéyy 
on  mène  à  chacune  de  ces  coniques  deux  tangentes  A^^eto!^^-^ 
déplus^  si  dans  les  deux  triangles  formés  respectivement  par 
les  droites  ir. ,  a ,  o'  ;  ir. ,  p ,  p';  on  inscrit  deux  nouvelles  coni- 
ques t,J  de  même  foyer  que  les  premières  ,*  ces  coniques  f ,  l' aur- 
ront  une  seconde  tangente  commune  tz  qui  touchera  une  seule 
et  même  conique  9  ayant  le  même  foyer  et  la  même  tangente  ir,. 
Si  la  droite  n  change  de  situation ,  mais  de  manière  à  rester 
tangente  à  une  mime  conique  con focale  pqui  touche  la  droite  ir,  f 
les  diverses  coniques  <r  qui  en  naissent ,  toucheront  une  seule  et 
même  droite  r. 

XII.  Trois  coniques,  passant  par  les  points  principaux  X', 
X",  X"'  du  plan  XY,  deviennent  des  droites  et  une  droite 
devient  une  conique  dans  le  plan  UT  ;  de  là  et  de  la  théorie 
des  polaires  réciproques,  on  déduit  le  moyen  de  êext^kr,  le 
théorème  de  Pascal . 

1 .  Théorème  de  Pascal  sur  l'hexagone  inscrit. 

â.  Théorème  de  Brianchon  sur  lliexa^^nc  circonscrit 
(par  les  polaires  réciproques  ) . 

3.  Soient  six  points »a,  ^  a^,  a^^a^^  a,,  a«  sur  une  même 
droite  et  X',  \'\JiI",  trois  points  quelconques,  touf  dans  le 
même  plan  ;  soient  décrites  les  six  coniques  :  X'X"\^"a,a^ , 
X'X'XX^,,  X'X"X"'^,a,,  X'X"X"V«,'  X'^'ï^/isac, 
XlL"X"*aea,  ;  le  quatrième  point  d'intersection  de  la  {unemière 
conique  et  de  la  quatrième  ;  de  la  deuxième  et  de  ta  cin- 
quième i  de  la  troisième  et  de  la  sixième  ;  sont  tous  situés  ^^ 
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ooe  même  conique  passant  par  les  trois  points  X',  X",  X'^'  : 
déduit  du  théorème  1  par  la  méthode  métamorphique. 

4.  Soient  décrites  six  coniques  passant  par  trois  points 
fixes  X',  X",  X'"  et  touchant  une  même  droite,  et  scûent  dé- 
signés les  quatrièmes  points  d'intersection  de  ces  coniques 
par  a,j  a.,  a„  a^^  a^^  as  -,  si  Ton  décrit  les  trois  coniques 
X'X?'X'"tf .a, ,  X'X'X "0.06 .  X'X'X'a^. ,  eUes  se  coupent  en 
un  même  quatrième  point  :  déduit  du  théorème  3  par  le 
procédé  métamorphique. 

5.  Soient  tirées  arbitrairement  d'un  même  point,  six  droites 
^M  ^.1  ^19  ^4)  ^19  ^6»  et  soient  encore  dans  le  même  plan 
trois  droites  fixes  X\\'\X"'  ;  si  dans  les  six  pentagones  formés 
par  ces  trois  droites  et  deux  droites  consécutives ,  a,a. , 
a/it,...a^,j  on  inscrit  six  coniques ,  les  quatrièmes  tan- 
gentes  communes  à  la  première  et  à  la  quatrième  conique, 
à  ht  deuxième  et  à  la  cinquième  conique  ,  à  la  troisième  et  à 
la  sixième  conique ,  formeront ,  avec  les  trois  droites  X', 
X'',  X"'j  un  hexagone  dans  lequel  on  peut  inscrire  une  coni- 
que !  déduit  par  les  polaires  réciproques  du  théorème  3. 

6.  Soient  décrites  six  coniques  touchant  trois  droites  fixes 
X',  X",  X'"  et  passant  par  un  même  point ,  et  soient  désignées 
les  quatrième  tangentes  communes  à  deux  coniques  consécu- 
tives par  a, ,  A,  ....  œ ,  si  dans  les  trois  pentagones  formés 
respectivement  par  les  droites  X',  X'',  X'''  et  les  systèmes  de 
droites  a,a^ ,  a,a, ,  a^ ,  on  inscrit  trois  coniques ,  elles  au- 
ront une  même  quatrième  tangente  commune  :  déduit  du 
théorème  4  par  les  polaires  réciproques. 

Il  est  bon  d'observer  que  les  constructions  contenues  dans 
les  énoncés  de  ces  six  théorèmes  peuvent  être  variées  de 
soixante  manières. 


Méthode  simpU  au  perspective. 

XII.  Prenez  poar  formule  métamorpliiqae  : 

(a^+6x+c)a+a"r-f6"x+c''=0, 
(ay+bx+c)u+  aV +P"j^+7''=0. 

Alorâàuoe  droite  da  plan  \JT^u^gt'\'hjeomefomd 
dans  le  plan  Xy  la  droite 

^'y  +  bVjp  _j.  e"— g-  («>  +  p"x  +  a")  +  h[ay  +  bx+  c)=0. 

Par  an  changement  de  coordonnées,  les  deux  fomoki 
métamorphiqoes  peayent  être  ramenées  à  celles-d  : 

{ay-\-  bx'\-c)t=zx, 

9 

Et  supposant  qae  les  axes  x,  ^,  et  les  axes  u^  t  toment 
le  même  angle;  soit  M  un  point  du  plan  X¥  et  M' son  cor- 
respondant sar  UT^  si  Ton  appliqnc  le  plan  XY  sur  le  plan 
UT,  de  manière  que  Taxe  x  concorde  avec  l'axe  T  et  Taxe 
Y  avec  Taxe  U  ;  alors  la  droite  MM'  passe  par  Torigine;  car 

-7= -.  Poar  avoir  les  points  M  qni  tombent  sur  lenr  eor- 

§       X 

respondant  M',  il  suffit  de  faire  ^=tt;  x=<;  d'où 

deux  équations  qni  sont  satisfaites  par  x=j^=0;  ce  qui 

donne  l'origine ,  et  ensuite  par  0^+*-^+^ — 1=0.  Donc, 
cette  droite  coïncide  avec  sa  correspondante  ;  on  peut  l'ap- 
peler axe  de  collinécUion.  Il  est  évident  que  le  point  de  con- 
cours des  deux  droites  correspondantes  est  sur  l'axe  de  coUi- 
néatioa. 
Par  le  mojen  de  ces  dernières  formules  métam(Hrphîqttes , 
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OQ  peat  donc démonlfer  une  foide  de  théorèmes  delà  géomé- 
trie de  ritoatioa. 

Méthode  fnékanarphiq%iô  indéterminée, 
XIII.  Ne  prenons  qu'une  seale  équation  métamorphique, 

Alors ,  à  un  point  M  (x^^y)  du  plan  XT,  correspond ,  dans 
le  plan  UT,  une  droite  exprimée  par  l'équation 

Par  un  changement  de  coordonnées,  on  peut  donner  à  cette 
équation  la  forme  {ajr'^bx'^d)u+{bx'\'Cx-\'e)i'^dy^ 
ex-f-/=0(1),  et  faire  que  les  angles  des  nouveaux  axes 
soient  égaux. 

Si  on  pose  le  plan  XY  sur  le  plan  UT  de  manière  que  les 
axes  ooïncident,  le  point  M  tombera  quelque  part  en  M' sur 
le  plan  UT;  si  on  cherche  la  droite  qui  sor  le  plan  répond  à 
M' en  appliquant  le  plan  XY  sur  le  plan  UT ,  cette  droite  est 
la  même  qui  correspond  à  M  ;  car,  Téquaifon  de  cette  droite 
a  cette  Corme  symétrique  : 

axu+b(xu+xi)'\-cxt+d{u+x)+e(x+t)'^f=:0. 

Pour  trouver  les  points  qui ,  dans  les  plans  ainsi  super* 
posés»  tombent  sur  leurs  droites  correspondantes,  il  suflBt  de 
faire ,  dans  cette  dernière  équation ,  u  ^y  et  r = x,  et  l'on 
trouve  l'équation  d'une  conique  : 

ay*+â6j^+cj:"+2rfr  +  2ex4/t- 0. 

On  voit  que  la  polaire  du  point  M  {x\  y),  par  rapport  à 
cette  conique,  est  précisément  l'équation  de  la  droite  corres- 


XlY.Ceqni  précède snfBt  pour  faire  connaître  l'origifle 


—  Sué- 
de cet  ocôan  de  théorèmes  qae  noQS  deTons  aux  doctrines 
métamorphiques;  source  intarissable;  il  est  extrêmement 
utile  d'en  propager  le  principe.  Nous  avons  déjà  en  oc- 
casion de  dire ,  et  il  n'est  pas  superflu  de  le  redire,  que  le 
procédé  métamorphique  a  été  indiqué  par  Newton  et  géné- 
ralisé quant  à  la  méthode  perspective  par  Waring  {V.  t.  III , 
p.  4t7). 

OhMTiûa&im.  Nous  reviendrons  sur  cette  matière  en  ren- 
dant  compte  d'un  mémoire  de  M.  Lalanne  (Léon),  sur  la 
géométrie  anamorfhiqw  {déformoHve), 


NOTE  SUR  LES  TABLES  DE  CALLET. 


Dn  lit  :  logarit.  hyperboliqae  1099=7,0021  (1)595 

le  chiffre  entre  parenthèse  est  à  eflEeicer ,  il  faut  7,0021 595 

Cette  erreur  a  été  découverte  par  M.  le  professeur  Gnder- 
mann  en  calculant  ses  précieuses  tables  de  fonctions  poten- 
tielles (Crelle,  t.  IX,  p.  363). 

Nous  signalerons  dans  les  tables  de  Callet  l'absence  incon- 
cevable de  toute  table  de  matières ,  et  de  toute  pagination ,  et 
que  j'ai  faites  dans  mon  exemplaire  ;  on  désirerait  la  table  des 
sinus  verses  si  utile  en  mécanique.  Pourquoi  nlndique-t-on 
pas  par  un  point  placé  sur  le  dernier  chiffre  à  droite  comme 
dans  les  tables  de  M.  Babbage,  si  les  nombres  sont  par  excès 
ou  par  défauts,  indication  indispensable,  pour  juger  de  l'exac- 
titude des  résultats?  M.  Levesque  (r.  i.  lY ,  p.  310)  a  cal- 
culé les  logarit.  des  six  tables  suivantes  : 

l'sincos,  2*sintang,  3''coscot,  4''sécooséc,  5*cotooaèc,  tTsédang» 

dont  a  souvent  besoin  $  la  publication  de  ces  tabto  fcnitt 
f^  utile. 
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SUR  L'EQUATION  DIFFÉRENTIELLE  de  la  page  S96. 


PAB  M.  JVUBS  VIBn&X, 

Professeur  à  l'École  normale. 


Le  dernier  naméro  de  Tutile  recueil  que  tous  rédigez  » 
renferme  un  article  de  M.  Turquan  (p.  396) ,  dans  lequel  ce 
professeur  se  propose  d'intégrer  l'équation  : 

(1)....  g+TO')-(0  =+W- 

L'intégrale  qae  donne  l'aateur ,  n'est  pas  exacte ,  an  lieo 
■delafennole: 


N/B++(r)e^*^»^* 


vqui  termine  l'article  en  question,  il  faut  écrire 


>J\^^^f^^'^^^^.^{y)dx 


+  C. 


Peut-^tre  n'est-ce  qu'une  fauté  d'impression  C").  Au  reste  l'in- 
tégrale de  l'équation  (1)  est  connue  depuis  longtemps.  Ainsi , 
•dans  la  mécanique  de  Poisson  (!*'  vol.  p.  353),  on  trouve 
l'intégrale  de  l'équation  à  laquelle  conduit  l'étude  du  mouve- 
ipent  du  pendule  simple  dans  un  milieu  résistant.  Cette 
équation  différentielle  est  de  même  forme  que  l'équation  (1), 


n  C'est  une  faute,  mais  non  pas  typographique;  elle  m'a  échappé. 

Tm. 
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et  le  procédé  d'intégration  que  donne  Poisson,  est  apidicable 
de  tout  point  au  cas  actuel. 

Si  maintenant,  on  examine  le  prooëdé  employé  par  M.  Tor- 
quan,  on  trouve  qu'il  peut  être  notablement  abr^é.  En 
effet,  après  avoir  changé  la  Variable  indépendante  x^  dans 
la  variable^,  ce  qui  donne  l'équation  (2)  de  l'auteur  : 

il  est  inutile  de  recourir  k  la  variation  des  constantes  arbi* 
traires.  N'esl-il  pas  évident  que  si  Fon  prend  pour  inconnue 
la  fonction  p%  l'équation  ci-dessus  que  l'on  peut  écrire  sous 
la  forme  : 

n'est  autre  qu'une  équation  linéaire  du  premier  orêre^  entre 
la  fonction  p*  et  la  varidile  y,  qui  s'intègre  immédiatement  ? 
En  terminant,  je  ferai  observer  que  l'équation  (1) ,  objet 
de  ces  recherches ,  n'est  diêHnéme  qu'on  cas  particulier  de 
l'équation  bien  connue .« 

dx* 

laquelle,  par  le  changement  de  variable  indépendante  indiqué 
plus  haut ,  se  ramène  à  : 


^+,^,(0.,w(*y. 


C'est  Yéquaiion  de  Jacques  Bemoulli. 

Note.  Cette  dernière  solution  est  aussi  indiquée  par  Enler. 
{Cal,  int.y  t.  II ,  prob.  96 ,  p.  40).  Tm. 


—  611  - 


ANNONCES. 


ThAorAmbs  de  Géométrie  ,  rédaîts  k  lear  plus  simple  ezpres- 
sioQ  par  le  cheyalier  Tasse  de  Saint-Oaen ,  inspecteur  re- 
traité de  rUniversUé;  etc.  4  pages,  format  Atlantique* 
Paris,  Hachette,  libraire.  Prix  :  i  fr.  (sans  date). 

C'est  mie  tœhibUion  ajsUntliqM  d€«  théorèmes  et  des 
fifures  de  Legmdre ,  avee  des  démonstratioBs  suodiictement 
formulées  ;  pour  servir  au  élèves  à  repasaer  la  géométrie. 
Il  est  fAcheux  que  l'auteur  ait  fait  quelques  réflexions,  étran- 
gères au  sujet,  peu  propres  à  faire  agréer  son  ouvrage  par  les 
hommes  d'enseignement. 

On  rendra  compte  des  ouvrages  suivants  : 

AsAQUB  ott  Compteur  universel ,  par  Léon  Lalamie,  andeii 
élève  de  l'École  polytechnique,  logénieiir  des  pouls  et 
chaussées ,  secrétaire  de  te  section  des  chemins  de  fer  au 
Conseil  général  des  ponts  et  «haussées.  Farte ,  184&,  petit 
in-S'^dee^  pages.  J.-J.  Dubochet  et  C**,  éditeurs,  rue 
Richelieu ,  60. 

Mémoire  sur  les  tables  graphiques,  et  sur  la  Géométrie 
anamorphique  appliquées  à  diverses  questions  qui  se  rat- 
tachent à  l'art  de  l'iiigénieur,  par  Léon  Lalanne^  ingénieur 
des  ponts  et  chaussées.  {Extrait  du  Annales  des  ponts  et 
chaussées).  Paris,  1846,  in-8^  de  72  pages,  3  planches; 
Carillian-Gœury  et  Victor  Dalmont ,  libraires. 

ËLteaNTs  d'aloIunis  9  par  P.-J.-E.  Finck  >  docteur  es  sciences , 
officier  de  TUniversité ,  professeur  de  mathématiques  apé* 
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ciales  dans  les  collèges  royaux ,  professear  de  mathéma- 
tiques aux  Ecoles  royales  d*artillerie,  chargé  da  cours 
d'aoalyse  infittitésimale  à  l'Académie  de  Strasbourg.  Se- 
conde édition.  Strasbourg ,  1846 ,  in-8*  de  543  pages. 

ThAorib  do  modvbmbnt  elliptique  DBS  PLàNÉTEs.  Redicrcbes 
sur  les  altérations  que  la  résistance  de  Téther  peut  produire 
dans  le  mouYcment  des  planètes  et  des  comètes.  Thèses 
d'astronomie  et  de  mécanique,  qui  ont  été  soutenues  devant 
la  Faculté  des  sciences  de  Paris,  le  24  décembre  1845, 
par  M.  E.-Aug.  Tarnier,  ancien  maître  de  conférences 
au  collège  royal  de  Louis  le  Grand ,  pour  obtenir  le  grade 
de  docteur  es  sciences  mathématiques.  Paris,  1845,  ln-4* 
de  50  pages  ;  Badielier ,  libraire. 

NoTicB  SUR  l'astronomib y  par  E.  A.  Tarnier,  licencié  es 
sciences ,  ancien  répétiteur  de  mathématiques  spéciales  aa 
collège  royal  de  Louis  le  Grand.  Paris,  1845 ,  in-^*  de  iê 
pages.  Bachelier. 

Mémoirb  sur  la  BALisTiQua,  paR  Is.  Didiott ,  chef  d'escadron 
d'artillerie,  professeur  à  l'ÉoDle  d'application  de  l'artillerie 
et  du  génie  à  Metz.  Metz ,  1846,in-8Me  47  pag.  i  pi.  lUhogr. 
(Extrait  des  mémoires  de  l'Académie  royale  de  Metz. 
1845-1846.) 


QUESTION. 


130.  Trouver  le  lieu  géométrique  d'un  point  situé  dans  le 
plan  d'un  polygone  régulier  -,  et  tel  que  le  produit  des  dis- 
tances de  ce  point  aux  sommets  do  polygone  soit  une  quantité 
constante-  (Serret.) 
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CONCOURS  D'AGRÉGATION  EN  1846  (yoir  lome  lY, 

p.  461). 


OOMPOftlTiOll  DB  MATHBIIATIOUIS.  23  AOVf. 

CampoiUian  d^anaUfH* 

V  QQ*e9t-ce  qa'on  entend  par  une  intégrale  définie  simple 
OQ  multiple? 

S®  Sons  quelles  conditions  une  intégrale  définie  pent-elle 
se  déduire  de  Tintégrale  indéfinie  P 

3*  Peut-on ,  dans  tous  les  cas ,  diflKrentier  ou  intégrer 
sons  le  signe/? 

V  Peat*on  intervertir  Tordre  des  intégrations  d'une  inté- 
grale définie  multiple? 

5*  Donner  quelques  exemples  de  détermination  d'inté- 
grales définies. 
6*  Démontrer  le  théorème  suivant  : 
Si  dans  Tintégrale  double 


iLS-l^S-*"*"^'"'^^^^'^ 


oo  substitue  aux  limites  —  oo  et  -f-  oo  de  1  intégration  reU* 
tive  à  X  des  limites  infiniment  peu  diflKrentes  l'une  de  Tau- 
Ire  ,  pourvu  qu'elles  comprennent  x  y  Tintégrale  double  ainsi 
restreinte  convergera  vers^lfx),  et  la  partie  négligée  conver- 
gera vers  zéro. 

Camponiian  ds  mécanique. 

1*  Si  Ton  considère  un  point  matériel  pesant  en  mouve- 
ment dans  Talmosphère ,  on  peut  se  proposer  de  déterminer 
AM.  »t  matbsm.  V.  34 
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ïon  mouvemeot  absolu  dans  l'espace,  on  son  mouyement 
latif,  à  trois  axes  rectangalaires  meDés  par  on  point  de  la 
surface  terrestre»  dont  Tun  est  dirigé  suivant  la  verticale, 
et  un  autre  suivant  la  méridienne;  cela  posé,  et  en  faisant 
abstraction  du  mouvement  de  translation  de  la  terre  pour 
n'avoir  égard  qu'à  son  mouvement  de  rotation  diurne  com- 
mun à  l'atmosphère  et  à  la  terre ^  en  la  supposant  sphériqae 
et  homogène,  et  en  admettant  que  la  résistance  de  l'air  est 
constamment  pr<  portionnelle  au  carré  de  la  vitesse  relative 
de  Tair  et  du  mobile ,  on  demande  de  déterminer  les  équa- 
tions différentielles  du  mouvement  relatif  du  point  matériel  : 
2°  Pour  arriver  k  des  .intégrales  sous  forme  finie  »  on  sup- 
posera que  le  mouvement  a  lieu  dans  le  vide ,  et  que  la  tra- 
jectoire s'écarte  peu  de  la  verticale  ;  on  négligera  le  carré  de 
la  vitesse  angulaire  de  la  terre ,  et  l'on  regardera  le  dépla- 
cement vertical  du  mobile  comme  très-petit  par  rapport  au 
rayon  de  la  terre. 


Composition  du  jury  (Texamen . 

MM.  Ck>urnot,  inspecteur  général  de  l'Université; 

Chenou,  professeur  à  la  Faculté  des  scienees  de 

Rennes  ; 
Sonnet,  docteur  es  sciences ,  a^égé  es- sciences  ; 
Yernier,  professeur  de  mathématiques  spéciales  au 

collège  royal  Henri  IV^ 
filancbet ,  professeur  de  physique  an  collège  royal 
■i-  Henri  lY.  . 
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EXAMEN  MATHÉMATIQUE 

pour  ohimMr  le  tiin  de  fellow  {eaeius)  à  l'UnivereUé  de 

Dublin^eniM^ 

Ce  titre  correspond  à  pea  près  à  celai  à'agrégé. 


1.  Élaot  donaée  la  base  d'an  triangle ,  le  produit  de  deux 
côtés  étant  égal  an  carré  de  la  moitié  de  la  base ,  le  lien  dii 
sommet  est  une  lemniscatede  Bernonlli. 

d.  L'arc  d'ooe  lemniscate  valgaire  s'exprime  en  fonction 
eillpttqae  de  première  espèce. 

3.  Soient  données  deux  courbes  dans  le  même  plan ,  et 
telles  que  si  d'un  point  P ,  situé  sar  la  courbe  exléricnre , 
menant  deux  tangentes  touchant  la  courbe  intérieure  en  A 
et  B,  la  normale  en  P  divise  constamment  en  parties  égales 
l'angle  formé  par  les  tangentes  ;  alors  la  différence  entre  la 
somme  des  Ungentes  PA  -|-  PB  et  Tare  AB  intercepté  est  une 
quantité  constante. 

4.  Le  même  théorème  subsiste  lorsque  les  deux  courbes 
sont  sor  une  surface  quelconque,  les  deux  tangentes  étant 
des  lignes  géodésiques. 

5.  Si  la  courbe  iotérieure  est  une  ellipse  plane,  l'autre 
sera  une  ellipse  eoofocale* 

6.  Si  la  courbe  intérieure  est  une  ellipse  sphérique,  quelle 
sera  l'autre  oourbeP 

7.  Quel  est  le  plus  grand  nombre  de  tangentes  qu'on  peut 
mener  k  une  ligne  de  l'ordre  n? 

8.  Si  deux  courbes  se  coupent  mntaeUemerU ,  il.eo^isCe  d<^. 
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équations  de  condition  entre  les  coordonnées  des  points  d'In* 
tersection. 

9.  Si  deux  courbes  da  troisième  ordre  ce  coupent  en  neuf 
points  ;  par  huit  quelconques  de  ces  points,  le  neuvième  est 
déiermiiié. 

10.  Il  existe  une  relation  d'identité  remarquable  entre  les 
différences  de  quatre  quantités;  savoir; 

(a  —6)  (c  — rf)  +  (a— c)  (rf  — ô)  +  (a  — rf)  (6  — c)  =  0. 

11.  Cette  relation  subsiste,  si  on  remplace  les  différences 
par  les  sinus  des  différences. 

12.  Trois  droites  ne  se  coupant  pas  déterminent  on  paral- 
lélipipède  unique. 

13.  Etant  donné  un  point  P  extérieur  à  un  ellipsoïde, 
trouver  un  point  intérieur  Q  tel  qu'en  menant  par  ce  point 
un  plan  qttelœnque  coupant  la  surface  suivant  une  ellipse, 
la  droite  PQ  soit  un  axe  principal  du  cône  ayant  cette  ellipse 
pour  basQ  et  le  point  P  pour  sommet. 

14.  Une  courbe  quelconque  tourne  dans  un  plan  sur  une 
autre  courbe  fixe  ;  un  point  quelconque  pris  dans  le  plan  de  la 
première  décrira  une  troisième  courbe. 

15.  Une  courbe  finie  étant  donnée,  on  cherche  le  lien  des 
intersecâons  des  tangentes  rectangulaires  ;  on  fait  de  même 
pour  cette  seconde  courbe ,  et  ainsi  de  suite  ;  la  forme  delà 
dernière  courbe  à  Tinfini  est  une  cycloïde. 

1  ff  »  Trois  plans  rectangulaires  touchant  trois  surfaces  con- 
focales  du  second  ordre,  le  lieu  d'intersection  est  une 
sphère. 

17.  Gomment  trouver  l'équation  qui  a  pour  racines  les  vn«- 
leurs  maxima  on  minima  d'une  fonction  donnée? 

18.  Une  fonction  rationnelle  de  degré  pair  a  an  minimoni 
absolu'  ;  qndlcs  sont  les  limites  de  ce  minimum  ? 
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1».  Si  fU+j' |/-lj  =U+ VkCl .  alors -=r  = -jl. 

«0.  Si  ^<«^^|/rî,  x'+y  K^,  *'+y'>^^....)= 

=  U  +  VK-l;alor8^H-5P  +  j^+.    ,= 

~  dy^  dy''^  dy" 

« 

^1 .  La  ^lear  minimam  d'une  fonctton,  pour  tine  Tàlear 
réelle  de  la  variable,  peut  encore  être  diminuée  en  augmen- 
tant la  Tariable  d'une  quantité  imaginaire. 

22.  Les  fonctions  réelles  de  quantités  imaginaires  n^ont 
ni  maximum  ni  minimum. 

23.  Une  ftonctiop  réelle  impaire  n'a  ni  maximum  ni  Érini- 
mum  absolu. 

24.  Condition  du  maximum  ou  du  minimum  pour  une 
fonction  à  deux  variables. 

25.  Qu'arrive-l-il  lorsque,  dans  ce  cas,  la  quantité  qui 
doit  conserver  le  mémo  signe  est  un  carré  pariait/ 

26.  Eclaircir  co  qui  précède  par  la  théorie  des  surfacei$. 

27.  Trouver  les  conditions  du  maximum  ou  du  minimum 
s'il  y  a  trois  variables  ou  davantage. 

38.  Intégrer  Véquation 

(a  +  mx+ny)  dy^  (à  +  mlx-^n'y)  djr=z.O,.      , 

39.  Critérium  diftt^^biUté  d'une  équallm  diffénentiello 

entre  trois  variables. 

« 

30.  Si  l'équation  ne  satisfait  pas  à  ce  critérium ,  quelle  est 
la  nature  de  la  relation  entre  les  trois  variables  ? 

3 1 .  Comment  alors  faut-il  intégrer  l'équation  ? 

82.  Critérium  dlntégrabilité  pour  quatre  variables.  • 
33.  Quelles  sont  les  équations  de  condition  pour  ces  vah 
riaMea?  ^ 


34.  Si  l'oD  a  quatre  Tariables,  el  qn'aocooe  éqaatîoo  da 
condition  ne  loit satisfaite,  quelle  sera  l'intégrale  ? 

35«  L'inlégrale  peut,  dans  ce  cas,  être  ramenée  aa  ay»- 
tème  de  deox  éqoattons.    - 

36.  Est-il  nécessaire  qa'ane  équation  diflérentielle  dn  se- 
cond ordre  entre  plusieurs  tariaMes  ait  une  équation  prini- 
tiyeP 

• 

37.  L'équation  ifs'^m'C^ir'  +  ^r')  a-l-ellenneéquatk» 
prioiitive  ?  Pourquoi  pas  ? 

38.  Gomment  intégrer  cette  équation  ? 

39.  Intégrer  ^ + ^s  +r  ^  ^* 

40.  Intégrer /^z  +  qx%  =  xy» 

M>  Intégrer  cette  équation  entre  quatre  TarfaUes  : 


dz 


42.  Intégrer 


dz  .      di    .       dz    .      dz 
dl   ^      du  ^      dx  ^"^  dy 

43.  Gomment  faut-il  en  général  intégrer  les  équations  aux 
diSërences  partielles  qui  passent  le  premier  degré? 

44.  Méthode  de  Gharpît. 

45*  Par  quelle  substitution  peut-<m  réduire  à  une  fonction 

C  dx 

elliptique  l'intégrale  i       ■     ■  ? 

jJ^a' +  2a*jr*  cos  ip  +  ^"jc* 

46.  L'intégrale  w  ou  As  V^l  —  <r*sin*6f    exprime  on 

arc  d'ellipse  ;  e  est  l'angle  de  la  normale  et  d'un  axe  txe  ? 
coDunent  cela  résulte-t-il  géométriquemait  ? 

47.  Gomment  faut-il  chercher  la  formule  de 


-6»  - 


pour  FiDlégnle  \ r  ?  en  diflMntiant  qodle  certaine 

fonction  ? 

48.  Rédoction  de  rintégrale  \ quand  R  est  fraction* 

naire. 

49.  Formule  qui  sert  à  opérer  Tadditioq  et  la  sODStrac^ 
tiop  des  fonctipDS  elliptiques  de  la  seconde  espèce  ;  oominent 
la  dédflire  de  la  tijgonoaiétne  spbériqoe  ? 

50.  Formule  analogue  pour  les  fonctions  de  la  premf^e 
espèce;  comment  b  déduire  de  la  première  ?• 

51.  L'amplitude  de  la  somme  ou  de  la  différence  des  deux 
fonctions  F  est  la  somme  ou  la  différence  de  denx  certains 
arcs. 

52.  De  quelle  courbe  la  fonction  F  exprime-t-dle  l'arc? 

53.  Quand  le  module  diffère  très*peu  de  l'unité ,  comment 
trouver  la  valeur  de  la  fonction  complète  F  ? 

54.  Dans  le  même  cas,  on  dem^inde  la  valeur  de  la  fonction 
complèie  E.  . 

55.  Ramener  aut  fonctions  elliptiques  l'inlègnile 


Ji^j 


56.  Ramener  aux  f oneliona  elltptiqafs 


Si 


Vdx 


m  » 

57.  Transformation  de  Lagrange  pour  le  calcul  des  fonc- 
tions elliptiques. 

58.  Relation  qu'on  en  déduit  entre  la  fonction  F. 

59^  Cette  i:ei#Uon  peut  ^e  démonUrer  Ikeilement  par  la 
géométrie. 


00.  La  fonctioQ  F  peat  s'exprimer  par  l'arc  de  deux  ei- 
lipsea. 

61.  Un  arc  d'hyperbole  peat  s'exprimer  par  les  foDctkm» 
F  et  E. 

6â.  Aq  mojen  de  quelle  fomiiile  ajoate-i-on  et  retraoehe-* 
t-M-  les  arcs  d*hyperbole  ? 

68.  Gomment  démontre-t-oD  géométriquement  le  théo»- 
réme  de  Landen  sur  la  relation  entre  les  arcs  d'dlipse  et  les 
arcs  d'hyp^bole  ? 

64.  Théorème  remarquable  de  Jaoobi  pour  la  transfcurma- 
tion  de  la  fonction  F. 

65.  La  démonstration  de  ce  théorème  peut-être  suggérée 
par  un  théorème  analogue  sur  lé  cercle. 

66.  La  Taleur  de  la  fraction  déduite  de  cette  analogie  ne 
surpasse  jamais  Vunilé  (abstraction  faite  des  signes). 

67.  Gomment  en  déduit-on  une  relation  entre  les  ampli- 
tudes? 

68.  On  peut  découvrir  la  relation  entre  les  amplitudes 
par  une  certaine  propriété  de  l'équation  difiérentiélle. 

69.  Donner  la  démonstration  du  théorème  de  Jacobi. 

70.  La  relation  entre  les  amplitudes  devient  plus  simple  à 
l'aide  d'une  certaine  transformation. 

71 .  Relation  remarquable  entre  les  fonctions  cùmplêle$  F 
et  E ,  lorsque  les  modales  sont  complémentaires, 

72.  Bissectcr  la  fonction  elliptique  n;  quels  sont  les  carac- 
tères analytiques  ? 

73.  Quels  sont  les  problèmes  de  la  géométrie  et  de  la  mé- 
canique où  l'on  rencontre  la  fonction  n  avec  im  paramètre 
circuJaire. 

{La  mêeamque  et  la  pkyeiqm  prœkainemeiU.) 
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COMPOSITION  ÉCRITE 

propoiée  d  Paru  aux  examens  pimr  V  École  polytechnique 

en  1646. 


f 

éléf«  en  tpécUlet. 


Liea  des  points  tels  que  leurs  polaires  relatifs  à  trois  cercles 

donnés  concourent  en  un  même  point  (voir  t.  lY,  p.  665). 
» 

Je  prends  pour  axe  des  x  la  ligne  joignant  les  centres  des 
deux  cercles  (R,r) ,  et  la  perpendiculaire  abaissée  du  troi- 
sième cen  re  sur  celte  ligne  pour  axe  des^^  {fig.  53).  Alors 
les  équations  des  trois  cercles  sont  : 

-c*  +  j^' -^  2xx  +  «•  —  R- =  0, 

Les  équations  des  polaires  d'un  point  jf,y\  par  rapport  à 
chacun  de  ces  cercles,  sont  : 

yy  -^xix'—a)  —  «a/  +  fli*  —  R*  =  0;  (a,  *) , 

r(y  — W+'Tx'  — py  +  p*— /^'=0î  {a'^b"). 

On  a  la  relation  (a  —  a!)  [b  —  6")  -  (*  —  b')  [a  — a^jssO 
3â  —  0L  «X -|-  R'—  g' 

a/— «       ^      aV-f-r»  — a" 

y   '  y 


j: 


py+y^-g 


••—7^'  ..=  --^ 


remplaçant  a,  a',  â",  b,  bf,  V  par  lenrs  valears ,  il  Tient 
l'équation 

(«  -  «')  [(«x- + R'-  a*)  cy'  _  p)_  (py + w-  p^y]  =  . 

« 

en  supprimant  les  accents,  il  vient  Téquation  da  lien 
dierchè  : 

(a  — û/)  [{«a:  +  R*— a')  (J^ — P)  —  (Pj^ -H  ^— P^^] - 
—  (jcCa—aO  +  R*— ''+«"  — «•)  (^  +  PJ?-"«P)  =  0. 

Or  l'on  sait ,  sans  effectuer,  que  les  termes  en  x^  se  détrui- 
sent, et  que  les  coefficients  de  x*  et  de  y*^  sont  égaux  et  de 
même  signe.  Donc  le  lieu  cherché  est  un  cercla 

Pour  avoir  la  position  du  centre,  je  vais  avoir  recours 
aux  dérivées  par  rapport  à  jc  et  à  j^  de  l'équation. 

Dérivée  par  rapport  ky  -. 

(R-  _  a*  —  2p^  —  r^'\-  P')  (a—  ol)  —  a(R'— r«  +  «*•—  et)  =  0. 

Dérivée  par  rapport  a  x  : 

—  âpa-Ca  —  «')  —  P  (R*—  z'  +  a'*  —a')  =0. 

R*— /••  +  «^— «• 

De  la  seconde  on  tire  j:  = — -, .  Mais  si 

nous  retranchons  les  équations  des  deux  prenuers  cercles , 
nous  obtenons  pour  équation  de  l'axe  radical  -. 

2(a  — a   or  +  a"— a'  +  R*_r'  =  0. 

Donc,  déjà  ce  centre  est  sur  Taxe  radical  des  cercles  R  et  r. 

Je  vais  chercher  son  y  pour  fixer  sa  poéition  ;  et  d'abord 
la  dérivée  par  rapport  à  y  devient  : 

d'où 


Mais  Taxe  radical  do  dernier  et  du  premier  cercle  a  poar 
équation  : 

el  si  dans  cette  éqnation  on  remplace  x  par 

2(«  — «') 

c'est-à-dire  si  on  fait  concourir  les  denx  axes  radicaux ,  on 
obtient  : 

^  = j^^-;;; : , 

c'est-à-dire  l'ordonnée  dn  centre... 

Donc  ce  cercle  a  pour  centre  le  centre  radical  des  trois 
cercles  donnés. 

Four  avoir  son  rayon ,  soient  A ,  B  les  coordonnées  du 
centre  radical  ;  alors  l'éqtiation  du  cercle  sera  : 

ou  raiSMitr=0,  *•— 2Aj:+A'+B*=X'; 

je  vais  aloors  chercher  à  avoir  x*  —  ^Kx  ^  pour  cela  je  fais 

^  SB  0  dans  l'équation  dn  cercle ,  et  j'observe  que 

; =5  2A  ; 

alors  il  vient  : 

p  (ttj: -f- R' —  g*) 

P(X  — g)  ^ 

g  —  a'  ' 

ou  — R'4.g'  =  x*  — 2Àx+2Àg; 

dene  *' —  R'  — aA«2à*>_2A*, 

et  par  mita        X  >e.A!  +  B«  -{-g'  t^SAc. 


Or  cette  valeur  de  X  n'est  «atre  que  la  longueur  de  la 
tangente  aax  cercles  issue  da  centre  radical  -,  car  T  étant 
celle  tangente,  Ton  a  T=  (la  distance  da  centre  radical  an 
centre  du  cercle  R/  —  R*.  Or  le  carré  de  cette  distance  est 


B"  +  (A  — «)•=  Jr+ A'  — 2A«+  a'; 

donc  T  =  B"  +  A'  +  a'  — 2A>a  — R\ 

n  est  donc  enfin  établi  qoe  le  lieu  cherché  est  la  circon- 
férence orthogonale  aux  trois.  Il  peut  être  construit  alors 
aisément  (le  contre  et  le  rayon  étant  déterminés). 

Note.  Oo  peut  abréger.  Dés  qu'il  est  démontré  que  le 
centre  cherché  est  sur  Taxe  radical  de  deux  quelconques  de 
ces  cercles,  il  est  évident  quMl  se  confond  avec  le  centre  ra- 
dical des  trois  cercles  ;  et  les  calculs  se  simplifient  en  prenant 
le  centre  radical  pour  origine  des  coordonnées.  Les  équa- 
tions des  trois  cercles  prennent  alors  la  forme 

^— 2ftr+J?"  — 2^0:=/,  ^•-2Kr  +  j:*— 2«'jr=a/; 
et  l'on  trouve  pour  lieu  du  point ,  x*  -|-^"  -|-  7*  «  O; 

or      7-=R'_««-p'=r^-«'«-.p'«=sr«— «"•—?"•; 

donc  si  7'  est  positif,  c*est-à-dîre  si  le  centre  radical  est  dans 
rintérieur  des  cercles,  le  problème  est  impossible;  et  si  7* 
est  négatif,  ou  si  le  centre  radicsd  est  extérieur  aux  cercles, 
alors  le  lieu  est  tel  qu'on  Fa  trouvé  ci-dessus,  et  le  lieu  du 
point  dlnlcrsection  des  polaires  est  une  ligne  du  quatrième 
degré  donnée  par  l'équation 

iy\?  -p')+^j^(«  -  «')  +x(a'p-«.p'(^-  /(P-p')r+ 

+  Ma-a')  +XJ^(p-P')+M«P'-«'P)  +  7-(P'-P)r 

+  7'  [r(«  -«  )  +^9!  -  P)  +«'P  -  «W  =  0  ; 

Il  est  à  remarquer  que  r(«— «')+Jf  (P'  — P)  +  ^'9  — ap'«0 
est  l'équation  de  la  droite  qui  passe  par  les  centres- des  cer- 


—  om  — 

clés  R,r;  en  prenant  Taxe  des  x  parallèle  à  cette  droite ,  l'on 
a  p  =  ^,  et  réqnatioD  de  la  conrbe  se  rédait  à  cette  forme  : 

ligne  qui ,  n'ayant  pas  d'asymptotes  >  est  fermée  on  composée 
de  branches  fermées.  Un  seul  cas  échappe  à  cette  méthode  : 
c'est  celui  où  les  trois  centres  sont  sur  une  même  droite  ;  le 
centre  radical  étant  à  l'infini ,  on  ne  peut  le  prendre  pour 
origine  ;  mais  abrs  la  droite  des  centres  est  évidemnient  le 
lien  cherché.  Tm. 


QUESTION  DE  MÉGANIQUE 

proposée  au  concours  d'agrégation  (année  1845,  tom.  IV, 

p.  461). 

FAB  M.  TUBfUAir , 

pnt9sa9nt  as  eoHég»  royal  de  Panllvy. 


Problémb.  Un  point  matériel  pesant  est  suspendu  à  un  fil 
flexible ,  inextensible  y  et  sans  masse ,  dont  Tautre  extrémité 
est  fixe;  ce  pendule  est  mis  en  mouvement  dans  un  plan  ver- 
tical, et  le  fil  s'enroule  sur  une  courbe  fixe  située  dans  ce 
pfan  et  passant  par  le  point  de  suspension  où  elle  a  pour 
tangente  hi  verticale;  quelle  doit  être  cette  courbe  fixe, 
pour  que  la  tension  du  fil  soit  constante  pendant  un  certain 
temps;  quelles  seront  les  lois  du  mouvement ,  et  pourra4-4 
être  oscillatoire?  On  donne  la  longueur  du  fil  et  la  vitesseda 
pendule  au  point  le  plus  bas. 

Solution.  Je  prendrai  pour  axe  des  j^  la  verticale  pas- 
sant par  le  point  de  suspension,  et  pour  axe  des'j?  nwm 
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boriEonlale  pantat  par  le  même  poioi ,  qui  4ès  Ion  detienl 
l'origine. 

Il  est  évident  qn'à  mesare  que  le  fil  s'enroale  sur  la 
conrbé ,  l'extrémité  da  pendule  décrit  la  dérdoppanle  de 
cette  cotirbe  ;  et  que  cette  développante  a  pour  rayon  de 
courbure  à  un  instant  quelconque  / — s,  l  étant  la  longueur 
donnée  du  fil ,  et  i  la  longueur  de  l'arc  embrassé  par  le  fil  à 
cet  instant ,  cet  arc  étant  compté  à  partir  du  point  de  sns- 
penèfott.  11  est  évident  encore  que  jc^  y  étant  les  coor- 
données de  l'extrémité  de  Tare  i,  les  angles  que  le  rayon  de 

courbure  /— i  fait  avec  les  aies,  auront  pour  cosinus-^ 

On  peut  supprimer  le  fil  auquel  est  suspendu  le  point 
matériel ,  pourvu  qu'on  ren^ilace  sa  tension  par  une  force 
égale  et  de  même  sens  ;  cette  force  sera  la  résistance  de  la 
trajectoire ,  résistance  qu'on  sait  être  égale  et  directement 
opposée  à  la  pression  qu'elle  supporte.  Cette  pression  devant 
être  constante,  je  la  désignerai  par  a,  et  j'aurai  *. 

^    ,     ày 


Aucommencement  du  mouvement  y  «=0; -7-  =  1  et  la 

eu 

vitesse  v  est  donnée;  représentoofr-la  par  A,  il  viendra  : 

On  voit  par  là  que  a  ne  peut  être  plus  petit  que  g^  ni 
même  égal  à  g\  ear^  dans  le  premier  cas  la  viteaae  k  serait 
imaginaire,  et  dans  le  second  cas  elle stfait  nulle,  et  le  peo- 
dule  resterait  au  repos. 

Gomme  le  point  malérid  en  moavement  eat  aaaqjelti  à 
se  mouvoir  snr  mM. certaine  ooiirbe  (la  développaale  de 
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laooarbe  demaodée) ,  çi  n'éproare  aacan  frottement,  aa- 
cone  résistance  de  milieu  ;  le  principe  des  forces  Tives  a 
lieu ,  et  l'on  a  : 

«'*=*•+ 2^(1»-/;..  (2) 

En  désignant  par  (,  »  les  coordonnées  dn  point  mobile  à 
nn  instant  qualconqne. 

Je  mets  cette  valeur  de  v  d^ns  l'équation  (1) ,  qui  de  - 
viendra  : 


a: 


/-#         '^^  ds' 


ou  bien  en  observant  qu'on  a  >?— ^=s  (/— i)  -^ ,  d'où 

-=: 7=1 +^i' 

et  après  quelques  réductions, 

(2é^:r  +  b^^%/)A  +  %(/-i)4^=0.  (3) 

J'intégrerai  d'abord  cette  équation  ;  je  la  rendrai  bomogène 
en  faisant  jr^ y -\-mi  i=y-f /i,  et  en  posant  : 


d'où  n=l,    m=    ^  .  Elle  se  changera  ainsi  dans  la 

suivante  : 

qui  pourra  s'intégrer  facilement ,  car  elle  est  homogène  et 
linéaire. 
On  aura  en  désignant  par  A  une  constante  arbitraire 

a 


f 


|T 


ou  ^— m=-(i-/)+A(*— /)\ 

8 

Je  détermine  la  constante  A  de  manière  qn'oo  ait  j^  s  0 
pour  1=0.  J'anrai  ainsi  : 

doa  A— — ^- — «  • 

Ce  qai  donne  enfin  : 

Je  déterminerai  ensuite  la  valeur  de  x  en  fonction  de  i; 
mais^ponr  cela  il  sera  plus  commode  d'écrire  l'équation  (4) 

ainsi:  ^"^^  "• ^ 

On  en  tire  d'abord  : 

et  comme  ou  a  dy^=idy\  d$z=i€U/  l'éqnation 

d^=dx'-\'dy  deriendra  A'«=rfx''+rfy, 
d'où 


Je  poserai  d'abord  i  -  j  •=u,d'ou*'=j^;  A'= ^  el 

'^=-\/'-(i+-r")— • 

Il  est  facile  devoir  que  le  second  membre  pourra  s'intégrer 
sons  forme  finie. 


-  529  — 
Je  fais  d'abord 

-H 2. tt=:j, ,  d'où  5 srtt      du^^ i 

^  «^  /i—g  a— g 

et  je  transformerai  par  là  la  valeur  de  dx  en 

Ce  second  membre  deviendra  rationnel  par  une  transfor- 
mation connue.  On  posera  : 

«t  Ton  anra  : 

^=-34f  {a^gy i i -. 

Enfin  j'aurai  : 
«t  en  faisant  : 


Vi 


Ce  second  membre  est  maintenant  facile  à  intégrer,  et  Tod 
trouvera  finalement  : 

Pour  la  ralear  de  <  en  t  on  a  : 


\/ 


amu^  bi  m ATCia.  v.  35 
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On  déterminera  la  constante  A  par  la  condition  qae  VA* 
cisse  X  soit  nulle  pour  <=0  on  pour  <=  oc ,  car  ^=0  rend 
/= oc;  or  les  qoatre  premiers  termes  de  Ifr  valeur  de  a  s'é- 
vanouissent pour  <=:oc,  le  suivant  se  réduit  à  >  ;  ce  qui 
donne  pour  la  valeur  de  la  constante  : 

s  augmentant,  ^diminue,  et  la  valeur  de  x  augmente, 

dx 
ainsi  que  le  cosinus  -j-  jusqu'à  ce  qu'on  ait  : 


='(-(?)■)■ 


Alors  la  tangente  à  la  courbe  est  parallèle  à  l*axe  des  x , 

et  la  valeur  de  x  a  atteint  son  maximum.  En  même  temps 

la  valeur  de  y  décroît  constamment  ainsi  que  celle  du  cosinus 

dy 

-y- qui  devient  alors  égal  à  zéro. 

€IS 

S  continuant  à  crottre^  continue  à  décroître ,  ainsi  que  le 

cosinus  ^ ,  jusqu'à  ce  que  s  soit  égal  à  /  [  1  —  /  ~^)    )i 

dy 
alors  -r-  SB  ^  1 ,  mais  *  ne  peut  croître  au  ddi  de  cette  valeur, 

dy 
car  «lors  -j-  deviendrait  nomériquement  plus  grand  que  1, 

ce  qui  serait  absurde.  Quant  à  la  valeur  de  x ,  elle  décrotin , 

dx 
et  -j-  repassera  par  les  mômes  valeurs  absolues  que  pré* 

cédemment ,  mais  il  faudra  prendre  ces  valeurs  négative- 
ment ,  sans  quoi  y  ne  pourrait  pas  décroître. 

Ainsi  la  courbe  s'arrête  brusquement  au  point  où  sa  lon- 
gueur est  /  f  t-r  i'-^Tr)    ))  ^^  ^^^^  ^^  dernier  étément 
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esi  Tertical.  Elle  a  aiuai  un  poîAt  d'arrêt  à  l'origioe ,  car  si 

dy 

on  prend  s  négativement ,  -.-  deyient  namériquement  plus 

43m 

grand  que  1,  et  celle  de  -y-  devient  imaginaire- 

as 

Pour  la  trajectoire  du  mobile ,  ou  la  développante  de  ia 
courbe  que  noua  venons  de  déterminer,  elle  a  pour  équationa 
en  désignant  par  ( ,  -n,  ses  coordonnées  : 

dx  dy 

Coliàme  les  valeurs  de  x  et  de^,  de  ^  et  de  —^ ,  sont  con- 

ds  as 

nues  en  fonction  de  5 ,  on  voit  qu'elles  font  connaître  ieir^ 
an  moyen  du  paramétre  auxiliaire  5,  et  qu'ainsi  on  fK>urra 
la  construire  par  points  de  même  qu'on  a  construit  sa  dé- 
veloppée. 
Elle  a  aussi  deux  points  d'arrêt  qui  répondent  aux  va- 

leurs5=0,  s  =  l  (i  —  (— r^l  Y  Au  point  d'arrêt  qui  ré- 
pond à  s=0  son  élément  est  horizontal ,  à  l'antre  point  d'arrêt 
son  élément  est  vertical. 

dr 
En  remplaçant  ^  par  sa  valeur  dans  l'équation  (1) ,  et  y) 

fNir  sa  valeur  en  fonction  de  s  dans  réqaatiOB  (S)»  on  aura  la 
valeur  de  la  vitesse  en  forction  de  s^  savoir  : 

v^={a—g)  à  {l^sy  ou  f'sir  Y  (a— g)  P  {Isf. 

Ainsi  la  vitesse  est  constamment  propartionnelle  à  la  racine 
cubique  du  rayon  de  courbure  de  la  trajectoire.  Gommé  au 
point  d'arrêt  de  cette  trajectoire,  le  paramétre  s  n'est  pas  en- 
core égal  à  /  y  le  rayon  de  oourtmre,  ni  la  vitesse  du  mobile  ne 
seront  nuls;  comme  aussi  qaand  le  mobile  sera  arrivé  en  ce 
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point ,  le  fil  au^tuel  il  est  attaché  ne  pourant  plus  s'êBroofer 
sur  la  coorbe  fixe ,  les  lois  dn  monvement  changeront  ;  il  ne 
poorra  donc  pas  être  oscillatoire.  On  voit  aussi  qu'à  partir  de 
cette  époque,  la  tension  dn  fil  cessera  d'étrç  constante. 

« 

On  pourra  calculer  le  temps  que  le  fil  emploiera  à  s'enrouler 
sur  un  arc  donné  de  la  courbe  fixe ,  et  par  suite  le  temps  que 
le  point  mobile  emploiera  à  parcourir  l'arc  correspondaot  de 
sa  trajectoire.  En  eflet  si  on  difiérentîe  les  équations  de  la 
trajectoire,  on  aura  : 


di^(l^i)d~,   dr={l-i)d^; 


d'oà 


Et  si  on  remarque  que 


-tdt 


dx     \    /.      dy  dx  ds      ds 

ds       y  ds"  ds  /        jy^ 


que 


ds-g       g\,l-s)     "^""ds  —  ^^,^^^ 
on  aura  facilement  : 

_  —  {a-g)à ds 


et  enfio 
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3^(' 


Et  en  vépétant  les  mêmes  transformallons  qoi  ont  déjà 
été  employées  dans  le  calcul  de  la  valeur  de  x,  on  arri- 
yera  à  une  valeur  de  ^  ,  qui  sera  intégrable ,  et  l'intégra- 
lion  faite,  on  aura  : 


Note,  L'Hôpital  qui  a  le  premier  traité  cette  question,  par- 
vient à  cette  équation  : 

jc  est  lioriiontal ,  y  vertical  et  a  est  le  poids  du  point  maté- 
riel. {M.  et  Vpâead.^  1700,  p.  15.) 


SOLUTION  DB  LA  QUESTION  125  (p.  376). 


ÉlèTe  en  «pécUlei. 


Soient  les  équations  de  deux  ellipses  rapportées  aux  mêmes 
axes: 

Des  aires  des  ellipses  sont  égales,  et  si  les  axes  sont  rectan- 
gulaires ,  les  ellipses  sont  égales.  (Jacobi.; 
11  faut  prouver  que  lei  produits  des  axes  sont  égaux. 
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Les  équations  peuvent  se  mettre  sous  la  forme  : 

(*'+  iV-|-2j:^(a&+«'ô')  +(a*+a")x*— c'ss  0. 
(a" + 6  V*  +  %xy{ad + **')  +  (a«+  fr>' — c' = 0. 

D'après  les  relations  d'iclentité  (p.  489, 1. 1),  on  a  pwr  le 
darré  dû  premier  pipdait  : 

4L'sra'T     .         1       .  ^        ♦L'^sfaV 
— ^ r—  ,  et  pour  le  second, ,~ 

(y  angle  des  axes, 

OT  =  F  — 4AC,     L=r  AF  — BI>E  +  C»r  +  F(B'  — 4AC) 

réqaatîon  de  la  courbe  étant  : 

V  +  Bo^r  +  Cx*  +  Dr  +  Ex  +  F  =  0). 

Or,  7  =  7'*  doï^c  il  faut  faire  voir  que  L  =  L'  ;  ot  =  m'. 

m  et  L  ne  yariant  pas  avec  Torigine  (observation  1. 1, 
p.  489),  nous  pouvons  tirer  leurs  valeurs  dès  équations  ac- 
tuelles, où  D  =0;  E  =  0. 

m  =4(a'^^*+2aa'6ô'+a'*6")  -.4(a*i'+a-6"-j-  a''6'+a"A'*) 
=4(2aa'*6'—  a*^'  ^a**b^)  =  —  4(^i6'—  ba')^  ; 

+  b'à'*) 

Ainsi  m  =  m'. 

Mais  L  =  —  c"m.  ;  L'=  —  cW  ;  donc  aussi  L=:  L' 

Si  7=90'',  je  dis  que  les  ellipses  sont  ^ales. 
Les  conditions   d'égalité  de  deux  coniques  sont  (t.  I, 
p.  493)  si  m  =  m'y 

N'L'sîn'»Y'  =  WL8În^Y,  ou  puisque  L=L',  sinyssinf, 
N  5=  N',    mais  N  =  A  +  C— Bcosy  (voirnoUtion  p.  489) 
=î>A+C,  puisque  y=:9^%   N'=  A'+C 

Vérifions  donc  si  A  -f-  C  =  A'  +  C' }  en  effet, 

ponc...  c.  q.  C  d.  * 
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ANALOGIES  . 

du  cercle  et  de  Vkyperbole  équilcUêre, 


La  perpendicalaire  abaissée  d'an  point  quelconque  du 
cercle  sur  un  diamètre  est  moyenne  géométrique  entre  les 
deux  segments  de  ce  diamètre.  La  perpendiculaire  aliaissée 
d'un  point  quelconque  de  l'hyperbole  équilatère  sur  son  axe 
transTerse  est  également  une  moyenne  géométrique  entre 
les  deux  segments  de  cet  axe.  Ainsi-les  deux  courbes  se  trou- 
vent réunies  dans  une  même  définition  ;  seulement  l'ordon- 
née du  cercle  est  moyenne  entre  deux  segments  additifs  ; 
celle  de  l'hyperbole  équilatère  entre  deux  segments  joui- 
iractifs. 

De  là ,  entré  les  deux  courbes ,  de  nombreuses  analogies 
qui  ont  fait  proposer  quelquefois  de  substituer  k  la  dé&omi* 
nation  un  peu  longue  d'hyperbole  équilatère  eelle  d'A^j^r- 
cycle ^  ou,  par  contraction,  hypercle. 

L'hyperbole  équilatère,  tournant  autour  de  Fun  ou  Fautre 
de  ses  axes ,  engendre  un  solide  k  une  nappe  ou  à  deux 
nappes.  L'un  et  l'autre  de  ces  solides  ont  aussi  ayec  la  sphère 
des  analogies  qui  autorisent  à  les  désigner  sous  les  noms 
é'hypersphéroïde  à  une  ou  à  deux  nappes.  Certaines  ques- 
tions sur  la  sphère  conduisent  à  des  circonstances  de  calcul 
dont  l'explication  exige  la  connaissance  de  ces  analogies.  J'en 
donnerai  un  exempte. 

Dans  ce  qui  ya  suivre,  j'ai  supprimé,  pour  abréger,  la 
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plapart  des  déoioiistrations.  Je  me  borne  à  dire  qu'elles 
pendent  exclosivement  des  méthodes  qui  sont  admises  dans 
renseignement  de  la  géométrie  élém^taire. 

I.  La  détermination  de  l'hyperbole ,  comme  celle  du  cer- 
cle ,  dépend  d'an  seul  paramètre.  C'est  le  demi-axe  trans-^ 
ycrse  que  j'appellerai  aussi  leraym. 

II.  La  tangente  au  cercle  est  perpendiculaire  à  la  ligne  qui 
joint  le  centre  au  point  de  contact ,  et  la  tangente  à  l'hypw- 
cycle  a  une  direction  antiparallèle  à  cette  même  perpendico- 
laîre«  Pour  constater  cette  analogie ,  il  faut  rappœrter  la  si- 
tuation  de  ces  deux  lignes  (la  tangente  à  l'hyperbole  et  la 
perpendiculaire  à  la  ligne  centrale)  à  l'un  des  deux  axes  de 
)a  courbe. 

III.  Dans  Tune  et  l'antre  courbe ,  la  distance  du  centre  à 
une  tangente  quelconque  multipliée  par  la  distance  de  ce 
même  centre  an  point  de  contact  correspondant ,  donne  un 
produit  .constant  (égal  an  carré  du  rayon). 

IV.  Concevons  dans  l'une  ou  l'autre  courbe  un  secteur 
central ,  c'est-à-dire  un  secteur  formé  par  un  arc  detxuirbe 
et  les  deux  ligaesf  centrales  aboutissant  aux  deux  extrémités 
de  cet  arc«  Soit  R  le  rayon  de  la  conrbe  et  h  la  projection  de 
l'arc  sur  l'axa  de  la  ci^urbe.  Si  le  secteur  fait  une  ^évolution 
autour  de  Taxe ,  il  engendrera  un  solide ,  c'est-à-dire  un 

'  secteur  sphérique  ou  hy perspbérique ,  ayant  pour  mesure 

Cette  expression ,  bien  connue  pour  le  secteur  sphérique , 

r 

est  commune  aux  secteurs  de  Thypersphéroïde  à  une  ou  à 
deux  nappes.  Il  faut  seulement  bien  entendre  que  A  est  la 
projection  de  l'arc  sur  l'axe  de  rérolution.  D'ailleurs  la  dé- 

■ 

monstration  se  fera  à  l'aide  des  propositions  II  et  III ,  et 
précisément  comme  pour  la  sphère. 
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V.  De  Texprcssion  ci-dessoflda  secteur  il  est  facile  de  dé-« 
daire  la  mesure da  segment  à  deux  bases  parallèles,  c'est-à- 
dire  da  segment  limité  par  deux  plans  perpendicalaires  à 
Taxe  de  révolation. 

Je  Tais  donner  le  calcul  de  cette  dédoction  poor  le  solide 
sj^ériqoe. 

Soient  (x',y)  et  (j:^',/')  les  coordonnées  des  points  ex- 
trêmes de  Tare  entre  les  deox  bases.  Le  volume  du  segoienl 
sera  : 

Je  remplace ,  dans  cette  expression , 

.    xy  —  xy  par  Kh  —  (x"*  4-  x'x"  +  x'*  j  h  ; 
^t  en  même  temps 

R   par — ^ '-^^—  ;  j 

et  il  Tient  immédiatement  : 

,      2        +6       ' 

ce  qui  est  bien  l'expression  du  segment  spbériqne ,  c'est-à- 
dire  la  demi-$omme  de  ses  hases  multipliée  par  sa  hauteur ^ 
PLUS  la  solidité  de  la  sphère  dont  cette  mime  hauteur  est  le  dia- 
métré. 

En  appliquant  conycnablement  le  même  calcul  au  segment 
de  rhypersphéroîde  à  une  ou  à  deux  nappes ,  on  trouve 
qu'un  tel  segment  a  pour  mesure  la  demi^somme  de  ses  bases 
multipliée  par  sa  hauteur^  moins  la  solidité  de  la  sphère  dont 
cette  même  hauteur  est  le  diamètre, 

yi.  On  sait  trathsformer  une  spbère  eu  un  ellipsoïde  à  axes 
inégaux  en  faisant  croître  proportionnellement  les  dimen- 
sions dans  deux  directions  perpendiciflaires.  Le  volume  ou 
les  portions  du  volume  transformé  croissent  dans  des  rap- 
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ports  fadies  à  délerminer  ;  de  florle  que  le  volume  total  de 
l'ellipsoïde ,  oo  le  volume  d'an  segment  d^ellipaolde,  pea- 
vent  être  cakalés  facilement  sans  sortir  dee  méthodes  élé- 
mentaires  ;  il  n'est  pas  même  nécessaire  qne  les  deux  iMses 
dn  segment  soient  perpendiculaires  à  Tan  des  axes  de  la  sur- 
face :  il  suflSt  qa1ls  soient  parallèles. 

SemUablement,  on  pourra,  sans  recourir  aux  méthodes  dn 
caloul  infinitésimal ,  construire  le  volume  d'un  sèment  à 
deux  bases  parallèles  dans  Vkyperboléïde  quelconque  à  une 
ou  deux  nappes. 

VII.  Pour  montrer,  par  un  exemple  simple,  l'utilité  de 
ces  analogie»»  je  supposerai  qu'on  ait  à  résoudre  ce  problème 
de  géométrie  élémentaire. 

Problême,  «  Refrancher  d'une  sphàre  donnée  un  segment 
n  à  une  seule  base  qui  soit  au  cylindre  de  même  base  et  de 
»  même  hauteur  dans  le  rapport  de  m  à  1.  » 

Si  R  est  le  rayon  de  la  sphère ,  y,  le  rayon  de  base  du  seg- 
ment cherché,  et  h  sa  hauteur,  l'équation  immédiate  de  la 
question  est 


d'où  on  déduit  : 


3m— 1 


La  possibilité  de  la  question  semble  exiger  que  cette  va- 
leur de  h  soit  positive ,  et  pour  cela  m  doit  être  moindre  que 

;r ,  ou  plus  grand  que  - . 

Cependant  si  le  rapport  m  recevait  une  valeur  intermé- 

1       1 
diaire  aux  fractions  r  et  - ,  la  valeur  négative  de  h  donnée 

par  la  formule  prô<i^dente  serait  la  hauteur  du  segmeiu 
dhypersphéroïde  (à  deux  nappes)  qui  satisferait  à  la  question. 
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Noie.  Les  foDClioos  relatives  à  Vhyperbole  équilatêre  se  pré- 
senteût  dans  beaucoup  de  questions  de  physique  et  d'astro- 
nomie, et  sont  devennes  d'une  application  numérique  facile, 
grftccs  aux  récents  travaux  de  M.  Gudermann  sur  les  fonc* 
$i&nipMnHeUeê.  C'estle  nom  que  cet  auteur  donne  aux  lignes 
trigonométriques  circulaires  et  hyperboliques.  Il  désigne  les 
premières  par  des  lettres  latines ,  et  les  dernières  par  des 
lettres  initiales  gothiques.  Soit  tt*=P+Qi  1*-*=?— Q; 
tt  étant  une  base ,  alors  P  et  Q  sont  des  fonctions  poienHelles 

de  JT ,  et  P  =  6os  j:  j  Q  =  i^in  x;   ^  =  lang.  x.  Si  a=:  e , 
alors 


e  +e       ^,  e  — e 


@0&x^! ;  Smx= — '. :•  etsi  j:=xi=ar  K  — 1, 

alors  (Sos  ix  =  oos  jt  ,  et  réciproquement  cos  ix  =  (Sos  x. 
M.  Gadermana  a  calculé  des  tables,  insérées  dans  le  Journal 
de  Crell  (du  tome  VII  an  tome  XI).,  pour  toutes  les  fèoc- 
tions  trigonométriques  I]^percn*co]aires.  Sans  do«te  qn'on 
publiera  un  jour  ces  tables  à  part.  Huyghéns  «vait  proposé 
de  nommer  les  courbes  exponentielles  hyperirameenioÊîiâi  j 
et  Jean  BernouUi,  premier  autenrde  tout  ce  que  nous  savons 
sur  les  exponentielles,  loi  demande  pourquoi  hjfper  pl«t6t  que 
kjfpo  {Op.  omnia^  1. 1,  p.  1 80)?  de  même  pourquoi  Thyperbole 
éqralatère  serait-elle  un  faypercy<3le  pkit6t  qu'on  bypoojode  ? 
Il  est  vrai  que  la  contraction  hffpereU  conviept  aux  deux 
locutions  $  d'ailleurs  ces  courbes  appartiennent  à  la  grande 
famille  des  courbes  binômes  y'^^x'*^  a*",  que  M.  Lamé  a 
étudiées  dans  son  excellent  opuscule  sur  les  méthodes,  et 
lorsque  m  est  pair,  les  deux  signes  donnent,  le  positif  une 
courbe  finie ,  et  le  négatif  une  courbe  inflnie ,  entre  les- 
quettes  existent  des  analogies  fondées  sur  la  théorie  des  ima- 
ginaires; lorsque  m  est  impair,  l'^s  deux  signes  donnent  la 
même  courbe ,  à  la  position  près.  Tm. 
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SUR  L'ENVELOPPE 

des  perpendiculairei  aux  extrémUéê  éc$  diamètre$  ées  ellipi» 

{ r<rir  p.  365). 


Profesfear  de  matbématiquet. 


Parmi  les  courbes  nombreuses  que  Too  peut  déduire  de 
Tellipsepar  des  coDstmctions  fort  simples ,  il  en  est  quelques- 
unes  qui  méritent  une  étude  spéciale ,  soit  pour  ks  propriétés 
curieuses  dont  elles  jouissent  întrinséquemenr ,  soi  t  pour  leur 
utilité  pratique  dans  la  solution  de  quelques  questions  impor- 
tantes. Cette  remarque  s'applique  également  bien  à  toute 
autre  courbe,  pourvu  qu'elle  soit  suffisamment  connue  ;  et 
quoique  la  multiplicité  des  lieux  géométriques  que  Von  peut 
tirer  d'une  même  courbe  primitive  soit  indéfinie,  nnecri« 
lique  judideuse  parvient  facilement  à  discerner  ceux  qui 
peuvent  être  l'objet  d'un  travail  utile. 

Si  l'on  considère  une  ellipse,  et  que  par  tous  les  points  de 
cette  courbe  Ton  mène  des  perpendiculaires  sur  les  diamètres 
correspondants  i  les  intersections  successives  de  ces  perpen- 
diculaires déterminent  un  lieu  géométriquequi  tnérite  d'être 
étudié.  Les  arcs  delà  courbe  en  question  jouissent  de  la  pro- 
priété remarquable  de  pouvoir  représenter  des  fonctions  el- 
liptiques de  première  espèce,  à  module  quelconque.  Ce  ré- 
sultat ,  publié  par  Legendre  dans  son  TraUé  des  fimcHma  A- 
Kptiques^  était  connu  antérieurement,  et  M.  Talbot,  membre 
de  la  Société  philosophique  de  Cambridge,  l'avait  indiqué  dès 
1821  dans  les  anciennes  Annalesdt  Mathématiques deM.  Ger- 
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gonnc,  t  XIY,  p.  380-381.  L*é(iide  des  dîTenes  formes  dont 
celte  ooQrbe  est  susceptible  est  de  nature  à  mAriter  quelque 
attention. 


_• 


l'équation  de  i'eHipse.  Si  Ton  obserre  qu'en  Ter  tu  de  la  rela- 
tion connuecos'f  +  8in><p=sl,  l'équation  étant  vérifiée  d'elle- 
même  ,  lorsqu'on  remplace  x  par  aoos^  et^  par  ftsinr,  on 
pourra  dire  que 

sont  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  M'  de  l'ellipse 
(/ijr.  50).  L'équalion  de  la  perpendiculaire  nfN  menée  sur  le 
rayon  OM'  sera  par  conséquent  : 

.  .  acosr  .  ^ 

^  —  6smf  = -— 7-7-i  (x  —  acosf), 

6sin<p  ^' 

ou ,  sons  une  forme  plus  symétrique , 

^^  sin  (p  -f  ^u^  cos  f  —  6*sin>  —  a'cos'f  =  0.      (  1  ) 

D'après  la  théorie  connue  des  euTeloppées  (*) ,  la  seconde 
équation  du  problème  s'obtiendra  en  formant  la  dériTéede  la 
première  par  rapport  à  ?.  Ce  sera  donc  : 

bjrcoBf  —  axsiUf — 2b*cosff s\U(f-\'2a*s\nif cùBif Si 0.    (2) 

L'élimination  de  l'angle  r  qui  figure  dans  les  équations  (1  ) 
et  (â)  comme  paramétre  variable,  conduirait  à  l'équation  du 
lieu.  Mais  comme  cette  opération  serait  laborieuse ,  et  que 
l'équation  finale  en  j:  et  j^  serait  du  sixième  degré  (p.  367  ) , 


(*)  Si  l'on  Teut  èriter  celle  contidéralion  et  remploi  du  ealeul  différentiel ,  on 
ehengera  7  en  f  -f  A  dans  Tèquation  (1),  on  retranchera  réquation  (i)  du  résul- 
Ul,  et  Ton  pafsera  à  la  limite  aprèi  avoir  préalablement  divisé  par  4.  Ces!  là 
nnlarliSce  que/uMge  des  eoordonnéei  polaires  rend  trés-familter»  et  qui  est 
à  l'abri  de  toute  objection  logique. 


J 


et  par  oonséqueftl  peu  conmode  à  disciiter,  ii  sera  plus  sii 
pla  de  dégager  les  valeors  des  deux  coordeanèes  eo  fooction 
de  riodétenniDée  aaxiliaire  f  prise  pour  variable  néépeiH 
dante.  Appliquons  donc  aux  équations  dont  il  s'agit  la  mé- 
thode des  multiplicateiys ,  et  ajoutons  à  cet  eflèt  le  produit  de* 
Téquatton  (1)  par  Miif  à  FéquaiioB  (2)  préatobteoieot  niiiltî- 
pliée  par  C09i  ;  il  tient  : 

b^  =  6*sin^f  4'  a''coê*fmf'{'2b*tànfO0t^^ —  da'cos'fsin? 
ou ,  toute  réduction  faite,  en  posant  comme  on  le  fait  sooveDt 


c'sin'*  +  (26'  — a')sin?  ,,  , 

y  = g ^.  (a) 

Pour  dégager  x  on  multipliera  Téquation  (1)  par  ces  7  et  la 
seconde  par  —  sin^ ,  en  sorte  qu'il  vient  eu  ajoutant  : 

ax  =  6'sitf<p  008  f  +  a*co8'<p  —  2b*s\n\  cos  9  +  2â'sin'f  cos  f , 

d'où  enfin , 

_  —  C^COs3y+(2a'— ^>*)C08y 
•^- ^ >  (P) 

formule  que  des  nnotifs  de  symétrie  eussent  suflsammeot  in- 
diquée f). 

Il  sera  facile ,  à  l'aide  des  expressions  (a)  et  (P) ,  de  diacu^ 
ter  la  courbe  en  suivant  les  variations  de  l'abscisse  et  de  l'a- 
donnée qui  répondent  aux  divers  états  de  grandeur  que  l'on 
peut  assigner  à  l'angle  f .  La  valeur  de  y  est  nulle  pour  7^  =  0 , 


(*)  Les  formales'qve  Legendre  considère  sont  les  soîTaDtes  : 

sinv  cos? 

X— -jp  (i-2c«+c«8in»o);      y  — -^  (i+c»sm«?). 

On  ¥oît  qu'elles  rentrent  dsns  les  eipressions  des  coordonnées  dn  problène  se- 

tnel.  Le  demi-grand  axe  est  dirigé  sur  Taxe  des  y,  et  a  pour  valeur  t,  tandis  que 

le  demi-petit  axe  compté  sur  l'axe  des  abscisses  est  é|^al  k  Tunité.  (Traité  éet 
ffmcHont  elliptiqueif  ch.  VH.) 
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e(  eo  néme  tenpsl'on  a  j:ss  ^ ,  en  aorte  que  la  courbe  passe 
par  rezlrémlté  4a  grand  axe  de  l'eUipae  sur  laqueUes  lea  con- 
fllmclioiia  s'opèrent.  On  pooyait  prévoir  eelte  condosion , 
poisqne  la  rencontre  de  la  tangente  an  sommet  avec  la  per- 
pendicnlaire  menée  sar  un  rayon  fort  rapproché  deOA  (fig,  50) 
doit  nécessairement  déterminer  un  point  du  lieu  très-voisin 
du  sommet  ^  l'équation ,  par  une  raison  de  continuité ,  devra 
donc  fournir  le  sommet  lui-même. 
On  ne  peut ,  lorsque  Ton  assigne  à  Tangle  <p  des  valeurs 

ir 

croissantes  comprises  entre  zéro^  et  ~  ,  préciser  le  sens  dans 

lequel  varient  les  expressions  des  deux  coordonnées ,  qu'en 
tant  que  Ton  spécifiera  le  signe  de  la  quantité  (26*—  a") ,  co- 
eflcient  de  siuf  dans  la  valeur  de  Fordoonée.  Cette  distfnc- 
tkm  nécessaire  donnai  évidemment  lieu  à  trois  hypothèses 

différâtes,  suivant  que  Ton  aura  2&'— a*  =  0.    Ecartons 

d'abord  les  deux  dernières  suppositions  :  nous  verrons  plus 
tard  les  modiCcations  qui  en  résultent  dans  la  configuration 
générale  de  la  courbe . 

En  supposant  donc  que  ^  augmente  depuis  zéro  jusqu'à  -, 

la  valeur  de^  composée  de  deux  quantités  qui  croissent  et 
s'ajoutent  va  sans  cesse  en  augmentant,  en  sorte  que  le  point 
décrivant  s'élève  constamment  au-dessus  de  l'axe  des  abscisses. 
Mais  la  valeur  de  x  est  douteuse  :  les  deux  quantités  qui  la 
composent  sont  de  signe  eontraire ,  et  chacune  d'elles  dimi- 
nue ;  on  ne  peut  donc  décider  si  la  courbe  s'éloigne  ou  se  rap- 
proche de  Taxe  des  ordonnées.  Pour  obtenir  un  renseigne- 
ment précis,  je  cherche  quelle  est  la  valeur  de  ^  à  la- 
quelle répond  le  maximum  ou  le  minimum  de  la  quantité 
«os  7  [(2a'—  b*)  —  c'cos>].  On  peut  multiplier  par  le  facteur 
constant  c  et  mettre  l'expression  sous  la  forme  équivalente 
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(c*oo8'<pr[aa*— 6*— c'ccM'r].  GrAce  à  cette  préparation ,  U 
somme  des  deox  facteurs  est  constante  dans  6e  produit ,  et 
d'après  nn  théorème  connu  (*) ,  le  maximum ,  s'il  existe,  sera 
déterminé  par  l'équation 

d'où  y  en  résolvant , 


cos 


Outre  la  condition  de  réalité  qui  est  toujours  remplie ,  puis- 
que l'on  a  dans  tous  les  cas  2a*—  ft*>  0 ,  on  doit  encore  avoir 

Sa*— 6' 

— -j—  <  1 ,  condition  qui  revient  à  2a*—  6' <  3a»— 36*,  ou 
3c 

enfin  2b* — a*<!0.  Gomme  nous  avons  supposé  le  contraire, 
il  n'y  a  pas  de  maximum ,  en  sorte  que  le  point  décrivant, 
s'élevant  au-dessus  de  Taxe  des  abscisses ,  se  rapproche  inces- 
samment de  Taxe^des  ordonnées.  Enfin ,  lorsque  l'on  suppose 

7  =  ^ ,  Ton  a  x=0  et^  =  &,  et  la  courbe  passe  à  l'extrémité 

du  petit  axe. 

Pour  des  valeurs  de .  Tangle  <p  comprises  entre  -  et  x , 

Tordonnée  repasse  par  les  mêmes  valeurs ,  et  Tabscisse  ne 
fait  que  changer  de  signe  ;  d'où  il  suit  que  la  branche  de 
courbe  qui  s'étend  à  gauche  de  l'axe  des^  n'est  que  la  répé- 
tition exacte  de  celle  qui  s'étend  de  A  en  B.  De  plus ,  comme 
le  changement  de  <p  en  2n  —  (p  dans  les  équations  (a)  et  (3) 


C)  En  Toici  renoncé  :  «  Un  prodait  a^^%P,.„  dani  lequel  iii,i»,p....  sont  des 

»  nombres  entiers  ou  fractionnaires,  et  dans  lequel  la  somme  des  Csetears  est 

X     y      s 
»  constante ,  atteint  son  maiimam  lorsque  l'on  a  —  —  -  —  - ....  »  L'application 

m      ^     p 

de  ce  théorème  fort  sim|ie,  est  souvent  plus  courte  que  la  méthode  générale  qn 

exige  la  formation  et  Tannulation  de  la  dérivée  première ,  sans  que  Ton  paisse 

quelquefois  se  dispenser  de  consulter  les  dérivées  des  ordres  sopérieors.  (Fotr 

t.  III ,  p.  i6S.) 
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n'influe  pas  sur  la  valeur  de  x  et  fait  changer  le  aigne  de^ 
aana  en  modifier  la  valeur,  le  lieu  est  symétrique  par  rapport 
à  l'axe  des  abscisses.  Celte  double  symétrie  bit  préToir  que 
si  Ton  avait  éliminé  «p  entre  les  équations  (a)  et  (p) ,  Téqoa- 
tioti  finale  f(Xy  ^)  =  o  n'aurait  contenu  que  des  puissances 
paires  des  diîux  variables.  D'après  Tensemblede  cette  discus- 
sion sommaire ,  si  Ton  attribue  à  la  canrbe  la  forme  la  plus 
simple  compatible  avec  les  renseignements  obtenus,  elle  aura, 
comme  dans  la  fig.  51 ,  beaucoup  de  ressemblance  avec  Tel- 
lipse  ;  mais  ce  tracé  grossier  a  besoin  d'être  justifié.  Consul- 
tons à  cet  effet  le  coeflScient  angulaire  de  la  tangente,  dont  la 
formalion  ne  saurait  offrir  aucune  difficulté.  En  différentiant 
les  expressions  («}  et  (p) ,  il  vient  : 

3c*sin*^  cos^  +  (2A* —  a*)  cos^  , 
dy  = ~ df^ , 

,         3c'Gos*(psin<p — (2a* — 6*;sin<p  , 
dx  =  »  ' — —  aç  : 

et  par  suite , 

dy  _  a  (3g'sin>  +  2^— -  a*)  cosy 
5r  ■"  b  (ac'cos'tp  +  6"—  2a*)  sm<p' 

II  est  aisé  de  constater  que  les  points  A  et  A',  B  et  B' 
sont  des  sommets,  puisque  les  hypothèses  7=  0  et  ;ps  ic , 

f  s  -  et  <p  =  -r~  rendent  en  ces  points  Texpression  ci-des- 

sus  désignée  infinie  ou  nulle.  ' 

Il  ne  reste  plus ,  pour  réduire  la  discussion  à  ce  qu'ellef  a 
vraiment  d^essentiel ,  que  de  préciser  si  la  eourlie  est  inlé* 
rieure  ou  extérieure  à  l'ellipse,  ou  tantôt  l'un  tantôt  l'autre. 
Or,  bn  sait  qu'une  courbe  de  Tordre  m  ne  peut  avoir,  avec 
une  courbe  de  l'ordre  n ,  plus  de  mn  points  communs  \  et 
comme  dans  l'énumération  de  ces  points  les  points  de  tan- 
gence  comptent  naturellement  pour  deux ,  la  courbe,  si  eHe 

Ara.  M  MATBta.  V.  36 
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eoape  f  ellip«e  ^  f^e  peut  depuis  A  jusqu'en  fi  la  reucoutrer 
qu'ooe  seule  fois  ;  deux  points  d'intersection  dans  cet  inter- 
valle exigeraient ,  d'après  la  donble  symétrie  des  courbes , 
seice  points  communs ,  ce  qui  est  incompatible  avec  leurs  de- 
grés respectifs.  11  sufflra  donc  de  décider  quelle  est ,  en  des 
poittls  fort  rapprochés  des  deux  sommets ,  la  position  relative 
des  deux  courbes.  Considérons  à  cet  eOet  un  point  fort  toi- 
siu  de  A  t  0  correspondra  à  une  valeur  de  <p  que  l'on  poorra 
supposer  assez  petite  pour  neiger  les  puissances  de  7  supé- 
rieures à  la  seconde.  D'après  cette  restriction  ,  les  séries  qui 
«ervenf  à  développer  le  sinns  et  le  cosinus  suivant  les  puis- 
sances de  l'arc  fourniront  immédiatement  : 

et  les  valeurs  des  coordonnées  de  la  courbe  qui  répondent  à 
ce  point  sont,  toute  réduction  faite  : 

.r= 1 — - (7),  *= 1 (fl- 


Mais  les  points  extérieurs  ou  iniérieurs  à  TeUipse  sont ,  d'a- 
près la  théorie  spéciale  de  cette  courbe ,  caractérisés  par  la 
condition 

qui  revient  dans  le  cas  actuel ,  après  avoir  formé ,  d'après  les 
valeurs  (y)  et  {9)  de  je  et  de  r*  les  quantités  -;  et  x; ,  à  l'iné- 
f»lili  mWaste  : 

n~F-  + Sï — +-T-}<«' 

ou ,  en  négligeant  le  terme  en  ^  et  divisant  par  7*  : 
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Goomie  od  a  sopposé  en  commeoçant  que  k  f)iiaotité 
d^* —  a*  était  positive ,  le  premier  membre  de  Tinégalité  pré- 
cédente est  toujours  négatif,  ce  qui  montre  que ,  dans  le  yoi- 
sinage  du  point  A ,  la  courbe  est  intérieure  à  l'ellipse  ;  on 
yériflerait  facilement  qu'il  en  est  de  même,  dans  le  voisinage 
de  l'autre  sommet  B.  L'étude  du  rayon  de  courbure  eAt  fourni 
les  mêmes  résultats  ;  en  diflérentîant  une  fois  de  plus  les  va- 
leurs de  a:  et  de  j^,  on  l'aurait  ohtemi  sans  peine  d'après  la 

formule  connue  r=  ,    .  ,      ,  ^    i  ™«w  la  longueur  des 

calculs  rendait  préférable  ici  l'emploi  d'un  artifice  peu  dé- 
tourné. Enfin,  comme  de  A  jusqu'en  B,  c'est-à-dire  depuis 

f  X3  0  jusqpi*^  f  ss  - ,  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente 

fa  sans  cesse  en  décroissant ,  la  courbe  est  exempte  de  sinuo- 
sités, ce  qui  confirme  la  forme  du  quart  de  courbe  AKB 

ifig  51). 

{La  /In  prockuimmefU.) 


SOLUTION  DU  PROBLEME  100  (l.  IV,  p.  37»), 


9AWL  M.  BaOlTBTS , 

Elèf  6  M  GollésQ  royal  miliulrc. 


Soit  un  BTg  continu  sans  points  singuliers  et  sa  corde; 
si  Ton  joint  le  point  de  l'axe  où  la  tangente  est  paraUtte  à  la 
corde  aux  deux  extiteiléa  de  la  corde ,  on  forme  un  triangle 
dont  Taire  est  plus  grawle  que  la  BMrilîé  de  l*aire  du  seg- 
ment {/Ig.  49).  .S 

Je  prends  pour  axes  OA  et  OY  ;  soient  ^  r=:  F(jr)  Téqua- 
(ion  de  la  couirbe^^ la  longueur  OA,  on  a  P(0)^i#;  F(ii)eteO. 
Soit  y,  l'ordonnée  du  point  m' où  fa  tangente  est  par»llèl«  à 


-  ws  — 

la  corde,  l'aire  do  Irftogle sera  -a^..  Aa  lien  de  iacompa- 

rer  au  demi-segment,  je  comparerai  ay^  à  S  aire  du  segment 

Or  S  =  y*  ^xdx ,  c'est-à-dire  la  somme  des  valeurs  da 

produit  l^xdx  par  des  valeurs  de  x  infiniment  rapprochées 

entre  0  et  a.  Soient  a,,a,',  a, a^  les  aocroîssenients  soc* 

eessifs  de  l'abscisse  depuis  0 ,  de  manière  que 

on  aura  pour  le  triangle , 

pour  le  segment  : 

«F(0)  -|-«.F«.  +  «J(«  +  «.)  +     +  «.FCa  -!-«.  +  +  «J. 
Ces  deux  expressions  ont  le  même  nombre  de  termes  ;  loales 

les  valeurs  Fa^....F(a4-o('-f )  sont  moindres  que^.;  dona 

S  <C  â/.  y  c'est-à-dire  que  le  triangle  est  plus  grand  que  la 
moitié  du  segment. 

J'ai  dit  que  y^  était  la  plus  grande  valeur  de  j^;  en  effet, 
s'il  7  avait  une  autre  valeur  maximum  pour  m"  par  exem- 
ple ,  le  point  m!  on  est  un  par  hypothèse ,  la  courbe  aurait 
deux  points  d'inflexion  entre  ni  et  m" ,  ce  qui  est  con- 
traire 4  la  condition  que  la  courbe  n'a  pas  de  points  singu- 
liers. 


ae 


SOLUTION  DU  PROBLÈME  1 15  (t.  V,^.  167) , 

«lèv«  d«  MUéae  rayai  oûlilain  d«  U  Plédit. 


Étant  donnés  dans  le  même  plan  deux  cercles  et  un  point 
■xe,  mener  deux  tangentes  parallèles  telfes  que  le  rapport 


des  dtetanà»  in  point  aux  deux  tangentes  soit  un  rapport 

Ht  * 

donné  ^  ;  par  la   géométrie  élémentaire  et  par  l'analyse 

H 

quand  les  deux  cercles  sont  remplacés  par  des  cc^niqnes. 

Soient  G  ,  G'  les  deux  centres ,  ft....R'  les  rayons,  A  le 
point  fixe,  mT,  mT'  les  deox  tangentes.  Par  le  point  A  je 
conçois  une  parallèle  commune  qui  conpe  la  droite  m|^'  des 
points  de  contact  en  G,  dans  le  rapport  donné  ;  pois  à  ce  point 
une  parallèle  aux  rayons  Cm,  Cni\  c'est-à-dire  une  perpen- 
dicalaire  à  AD  ;  elle  rencontre  GC  en  I ,  et  divise  cette  Ion- 
gnenr  dans  le  rapport  donné  ;  ainsi  on  connaît  de  position  et 
de  grandeur  le  diamètre  AT  d'ane  circonférence  qui  doit 
contenir  le  point  0;  mais  dans  le  trapèze  GmCW,  la  ligne 
IR,  parallèle  aux  bases ,  est  une  fonction  des  bases  R,  R' 
et  dn  rapport  dans  leqael  le  point  I  diyise  GG'  ; 

R/w  -f  R'n 

donc  10  est  connu ,  et  par  suite  le  point  R  ;  IR  donne  la  di- 
rection des*  rayons  de  contact  ;  il  existe  en  dehors  de  la  ligne 
ce  un  point  analogue  à  I ,  qui  donnera  aussi  deux  solutions 
de  la  question.  Getie  solution  est  particulière  au  cercle  ?  en 
TOid  une  plus  générale ,  facilement  applicable  aux  coniques. 
Je  conçois  le  point  A  comme  centre  de  similitude  de  la 
courbe  G  et  d'une  seconde  D ,  dont  le  rapport  de  similitude 

m 
à  G  serait  le  rapport  donné —;  ces  deux  courbes  auraient 

aiora  les  tangentes  (correspondantes  à  un  même  rayon  vec- 
teur) parallèles  et  à  des  distances  du  centre  de  similitude 

dont  le  rapport  serait  —;  la  question  reviendrait  donc  à  me- 
ner une  tangente  commune  aux  courbes  D  et  C 
Cette  dernière  construction  pourra  être  ramenée  à  Tinter- 


BedioD  de  deax  ooiiM|Ofii  an  mojcb  dm  pnJMifri  Nripro^ot  g 
mais  le  cas  le  plus  favorable  serait  ctlui  où  les  cooiqnes  D  et 
C  auraient  un  foyer  (OinrauD  ;  alors  le  problème  se  réduirait 
à  l'iotenectioB  de  deux  cercles ,  qui  seraient  les  pcdaires  ré- 
dproques  des  deux  cooUques  par  rapport  à  un  cercle  direc- 
teur ayaul  pour  centre  le  foyer  comomu . 

Pa{  rapport  an  point  A ,  on  aura  deux  courbes  semblablea 
à  C  i  chacune  d'elles  pourra  donner  quatre  tangentes  oon- 
«unes  aTec€  ;  il  y  aurait  alors  huit  aolotiopa. 

• 

Analyse. 

Je  prends  pour  axes  de  coordonnées  deux  droites  rectan- 
gulaires passant  par  le  point  A.  Soient 

Ay+Rrj^+Cx'+Dr  +  Ej:-|-F  =  0„ 
ay+bxjr  +  cx^-^-dy  +  ex+f—O^ 
les  équations  des  deux  coniques;  y  =  mx-j-m  ceUes  des 
^  jrzszmx+n* 

deux  tangentes  parallèles,  leurs  distancés  au  point  A  sont  : 

n  n* 

—  :  —  ?   *  étant  leur  rapport,  il  faut  que 

n!=nk.  Je  vais  exprimer  que  ^  s=  i»j:+ a  toadie  la  première 
ooniqiie  »  ^  z=zmx  -{-  n^  touche  la  seconde;  j'aurai  deux 
équations  entre  m  et  n,  ce  qui  déterminera  ces  deux  Jacon- 
nues.  Ces  équations  sont  (Voir  t.  II,  p,  108)  : 

(B'  —  4AC)  «'  +  (D*  ~  4 AFjW  +  (E*  --  «CF)  + 
+  2(2AE— BD)mn  — 2(âGD— B£)ii+â(DE— 2BF)iii  =0; 

(&•— 4^ic)  «•*•  4.(^—4^/)  m*  +  (c'  —  Kcf)  + 
-f  â(2aa— M)  miO:— 2(2ei2~fra}niH>2(iii-2^ms:ê. 

L'élimination  de  m  donnera  généralement  en  n  une  équatiOD 
du  quatrième  degré,  ce  qui  déterminera  les  points  B,  B'  on 
les  deux  tangentes  Tont  couper  l'axe  Aey\  or,  par  chacun 
de  ces  points  on  peut  mener  denx  taiigentes  ;  il  y  anra  donc 
géoéralement  hnit  sotniioM. 


-  Kl  - 


NOTE 

Smr  ht  éqiiuUiom  A$  prmmer  degré  en  nofÊ^ 

celui  dee  tnconnuet;  appUcoHons  géométriquee. 


fwmjtmu  1.  SoîMl  A  équalMHM  oaCre  n  imoomùmeê 
x,,x....,x^;  représentOBS  par  a/f>  k  codBcmi  de  Tia- 
conoae  x^  dans  l'éqaation  de  quantième  q  ;  de  sorie  qe»  (q) 
n'eal  paa  ici  un  indice  exponentiel,  mais  on  indice  local  ^  dé- 
signant le  nombre  d'accents  à  mettre  sur  la  lettre  ;  c(f  )  est  la 
quantité  tonte  connue  placée  dans  le  second  membre  de 
l'équation  de  quantième^.  Toutes  ces  inconnues  ont  un  dé- 
nominateur commun  que  nous  désignerons  par  [a,a.../  aj  ; 
cette  fonction  remarquable ,  dont  nous  devons  la  connais- 
sance à  Cramer,  nommée  rémUtanU  par  Làpjace,  a  reçu, 
dans  ces  derniers  temps,  le  nom  plus  expressif  de  détermi- 
nante  on  simplement  le  déterminant ,  parce  que  dans  une 
foule  de  circonstances ,  analytiques  et  géométriques ,  cette 
fonction  détermine  certaiiies  conditions.  Aucun  de  Mt 
traités  classiques  n'indique  la  formation  à  priori  de  •  cette 
foncticm  qu'on  rencontre  à  chaque  instant }  négligence  ab- 
surde. Aussi  aucun  de  nos  élèves  ne  sait  développer  ni 
combinaison  ni  permutation.  Nous  avons  indiqsé  cette  règle 
de  formation  (t.  I,  p.  127). 

PsosLiMx  II.  On  a ,  comme  Ton  sait  : 

si  X.  doit  être  nul ,  il  faut  que  l'on  ait  [a..*-^!^,^*)]  =  0  ; 
telle  est  donc  âosai  l'éqwUon  de  condition  pour  que  n  èqoa- 


lloDs  eotre  n — 1  iocounues  paissenl  subusler  «ii 
Si  Von  doit  avoir  à  la  fois  x^  sx^,  »  0 ,  il  faut  qu'on 

ait  :  [a;0^z.(a).  ./2<;|Z}^cJ  =  0  ; 

telles  sont  dooc  les  deux  équations  de  condition  pour  que  h 
équations  entre  n^S Inconnues  puissent  être  satisfaites  par 
tes  mêmes  valeurs ,  et  ainsi  de  suite. 

PsobUhb  111.  Quelles  sont  les  conditioDS  pour  que  n 
droites  situées  dans  uu  plan,  passent  par  le  même  point? 

SohÊ^km.  Soient  ; 

les  n  équations  des  droites  ;  x, ,  j:.  étant  les  coordonnées 
^courantes ,  on  a  n  équations  entre  deux  inconnues  ;  il  faut 
donc  n  —  2  équations  de  condition  i  savoir  : 

et  dans  ces  équations  les  coefRcients 

a,CO ,  a/0 . .  ..a,(2) ,  a^W ,  etc. , 

étant  arbitraires ,  maïs  pas  nuls ,  après  la  formation  de  k 
déterminante ,  on  égalera  ces  coeflicients  à  l'unité. 
Exemple  .*  n  =  3  ;  on  a  : 

^.^.  ^i— ^.^A  — <»,^,  Cf+a^c/i;  -hc^a,  a,  — c/i^  a,  =0. 
Lorsque  les  équations  ont  cette  forme  : 

il  faut  faire  a;=  i»/'=  a;"=  1 , 

«:=-«;  <=-a';  a."'=-a"5  c.=6  j  c.=é';  c,=r, 

et  l'on  a  ponr  éqaation  de  coDditioa  : 
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PaotiJHM  ly .  Quelles  sont  lesoooditioDg  pour  qae  n  dnrftes 
sUaées  tians  l'espace  passent  par  le  même  point  ? 
Solution.  Soient  : 

les  équations  de  la  première  droite,  où  x,,  x.,  x^,  sont  les 
coordonnées  conrantes,  et  Ton  a  encore  2it — 2  éqnations 
analognes  pour  les  n  —  1  autres  droites  ;  aîiili  en  toat  2/i 
équations  entre  ^  ioconnaes  ;  ce  qui  exige  ^/i«~3  éqnations 
de  conditions. 

Exempk:  ii=2;  on  forme  la  déterminante  [<z/tft'W'^4'^]  ^ 
dans  laquelle  on  remplace  a/  par  e, ,  a^'  par  c.,  a^"'  par  c,, 
et  ^4!^  par  c^^  et  on  égale  le  résultat,  contenant  vingt-quatre 
termes ,  à  léro. 

OU: 


[alala^*^  désigne  une  déterminante ,  où  la  première  lettre 
de  chaque  terme  porte  un  accent ,  la  seconde  deux  accents , 
la  troisième  trois  accents,  et  ainsi  des  autres.  # 

ObserwUiùn.  Cette  équation  de  condition  est  aussi  celle  qui 
existe  lorsque  quatre  plans  passent  par  le  même  point. 

Ohurvatùm.  On  a  donné  ici  Téquation  d*nne  droite  dans 
l'espace  y  par  l'intersection  de  deux  plans  rencontrant 
chacun  les  axes  coordonnés  ;  mais  ordinairement  chacun  de 
ces  plans  est  parallèle  à  un  des  axes  ;  alors  plusieurs  coeffi- 
cients deviennent  nuls  ;*ainsi  l'on  a  .- 

les  yingt-quaire  termes  se  réduisant  à  huit  termes ,  il  vient  : 

Si  Vop  fait  tf/=:a;'  =  a/"  =  a,«',  ce  qui  est  permis,  alors 
réqnatloD  de  condition 
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Exemple  :  n=  3  ;  il  y  a  trois  équations  de  oooditioo. 

Remarque.  Les  premiers  traviiax  sur  les  iéUrmimmUe 
sont  de  VanderinoiMie ,  et  après  loi  presque  toiis  les  grand» 
analystes  s'en  sont  occupés ,  et  M.  Cancby  oonsidéraMeoieiit 
et  à  diverses  i^prises ,  de  nos  joors.  Il  serait  instroctiC  de 
réunir  tous  les  théorèmes  réMemmJi  différents  de  l'iUiistre 
académicien.  On  lira  aussi  avec  fruit  ce  que  M .  Catalan  a  ré- 
cemment publié  dans  les  mémoires  de  TAcadémie  de 
Bruxelles  s  aux   propriétés  analytiques  des  déterminaDta 

correspondent  des  théorèmes  géométrique3  de  eoUinéaimm , 
de  droites  qui  passent  par  le  même  point,  de  plans  qui 

passent  par  la  même  droite,  et  aussi  par  le  même  point.  En 

général  la  géométrie  est  dans  l'analyse  et  t^  oersd ,  et  c'est 

dans  la  science  du  nomftre  qu'on  pent  dire  avec  Jaoolot  : 

Tout  est  dans  tout. 

Problémb  V.  Si  l'on  Si  n^m  équations  du  premier 
degré  entre  n  inconnues ,  il  faut  m  équations  de  condition 
entre  les  coefficients ,  et  ai  elles  ne  subsistent  pas  •  on  ne 
pourra  par  aucun  ^stème  de  valeurs  des  inconnues  satis- 
faii^e  aux  équations.  Supposons  que  dans  chacune  de  ces 
équations  on  ait  fait  passer  la  quantité  connue  dans  le  premier 
membre  ;  prenons  n  quelconques  de  ces  équations  ;  elles  suf- 
6sent,  généralement  parlant ,  pour. déterminer  les  n  inoonr 
nues  ;  en  substituant  ces  valeurs  dans  les  m  équations  res- 
tantes, on  n'obtiendra  pas  de  résultats  nuls,  résultats  qu'on 
nomme  les  erreurs,  SI  Ton  avait  pris  un  autre  système 
de  n  équations ,  on  aurait  eu  d*autres  arreiirs.  La  question 
est  donc  de  trouver  pour  les  n  inconnues  des  valeurs  telles 
que  la  somme  de^  erreurs  sok  la  moindre  possible  ;  et  ocfmne 
Terreur  — e  doit  être  répotée  aussi  grande  que  Terreiir  +  a. 
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il  fem  d'attidier  à  oe  que  la  somme  d'one  fonction  symétrique 
paire  des  errears  soit  an  minimum.  Pût  le  calcul  des  proba- 
Mlifés  f  on  prouve  que  cette  fonction  est  la  somme  des  carr^  ; 
ainsi ,  considérant  les  premiers  membres  comme  représen- 
tant l'expression  analytique  des  erreurs,  on  fait  la  somme 
des  carrés  de  ces  premiers  membres  et  d'aprft  la  théorie  du 
maximum  ;  on  égale  à  léro ,  les  dérivées  de  cette  somme , 
prises  successirement  par  rapport  aux  n  inconnues  ;  ce  qui 
fournit  n  équations  du  premier  degré  entre  ces  inconnues , 
qui  déterminent  ces  inconnues  $  substituant  ces  valeurs  dans 
les  n+m  éqtlations,  on  obtient  n+m  résultats,  dont  la  somme 
des  carrés  estmoîndre  que  si  on  avait  adopté  un  autre  système. 

PhoslAmb  YL  Mener  une  droite  par  trois  points  donnés. 

SoluHon.  Il  s'agit  de  trouver  les  valeurs  de  a  et  de  fr  qui 
satisfont  aux  trois  équations  : 


et  supposons  que  l'équation  de  condition  n'e|^te  pas  ;  alors 
pour  avoir  la  râleur  de  a  et  de  6 ,  on  forme  la  fonction  : 

et  égalant  à  zéro  les  dérivés  par  rapport  kaeib,  il  vient  : 

les  valeurs  de  a  et  A  mises  dans  l'équation 

jrssax+bj 

donnent  la  droite  de  moindre  errmr. 

Il  en  est  de  méme^  si  on  voulait  trouver  «n  eerde  passant 
par  pins  de  trois  pointSî  mais  ce  proUème  Vest  pas 
idanliqne^  comme  on  ponmit  le  eroire,  avec  celui  que 
M.  Lionnet  a  résolu  (p.  449). 
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7.  En  appliquant  k  méthode  des  maindrm  carrée  à  n 
tiens  à  n  inconnues ,  on  doit,  trouver  les  mêmes  valeors  que 
donne  la  résolution  directe.  An  système  donné,  on  peut  donc 
substituer  d  priori  un  autre  système  de  n  équations  à  n  in- 
connues et  ayant  les  mêmes  valeurs;  ce  qui  fournit  d*intéres- 
santes  relations  d'identité  entre  les  déterminantes. 

8.  La  mélhoi^e  des  moindres  carrés  j  d'une  si  grande  im* 
portance  en  physique  expérimentale ,  a  été  découverte  et 
publiée  pour  la  première  fois  par  Legendre  en  1805. 

M.  Gauss  l'avait  trouvée  aussi  de  son  côté  en  1795. 

C'est  M.  Bienaymé  (Jules)  qui  en  a  donné  le  prunier  une 
démonstration  rigoureuse.  (Savants  étrangers^  t.  V,  p.  51  S, 
1838.) 


QUESTIONS. 

131.  O  étanfle  centre  d'une  ellipse,  OA ,  OB  deux  demi- 
diamètres  conjugués  donnés  de  grandeur  et  de  direction, 
construisez  le  parallélogramme  UAfJB. 

Si  du  centre  O  vous  menez  à  volonté  Oh'  qui  rencontre  AG 
en  A';  par  le  point  A'  une  parallèle  à  la>  diagonale  CO  qui 
rencontre  O  A  en  G',  puis  par  ce  dernier  point  une  parallde 
à  la  seconde  diagonale  AB,  le  point  B'  on  elle  rencontre  GB 
est  sur  la  direction  du  diamètre  conjugué  à  OA'. 

(Breton  de  Champ.) 

132.  Faire  passer,  par  cinq  points  donnés  dans  l'espace,  un 
cylindre  droit  à  base  circulaire. 

133.  Ou  nomme  poinU  conjugués  d'une  dlipse,  les  extré- 
mités de  deux  diamètres  conjugués  :  r  la  somme  des  carrés 
des  normales  par  rapport  au  même  axe  de  deux  points  eoa- 
jugués  est  constante  ; 
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^  La  acMikme  dn  carrte  des  quatre  rajout  veeleiirt  est 
OMstantA  i 
S«  L'oD  a     (a — r)*-|-  (a— r')"  =s  c'  ;     r,  r'  rayons  yecteurs 

1 
coDJagaés  issos  d'un  même  foyer  *  ^  =  -  grand  axe  ;  c  =:  ex- 

eenlricité.  {G.  RiiL) 


ANNONCES. 


ÉLÉMBirrs  d'arithm ftTiguB ,  suivis  de  la  théorie  des  logarithmes  ; 
par  E.  Lionnet ,  profcssenr  de  mathématiques  aa  collège 
royal  de  Louis  le  Grand ,  1  roi .  in-8*,  chez  Desobry  ,  rue 
des  Maçons-Sorbonne,  d*  1 . 


RecHfieathli  relaiivê  à  la  HrophfMe  (p.  470). 

M.  Ritt^  auquel  nous  deyous  la  communicatioo  de  ce  mé- 
moire, Dous  écrit  que  c'est  M.  Montucd ,  docteur  de  l'Aca- 
déoiie  de  Sienne,  qui  en  est  Fauteur. 


•      PARTIE  GÉOMÉTRIQUE  DE  L'ALGÈBRE     . 

DE 

jêhtm  Abdallah  Mokammtd  tan  Mmma  (al Xhtmar9xmi)j 

m,  AMiairam 


L'ouvrage  de  Mokammedben  Mouna.  auquel,  ne  fût-ce  que 
par  reooQnaissaoQ^,  étaient  si  légitimement  dus  les  honneurs 


de  rio^MVMioD  »  est  nM  uiÊnuMii  ei  dtpois  Irofe  mètàm 
dans  l'oubli ,  quand  pour  la  première  fois,  en  1831 ,  M.  Roim 
l'a  publié  CD  arabe  et  en  anglais.  M.  JJbri  vient  ansai  de  re- 
produire ,  dans  le  1**  Yolume  de  son  Histoire  des  sciences  en 
Italie^  Tune  des  ff aductions  latines  que  Von  couserTait  à  la 
bibliothèque  royale.  Celle-ci  n'est  pas  aussi  complète  que  le 
manuscrit  dont  s'est  servi  M.  Rosen.  La  partie  géométrique, 
entre  autres,  ne  s'y  trouve  pas.  (ChasleSj  Aperçu  historique 
sur  l'origine  et  le  développement  des  méthodes  en  géométrie, 
p.  490.)  G'esi  cette  lacune  dans  la  reproduction  latine  de  l'al- 
gèbre de  Mohamed  hen  Moussa ,  que  nous  voulons  combler 
par  une  traduction  Taite  sur  la  version  anglaise  du  manuscril 
d'Oxford  i  là  se  borueri^  notre  tâche.  Mais  il  ne  sera  peut- 
être  pas  inutile  de  rappeler  succinctement  ce  que  fut  Moham- 
med hen  Moussa^  et  quels  sont  ses  titres  impérissables  à  noire 
reconnaissance. 

Ahou  Abdallah  Mohamed  hen  Moussa .  de  Khowarexm  mr 
l'Oxus  (de  là  son  nom  de  Alkhowarezmi) ,  vécut  et  écrivit 
sous  le  khalife  Al  Mamomn^  qui  commença  à  régner  à 
Bagdad  en  l'an  814. 

Il  abrégea,  à  la  requête  de  rilloetre  Abbasside,  mais  avant 
raccessioii  de  ce  prince  au  khalifat,  le  Sindhind  (tables  as- 
tronomiques), traduit  par  Mohammed  hen  Ibrahim  al  Faxàry 
d'après  l'ouvrage  d'un  a^tronoaie  indien  qui  viail»  la  cour 
d'u4l  Mansour  dans  la  1 56'  année  de  l'hégire  ou  773*  de 
notre  ère.  {Ehn  al  Adami^  préf.  à  ses  tabl.  astronomiq  \ 
Cmri  ,   I.  497^428  ;   CùUkfooike*  INssertaëon ,  p.  liiv- 

LXll.) 

On  ne  doit  pas  le  coufondre  avec  Abou  Djafar  Mohammed 
hen  Mouesa^  l'un  des  trois  filsdeiyrotMsa  hen  Shaker,  En  efici, 
Aboulfaradj  (Histor.  Dyn. ,  p.  280)  et  Casiri  (l,  386-418) 
rapportent  que  Moussa  benShaher^  dont  la  jeunesse  n'avait 
été  rien  moins  qu'honorable ,  car  il  avait  débuté  par  le  mé- 
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tier  de  bandit ,  a?ait  ensuite  tronyé  moyen  de  s'attacher  à 
k  ooar  da  khalife  M  MoÊmmn ,  et  qu'après  sa  mort  ce 
grand  prince  prit  soin  de  Védocation  de  ses  trois  fils  JVo- 
hamfMâ^  Ahmed  et  Al  Hoitan ,  qui  plus  tatd  sMlIustrèrent 
comme  mathématiciens  et  astronomes  sous  le  khalife  Al 
Mohtaded,  On  sait  que  ce  dernier  régna  de  279  à  289  de 
rh^re ,  ou  de  892  à  902  de  notre  ère.  {Rosén. ,  p.  xii.) 

Mohammed,  dans  sa  préface,  nous  apprend  que  ce  ftit 
encore  Al  Mamoun ,  devenu  khalife ,  qui  Tencouragea  à 
écrire  un  ouvrage  popuiatre  sur  l'algèbre  «  ou  plutôt,  sui- 
vant ses  propres  expressions  un  petit  ouvrage  sur  le  calcul 
par  Ge6r  et  Mokabalah^  restreint  à  ce  qu'il  y  a  de  plus  aisé 
et  de  pins  utile  en  arithmétique ,  c'ost-à-dire  aux  opérations 
dont  on  a  constamment  besoin  dans  les  cas  d'héritage ,  de  do- 
nations, de  procès,  de  négoce  et  afihires  de  la  vie  pratique,  ou 
nécessaires  pour  la  mesure  des  terres,  le  creusement  des  ca- 
naux, le  calcul  géométrique,  etc. 

Pour  comprendre  ce  que  nous  devons  à  Mohammed  ben 
Minuta ,  il  suffit  de  rappeler  que  c'est  dans  son  ouvrage  que 
nons  avons  puisé  nos  premières  connaissances  algébriques, 
qu'il  est  notre  véritable  instituteur  dans  cette  branche  prin- 
cipale des  sciences  mathématiques  ;  avant  ^de  juger  son 
œuvre,  il  faut  mûrement  réfléchir  sur  ce  fait ,  qu'un  traité 
d'algèbre,  regardé  comme  élémentaire  ou  IX^  eihcle  chez  les 
Arabes,  et  en  quelque  sorte  comme  manuel  pratique  à  l'u- 
sage du  peuple,  est  devenu  700  ans  après,  Vars  magna  des 
Européens ,  la  base  et  l'origine  de  leurs  grandes  découvertes 
dans  les  sciences.  (  Ohotte,  Aper.  Hist.  ^  p.  491).      ;  A.  M. 
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M€HSr9, 


Sachez  que  la  signification  de  l'expression  a  un  par  un  > 
est  mesQre(l),  car  Ton  entend  par  lànne  coudée  (2)  (en  loo- 
goeur)  par  une  coudée  (en  largeur).  Tout  qaadrangle  éqoi- 
latéral  et  équîangle ,  qui  a  une  coudée  pour  chacun  de  ses 
côtés,  a  aussi  Un  pour  son  aire.  Un  tel  quadrangle  a-t-il  deux 
coudées  pour  son  c6té,  alors  l'aire  du  quadrangle  est  quatre 
fois  Taire  d'un  Quadrangle ,  dont  le  côté  est  une  coudée.  Il 
eu  est  de  même  de  trois  par  troiSy  et  ainsi  de  suite ,  en  mon- 
tant ou  en  descendant  :  par  exemple ,  un  demi  par  un  demi , 
qui  donne  un  quart ,  ou  d'autres  fractions,  toujours  sairaot 
la  même  règle.  Un  carré ,  dont  chaque  côté  est  une  demie 
coudée,  est  égal  à  un  quart  d*'  la  figure  qui  a  une  coudée 
pour  Sun  côté.  De  la  même  mahière,  un  tiers  par  un  tiers,  oa 
un  quart  par  un  quart,  ou  un  cinquième  par  un  cinquièmcf, 
on  deux  tiers  par  un  demi ,  ou  plus  ou  moins  que  ceci ,  tou- 
jours d'après  la  même  règle  (3). 

Un  côté  d'une  figure  quadrangulaire  équilatéralc ,  pris 
une  fois,  est  la  racine  de  ce  carré;  si  ce  même  côté  est  mul- 
tiplié par  deux ,  alors  il  équivaut  à  deux  des  racines  du  carré , 
qu'il  soit  petit  ou  gfau(dl. 

Si  TOUS  multipliez  la  hauteur  d'un  triangle  équilatéral  par 
la  moitié  de  la  base  sur  laquelle  la  ligne  marquant  la  hau- 
teur se  tient  perpendiculaire,  le  produit  donne  Taire  de  ce 
triangle  (4). 

Dans  tout  quadrangle  équilatéral,  le  produit  d'un  dia- 
mètre multiplié  par  la  moitié  de  Tautre  sera  égal  à  son 
aire  (5). 

Dans  un  cercle,  le  produit  de  son  diamètre,  multiplié  par 
trois  et  un  septième ,  sera  égal  à  la  périphérie.  C'est  là ,  la 
rè^le  génériilement  suivie ,  dans  la  rie  pratique,  quoiqu'elle 
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De  soit  pas  loat  à  fait  exacte.  Les  géomètres  ont  ienx  autres 
méthodes.  Une  d'elles  consbte  en  ceci ,  que  Toas  multipliez 
iediamètre  par  hii-méme,  pais  par  dix,  et  qu'enfin  tous  pre- 
nez la  racine  du  produit  ;  la  racine  sera  la  périphérie.  Les 
astronomes  parmi  .eux  se  servent  de  l'autre  méthode;  la 
▼oici  :  TOUS  multipliez  le  diamètre  par  soixante-deux  mille 
hait  cent  trente-deux,  et  divisez  le  produit  par  vingt  mille  ; 
le  quotient  est  la  périphérie  (6) . 

Les  deux  méthodes  conduisent  à  trés*pe|i  près  aa  même 
résultat. 

Si  TOUS  divisez  la  périphérie  par  trois  et  un  septième ,  le 
quotient  est  le  diamètre. 

L'aire  du  cercle  sera  trouvée  st  Ton  multiplie  la  moitié  de 
la  circonférence  par  la  moitié  du  diamètre  ;  poisque  dans 
tout  polygone  dont  les  côtés  et  les  angles  sont  égaux ,  tels 
que  triangles,  quadrangles,  pentagones  et  ainsi  de  suite, 
Taire  est  trouvée  en  multipliant  la  moitié  de  la  périphérie 
par  la  moitié  du  diamètre  du  ccrde  moyen  qui  peut  être  tracé 
aa  travers. 

Si  voos  muliipliez  le  diamètre  d'un  cercle  par  lui-même, 
et  que  vous  retranchiez  du  produit  un  septième  et  un  demi- 
septième  de  ce  même  produit ,  alors  le  reste  est  égal  à  Taire 
du  cercle.  Ceci  conduit  à  très-peu  près  au  mênie  résultat  que 
la  méthode  donnée  ci-dessus  (7) . 

Toute  portion  d'un  cercle  peut  être  comparée  à  un  arc. 
Cet  arc  sera  ou  exactement  égal  à  la  demi-circonférence , 
ou  plus  petit  ou  plus  grand  qu'elle.  Ceci  peut  être  fii^é  par 
b  flèche  (8)  de  l'arc.  Quand  il  arrive  qu'elle  est  égale  à  1% 
moitié  de  la  corde ,  c'est  qu'alors  l'arc  est  exactement  la 
moitié  de  la  circonférence  ;  est-elle  plus  petite  que  la  moi- 
tié de  la  eOrde,  alors  l'arc  est  moindre  que  la  dçmi-eir- 
confêk*ence}  la  flèche  est -elle  plus  longue  que  la  demi- 
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corde,  alors  Tare  comprend  plus  de  h  moitié  de  la  circon- 
férence. 

Si  Toas  avez  besoin  de  détermina  le  cercle  anqael  il  ap- 
parUent,  multipliez  la  moitié  de  la  corde  par  elle-même, 
divisez  par  la  flèche  et  ajoutez  le  quotient  à  la  flèche ,  la 
somme  est  le  diamètre  du  cercle  auquel  cet  arc  appar- 
tient (9). 

S'il  vous  faut  calcoler  l'aire  de  lare ,  multipliez  la  moitié 
da  diamètre  da  cercle  par  la  moitié  de  Tare  et  conservez 
le  produit  dans  votre  pensée.  Alors  retranchez  la  flèche  de 
Tare ,  de  la  moitié  da  diamètre  du  cercle ,  si  l'arc  est  plus 
petit  que  le  demi-ccrc)e ,  ou  s*il  est  plus  grand  que  le  demi- 
cercle,  retranchez  la  moitié  du  diamètre  du  cercle,  de  la  flè- 
che de  l'arc.  Multipliez  le  reste  par  la  moitié  de  la  corde  de 
l'arc ,  et  retranchez  le  produit  de  celui  que  vous  avez  retenu 
dans  votre  pensée  si  l'arc  est  moindre  que  la  moitié  du  cercle, 
on  ajoutez-le  à  ce  même  produit  si  l'arc  est  plus  grand  que  le 
demi-cerde.  La  somme  après  l'addition  »  ou  le  reste  après  la 
soustraction»  est  l'aire  de  l'arc  (10). 

On  trouve  le  volume  d'un  corps  quadrangulaire  en  mul- 
tipliant la  longueur  par  la  largeur,  et  alors  par  la  hauteur. 

S'il  est  d'autre  forme  que  la  quadrangulaire  (circulaire  ou 
triangulaire  par  exemple),  mais  telle  cependant  qu'une  ligne 
représentant  sa  hauteur  puisse  se  tenir  perpendiculairement 
sur  la  base,  et  être  encore  parallèle  aux  côtés ,  il  faut  le  cal- 
cokr  en  déterminant  d'abord  l'aire  de  sa  base.  Cetle-ct,  mul- 
tipliée par  la  hauteur,  donne  le  volume  du  corps. 

Les  c6nes  et  les  pyramides  triangulaires  ou  quadraogo- 
laires  sont  calculés  en  multipliant  un  tiers  de  Faire  de  la  base 
par  la  ligiuteur  (11). 

OMerVez  que  dans  tout  triangle  rectangle,  les  deux 
petits  c6f es  étant  multipliés  chacun  par  lui-même ,  les  pro- 
duits ,  additionnés  ensemble ,  égalent  le  produit  du  long  côté 


-  5«3  - 

multiplié  par  hû-iiiéme.  La  preuve  ea  est  ci-dessoiu  (là). 

Nous  traoOQê  mi  quadrangle  ABCD,  arec  aes  câtés  égaux 
et  ses  angles  égam.  Nous  partageons  la  Kgne  AC  en  denx 
moitiés  au  point  K,  et  de  ce  point  nous  tirons  une  parallèle 
jQsqa'an  point  R*  Puis  nous  partageons  aussi  la  ligne  AB  en 
deux  moitiés  au  point  T,  et  tirons  une  parallèle  jusqu'au 
point  G.  Alora  le  carr^  ABCD  est  divisé  en  quatre  qua- 
dradgles  qui  ont  cétés  égaux  et  angles  égaux ,  et  sont  de 
même  aire  ;  savoir,  les  carrés  AK ,  CK ,  BK  et  DK«  Mainte- 
nant,  nous  tirons  du  point  H  au  point  T  nnc  ligne  qui  divise 
le  quadrangle  AK  en  deux  parties  égales  :  il  se  forme  ainsi 
denx  triangles  dans  le  quadrangle ,  savoir  les  triangles  ATH 
et  HKT.  Noos  savons  que  AT  eslla  moitié  de  AB,  et  que 
AH  lai  est  égal,  comme  moitié  de  AC;  et  la  ligne  TH  qui  les 
joint  est  opposée  à  l'angle  droit.  Nous  tirons  de  la  même  ma- 
nière des  lignes  de  T  à  R ,  de  R  à  G ,  et  de  G  à  H.  Ainsi  tous 
les  carrés  donnent  naissance  à  huit  triangles  égaux ,  et  quatre 
d'entre  eux,  oonséqaemment ,  valent  la  moftié  du  grand 
carré  AD.  Nous  savons  que  la  ligne  AT  multipliée  par  elle- 
même  est  égale  à  Taire  de  deux  triangles ,  et  Ail  donne  Taire 
de  deux  triangles  qui  leur  sont  égaux  ;  leur  somme  est  en 
conséquence  quatre  triangles.  Mais  la  ligne  HT  mullipliée 
par  elle-même  donne  pareillement  Taire  de  quatre  de  ces 
triangles.  Nous  apercevons  donc  que  la  somme  de  AT  mul- 
tipliée par  elle-même  et  de  AH  multipliée  par  elic-mémc ,  est 
égale. à  TH  multipliée  par  elle-même.  C'est  là  l'observation 
que  nous  étions  désireux  d'êclaircir.  Yoici  la  Ggure  y  re- 
lative {fig.  1). 

Les  quadrangles  sont  de  cinq  espèces  :  premièrement  avec 
les  angles  droits  et  tes  côtés  égaux;  secondement,  avec  les 
angles  droits  et  les  côtés  inégaux;  trt>isfèliiémekit ,  lerhombe 
avec  dos  côtés  égaux  et  des  angles  inégaux  ;  quatrièmement, 
le  rhomboïde,  dont  la  longueur  dlflère  dé  la  largeur  et  dont 
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les angles  sont  inégaux  ;  seulement  les  deux  grands  o6(és  et  les 
deax  petits  sont  respectirement  d'égale  longueor  ;  cinquiè-' 
mement,  les  qnadrangles  avec  angles  et  o6tés  inégaux  (13). 

Première  espèce.  —  L'aire  d'an  qoadrangle  dont  les  côtés 
sont  égaux  et  les  angles  droits ,  ou  les  celés  Ibégaux  et  les 
angles  droits,  peut  être  trouvée  en  multipliant  la  longueur 
par  la  largeur.  Le  produit  est  Taire.  Par  exemple  ;  une  pièce 
de  terre  quadrangulaire ,  dont  chaque  c6té  a  cinq  coudées , 
a  une  aire  de  vingt-cinq  coudées  carrées.  Voici  quelle  est 
la  figure  {fig.  2). 

Deuxième  espèce.  —  Une  pièce  de  terre  quadrangulaire  ; 
ses  deux  grands  côtés  sont  de  huit  coudées  chacun ,  tandis 
que  la  largeur  est  six.  Tous  trouvez  Taire  en  multipliant 
six  par  huit,  ce  qui  donne  quarante-huit  coudées.  Yoici  pour 
ce  cas  la  figure  (/tjir.  3). 

Troisième  espèce  (i4).~Le  rhombe  :  ses  côtés  sont  égaux; 
que  chacun  d'eux  soit  cinq  et  que  ses  diagonales  soient  Tune 
huit  et  l'autre  six  coudées.  Tous  pouvez  alors  calculer  Taire, 
soit  par  Tune  des  diagonales ,  soit  par  les  deux.  Gomme  vous 
les  connaissez  toutes  deux ,  vous  multipliez  Tune  par  la 
moitié  de  Tautre,  le  produit  est  Taire }  c*est-à-dire  que  vous 
multipliez  huit  par  trois,  ou  six  par  quatre;  cela  donne 
vingt-quatre  coudées ,  et  c'est  Taire.  Si  vous  ne  connaissez 
qu'une  des  diagonales ,  alors  vous  faites  attention  qu'il  j  a 
deux  triangles  pour  chacun  desquels  deui  côtés  ont  respec- 
tivement cinq  coudées ,  tandis  que  le  troisième  côté  est  la 
diagonale.  Dès  lors  vous  pouvez  faire  le  calcul  d'après  \e% 
règles  pour  le  triangle.  Yoici  la  figure  (Jig,  4). 

La  qiMrième  espèce,  ou  rhomboïde,  est  calculée  de  la  même 
manière  que  le  rhombe  (15).  Yoic|  quelle  est  la  figure  (fig.  5). 

On  calcule  les  autres  quadrangles  en  tirant  une  diagonale 
et  en  les  évaluant  comme  triangles  (t6). 
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Les  triangles  sont  de  troir  aortes  :  acatmigles ,  obtosan* 
f  Use  ou  rectaogleB  (1 7). 

La  fropriélé  da  triangle  rectangle  est  que  si  Toas  multi- 
pliez cbacua  de  ses  deux  petits  côtés  par  lof-même ,  qa*alors 
Tona-les  ajoaties  ensemble,  leur  somme'  sera  égale  an  long 
côté  multiplié  par  Ini-méme.  Lecaraclèreda  triangle  acutan- 
gle est  celui-ci  :  Si  yooê  multipliez  diacon  de  ses  deux,  pe- 
tits côtés  par  lui-même ,  et  si  tous  additionnes  les  pro- 
duits >  leur  somme  est  plus  grande  que  le  long  côté  seul 
multiplié  par  lui-même.  La  définition  du  triangle  obtosangie 
est  celle-ci  t  si  fous  multipliez  ses  deux  petits  côtés  chacun 
par  Im-méme,  el  si  vons  additionnez  tes  produits,  leur 
somme  est  moindre  que  le  produit  du  Ipng  côté  multiplié 
par  lui-même.  *  « 

Le  triangle  rectangle  a  deux  catbèies  et  une  hypoténuse. 
Il  peut  être  considéré  comme  la  moitié  d'un  quadrangle.  Vous 
trouTcz  son  aire  en  multipliant  une  de  ses  cathétes  par  la 
moitié  de  l'autre.  Le  produit  est  Taire 

Emmpkê.  Un  trtugle  rectangle ,  une  catbète  êlant  six 
coudées,  Fautre  huit,  et  Thypoténuse  dix.  VousTéraluez 
en  multipliant  six  par  quatre,  ce  qui  donne  yingt^oatre  : 
c'est  là  Taire.  On  si  vous  le  préférez ,  vous  pouvez  aussi  le 
calculer  par  la  hauteur  qni  s^éléve  perpendiculairement  du 
plus  long  côté  ;  car  les  deux  |dos  petits  côtés  peuvent  eux- 
mêmes  être  considérés  comme  deux  hauteurs.  Si  vous  pré- 
Térez  cela ,  tous  multipliez  la  hauteur  par  la  moitié  de  la 
base.  Le  produit  est  Taire  (18).  Voici  la  figure  (fg.  6). 

Seconde  eepéee.  ^-  Un  triangle  équilatéral  ftTec  ses  angles 
aigus ,  dont  chaque  côté  a  dix  coudées  de  long.  Son  aire  peut 
être  déterminée  par  la  ligne  représentant  sa  haaienp  et  le 
point  d^où  elle  émerge.  ObserTcz  que  dans  tout  triangle  iso- 
cèle, une  ligne  tirée  jusqu'à  la  base  pour  représenter  la  hau- 
teur émerge  de  la  base  à  angle  droit ,  et  que  le  point  d'où  elle 
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s'élèTe  est  toujours  «tué  au  wSàm  de  ia  base;  ai ,  au  con* 
traire ,  les  deux  cùtés  ne  sont  pas  égaux ,  alors  œ  point  m  se 
trouve  jamais  au  inUku  de  la  base  <f  9)^  Dana  le  cas  aG|ade- 
DieDt  S0U3  nos  yeux  >  nqjUB  aperoefoos  que ,  quel  qui)  soit  le 
cûlé  vers  lequel  nous  tirions  la  ligue  qiû  doit  représenter  la 
hanleury  ce  sera  toujours  nécessairement  en  son  milieu  que 
cette  ligne  tombera ,  là  ou  la  longueur  de  la  base  est  ciiiq. 
Msintenaat  la  bauleur  sera  ainsi  obtenue  :  tops  multipliea 
cinq  par  lui-même  ;  alors  multiplies  on  des  cMés,  c'est-à-dire 
dixpar  lui-même,  ce  qui  donne  cent*  Maintenant  yous  retran- 
chez de  ce  produit  celui  de  cinq  mulljpUé  par  lui-même,  ce 
qui  est  yingt-cioq  ;  le  res(e  est  soixante-quinze ,  dont  la  ra* 
cine  est  la  hauteur.  Celle-ci  est  une  ligne  commune  aux  deux 
triangles  rectangles  (2t).  * 

Si  vous  avez  besoin  de  trouver  l!aire,  multipliez  la  racine 
de  soixant&tquioze  par  la  moitié  de  la  base ,  qui  est  cinq. 
Vous  elTectuez  ceci ,  en  m^Uiplia^t  d*abord  cinq  par  lui- 
mêiye  ;  alors  tous  pouvez  dire ,  que  la  racine  de  soixante- 
quinze  est  à  mnlliplier  par  la  racine  de  Tir^t-cinq.  Le  pro- 
duit est  mille  huit  cent  soixante-quinze  ;  prenez  sa  racine, 
c'est  l'aire^  c'est  quarante-trois  et  une  petite quanlité  (âl). 
VoicilaSgure  (^9. 7). 

Il  y  a  aussi  des  triangles  acutangles  avec  des  cdléa  dif- 
férents. Leur  aire  sera  trouvée  par  le  moyeq  de  la  ligne  re- 
présentaol.la  hauteur,  ddupoiatd'où  s'élève  cette  dernière. 
Prenez ,  par  exemple,  un  triangle,  dont  un  des  c6tés  est 
quinze  coudées,  un  autre  quatorze  et  le  troisième  treize  cou- 
dées. Afin  de  trouver  le  point  d'où  s'élève  la  ligne  marquant 
la  hauteur,  vous  pouvez  prendre  pour  base  tel  cùléqu'il  vous 
plaira  cbpi^if»  par  exemple  :  celui  qui  est  long  de  quatorze 
coudées.  Le  porot  d'où  s'élève  la  ligne  représentant  la 
hauteur,  est  situé  sur  celle  basç  à  une  distance  inconnue 
de  chacun  des  deux  autres  çAtcs.  Ess^ay 00s  de  trouver  sa  di^ 
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staoce  ioGODaue  da  côté  qui  est  long  de  treize  coudées  (ââ). 

MuUtpliei  celle  dislance  par  eUe-niiSme  ;  il  en  résulte  MM. 
Rctraochez-le  de  treize  nmllipiié  par  loi-même,  c'est-à-dire 
cent  soixante-neuf.  Le  reste  est  cent  soizante-neuf  moins  Mal. 
Là  racine  de  ceci  ^t  la  haaienr.  Le  reste  de  la  base  est  qua- 
torze moins  ShaX.  Nous  multiplioDS  ce  reste  par  lui-même; 
il  en  résulte  cent  quatre  vingt-seize  et  Mal  moios  Tingt^huit 
Shai.  Mous  retranchons  ceci  de  quinze  multiplié  par  lui- 
même  ;  le  reste  est  vingt-nenf^.et  Yingt-huit  «fkitf  moins  Mal. 
La  racine  de  ceci  est  la  hauteur.  Attendu  qae  la  racine  de 
ceci  est  la  hauteur,  et  que  la  radne  de  cent  soixante-:neuf 
moins  Mél  est  pareillement  la  hauteor,  nous  savons  qu'elles 
sont  toutes  deux  identiques.  Rédnisiz-les ,  en  transpor- 
tant Mal  contre  Mûl ,  puisque  tous  deux  sont  négatifs.  Il 
reste  vingt-neuf  plus  vingt-huit  SkaM^  qui  sont  égaux  à  cent 
aoixante-neuf.  Retranchez  niainteuant  vingt-neuf  de  cent 
soixante-neuf.  Le  reste  est  cent  quarante,  égal  à  vingt-huit 
SkaM.  ShaH  est  conséquemnient  cinq.  Telle  est  la  distance  du 
point  susdit,  du  clVté  de  treize  coudées.  Le  complément  de  la 
hase  vers  l'autre  côté  est  neuf.  Maintenant  pour  trouver  la 
hauteur,  vous  multipliez  cinq  par  lai-même  et  retranchez  ce 
produit^  du  c6lé  contigu ,  qui  est  treize,  multiplié  par  lui- 
même*  Le  reste  est  cent  quarante-quatre.  Sa  racine  est  la 
hauteur.  C'est  douze  (23).  La  hauteur  forme  toujours  deux 
angles  droits  avec  la  base,  et  09  l'appelle  la  colonne  ^  parce 
qu'elle  se  tient  perpendiculairement.  Multi|diez  la  hauteur 
par  la  moitié  de  la  base ,  qui  est  sept.  Le  produit  est  quatre 
vingt-quatre,  ce  qui  est  l'aire  (24).  Voici  I|i  figure  (fig-  8). 

La  troitiémô  etpécê  est  celle  du  triangle  obtnsangle  avec  un 
angle  obtus  et  des  côtés  de  longueurs  diflérenles.  Par  exem- 
|de  »  un  côté  étant  six ,  un  autre  cinq ,  et  le  trcrisiéme  neuf. 
L'aire  d'un  tel  triangle  sera  trouvée  par  te  moyen  de  la 
hauteur  et  du  peint  d'où  s'élève  une  ligne  représentant  cette 
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haulear.  Ce  point ,  dans  on  tel  triangle,  peut  être  aitaé  sea- 
lement  snr  son  plos  grand  côté  (35).  Prenez  le  donc  comme 
base  :  car  si  voas  préfériez  prendre  un  des  petits  côtés  comme 
base,  alors  ce  point  tomberait  par  delà  le  triangle.  Voas  poo- 
yez  trouver  la  distance  de  te  point,  et  la  banteor,  de  la  même 
manière  que  j'ai  montrée  ponr  le  triangle  acutangle  ;  le  calcul 
tout  entier  est  le  même  ;  Yoîd  la  figure  {fig.  9). 

Nous  avons  traité  précédemment  des  cercles  (26},  de  leurs 
propriétés  et  de  leur  évaluation.  Ce  qui  suit  est  un  exemple  : 
si  un  cercle  a  sept  ponr  son  diamètre ,  alors  il  a  vingtnlettx 
pour  sa  circonférence.  Vous  trouvez  son  aire  de  la  manière 
suivante  :  Multipliez  la  moitié  du  diamètre  (27),  qui  est  trob 
et  un  demi ,  par  la  mbitié  de  la  circonférence  qui  est  onze.  Le 
produit  est  trente  huit  et  un  demi ,  ce  qui  est  l'aire.  Ou  bien 
vous  pouvez  encore  multiplier  le  diamètre  qui  est  sept,  par 
lui-même  ;  ceci  est  quarante-neuf;  en  en  retranchant  un  sep- 
tième et  un  demi-septième,  ce  qui  est  dix  et  un  demi,  il  reste 
trente-huit  et  un  demi,  ce  qui  est  l'aire.  Yoici  la  figure  (fig.  f  0}. 

Si  quelqu'un  s'enquiert  du  volume  d'un  pilier  pyramidal , 
sa  base  étant  quatre  coudées  par  quatre  coudées,  sa  hauteur 
dix  coudéei ,  et  les  dimensions  à  son  eiçtrérailé  supérieure 
deux  coudées  par  deux  coudées  ;  nous  savons  déjà  que  toute 
pyramide  va  en  décroissant  vers  son  sommet ,  et  que  un  tiers 
de  l'aire  de  sa  base ,  multiplié  par  la  hauteur,  donne  son  vo- 
lume. La  présente  pyramide  u'a  pas  de  sommet.  Nous  de- 
vons en  conséquence  chercher  à  déterminer  ce  qui  manque  à 
sa  hauteur  pour  rétablir  le  sommet.  Nous  observons  que  le 
rapport  de  la  hauteur  totale  au  dix  que  nous  avons  mainte- 
nant devant  nous ,  est  égal  au  rapport  de  quatre  à  deux  (28}. 
Or  comme  deux  est  la  moitié  de  quatre,  dix  doit  pareillement 
être  la  moitié  de  k  hauteur  totale ,  et  la  hauteur  entière  du 
pilier  doit  être  vingt  coudées.  A  présent  nous  prenons  un 
^rs  de  Taire  de  la  base  ;  c'est  cinq  et  un  tiers ,  et  nous  le 
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multiplions  par  la  haateur  qui  est  vingt.  Le  proinil  cal 
cent  six  coadées  et  deux  tiers ,  dont  nous  devons  alors  re- 
trancher le  fragment  que  nous  avons  ajonté  a6n  de  compléter 
la  pyramide.  C'est  ce  qae  nous  exécntons  en  multipliant  on 
et  un  tiers,  ce  qui  est  un  tiers  du  produit  de  deux  par  deux , 
par  dix  ;  cda  donne  treize  et  un  tiers.  C'est  là  le  fragment 
que  nous  avons  ajouté  afin  de  compléter  la  pyraiuide.  Re- 
tranchant de  cent  six  coudées  et  deux  tiers ,  il  reste  quatre- 
vingt-trois  coudées  et  un  tiers  ;  et  c'est  là  le  volume  de  la  pyra- 
mide tronquée.  Yoici  la  figure  (/{gr.  11). 

Si  le  pilier  a  une  base  circulaire  (29),  retranchez  un  septième 
et  un  demi-septième  du  prodoit  du  diamètre  multiplié  par  lui- 
même,  le  reste  est  la  base. 

Si  quelqu'un  dit  :  «  11  y  a  une*pièce  de  terre  triangulaire, 
deux  de  ses  côtés  ont  dix  coudées  chacun ,  et  la  base  douze, 
quelle  doit  être  la  longueur  d'un  côté  d'un  carré  situé  dans 
un  tel  triangle?  »  La  solution  est  celle-ci  (30).  D'abord  vous 
déterminez  la  hauteur  du  triangle,  en  multipliant  la  moitié 
de  la  base ,  par  elle-même,  et  retranchant  le  produit  qui  est 
trente-six ,  de  Tun  des  deux  petits  côtés  multiplié  par  lui- 
même,  ce  qui  est  cent  ;  le  reste  est  soixante-quatre  :  prenez- 
en  la  racine ,  fs'est  huit.  Voilà  la  hauteur  du  triangle.  Son 
aire  est  donc  quarante  huit  coudées  ;  puisque  tel  est  le  pro- 
duit de  la  hauteur  multipliée  par  la  moitié  de  la  base  qui  est 
six.  Maintenant  nous  prenons  pour  un  côté  du  carré  cherché  : 
•SftoS.  Nous  le  multiplions  par  lui-^même;  il  en  résulte  Mal, 
que  nous  gardons  dans  notre  pensée.  Nous  savons  qu*il  doit 
rester  deux  triangles ,  au^  deux  côtés  du  carré ,  et  un  au- 
dessus.  Les  deux  triangles  aux  deux  côtés  du  carré  sont 
égaux  entre  eux  :  ils  ont  même  hauteur  et  sont  rectangu- 
laires. Tous  trouvez  leur  aire  en  multipliant  Sha^  par  six 
moins  un  demi^hai,  ce  qui  donne  six  Shaï  moins  un  deroi- 
MftL  Telle  est  l'aire  de  l'ensemble  des  deux  triangles  situés 
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des  deux  c6tés  du  carré.  L'aire  du  Iriaugle  supérieur  sera 
IrouTée  eo  maltiplianl  huit  moins  Slud ,  qui  est  la  hauteur, 
par  uu  dcaii-%$'Afld(.  Le  produit  est  quatre  Skaï  raoiiis  nu 
éemirMàl.  Tout  ceci  réuui  est  égal  à  Taire  du  carré  plus 
cdle  des  (rois  triangles  :  ou ,  dii  Sh(d  égalent  quarante- 
huit  9  ce  qui  est  Taire  du  grand  triangk.  D'où  Shaï  est 
quatre  coudées  et  quatre  cinquièmes  de  coudée  $  et  c'est  là 
la  longueur  d'un  cùté  du  carré.  Voici  la  figure  {fig.  1 2). 

NOTES. 

• 

(t)  Le  favant  arabiste  M.  Rostn  n'est  pas  certain  si  sa  traduc- 
tion de  la  dèûnition  que  Mohammed  donne  de  la  mesure  est  cor 
recte.  Bien  que  les  points  diacritiques  manquent  en  partie  dans  le 
manoscril ,  il  ne  peut  cependant ,  dit-il ,  y  avoir  aucun  doute  pour 
ce  qui  est  de  la  lecture  du  passage. 

(2)  Le  mot  arabe  est  zara ,  coudée,  avant-bras.  Dans  les  défini- 
tions des  termes  techniques  données  par  Bhoêcara-Acharya . 
page  2  da  Idlavati ,  on  rencontre  ceUe  même  mesure.  Dans  la 
cinquième  stauce,  il  dit  :  huit  largeurs  d'un  grain  d*orge  sont  ici 
un  doigt  ;  quatre  fois  six  doigts  ,  une  coudée  {cara ,  avanl-bras]  ; 
quatre  coudées,  un  bâton  ;  etc.  Suivant  le  commentateur  G^nésay 
ceci  s'applique  à  la  coudée  pratique  adoptée  par  les  artisans,  et 
vulgairement  appelée  gadj;  suivant  le  même ,,  trois  longueurs  d'an 
grain  de  riz  aussi  bien  que  huit  largeurs  d'un  grain  d'orge  consti- 
tuent le  doigt.  Quant  au  bâton  {danda) ,  Man&u  2.41.  dit  qu'il 
doit  être  coapé  à  peu  près  de  la  hauteur  d'un  homme* 

(3)'Le  début  de  Mohamtnêd  ben  Moussa  montre  suffisamment 
que  c'était  véritablement  bien  une  sorte  de  manuel ,  à  Tusage  da 
peuple,  ^u'il  voulait  composer  ;  il  ne  donne  pas  les  définitions  de  la 
science,  il  enseigne  de  prime  abord  le  moyen  pratique  de  mesurer 
les  surfaces,  celle  du  carré  premièrement»  et  cela  à  l'aide 
d'exemples  numériques.  On  peut  à  ce  passage  comparer  Tintro- 
duction  à  la  géométrie  de  Beha-eddin. 

(i)  Mohammed  ben  Moussa,  versé  dans  les  sciences  des  hindoos, 
ne  donne  pçint  ici  la  formule  pacticuftère  qui  convient  à  la  surface 

du  triangle  équilatéral.  Il  donne  le  moyen  général  de  mesurer  an 
triangle  quel  qu'il  soit  (la  hauteur  par  la  moitié  de  la  base},  quoi- 

qu'il  connût  non-seulement  la  formule  S  =^  y  ^*  Ta  ?  ^^>s  encore 
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celle  qui  donne  la  surface  d*un  triangle  quelconque  en  fonction  de 
ses  trois  côtés.  Mais  il  n'oublie  pas  quMl  écrit  pour  le  vulgaire,  et 
non  pour  des  aialbèmaticicns  ;  une  seule  règle ,  qui  convienne  à 
tous  les  cas,  suffit.  BekG'eddin  au  contraire  a  bien  soin  de  relater 
la  règle  :  «  Tu  multiplies  par  3  le  carré  de  la  quatrième  partie  d« 
carré  dUin  côté  indistinctement  ;  ensuite  c*est  la  racine  carrée  du 
produit,  la  réponse.  » 

5)  Il  faut  observer  la  différence  de  signification  allachée  an  mot 
diamètre  par  Mohammed  ben  Mouua  et  par  Reha-eddin,  Ici ,  le 
diamètre  est  la  diagonale  du  carré ,  ou  le  diamètre  du  cercle  cir- 
conscrit. Quand  Beha-eddin,  au  contraire,  donne  la  niesure  du 
polygone  régulier  d'un  nombre  pair  de  côtés,  il  dit  :  multiplie  le 
demi-diamètre ,  par  la  demi-somme  des  côtés ,  et  il  ajoute  :  or,  le 
diamètre  est  la  ligne  qui  joint  les  points  milieux  de  deux  côtés  op- 
posés. 

Ainsi,  pour  Mohammed  ben  Moussa^  c'est *Ie  diamètre  du 
cercle  circonscrit ,  et  pour  Beha-eddin ,  c*est  le  diamètre  du  cercle 
inscrit. 

Les  mathématiciens  hindous  Souryaddêa  et  Banganàtha,  disent 
la  diagonale  ou  diamètre  d'un  tétragone.  (Lilavati,  p.  59.) 

(6}  Ici  nous  remarquons  trois  valeurs  distinctes  du  rapport  de 
la  circonférence  an  diamètre ,  trois  formules  difTérentes.  La  pre- 

22 
mière  donne  v»»  ^ ,  c'est  le  rapport  à'jirehiméde.  La  deuxième 

donne  :  ^»  l/^lO ,  et  la  troisième,  celle  en  usage  parmi  les  astro- 

62832 
Bomes  et  la  plus  exacte  en  même  temps ,  suppose  it  *"çvwww;  ;  ^^^ 

trois  valeurs  en  décimales,  sont  : 


3,1438 

3,16227 

3,14160 

Pour  obtenir  une  plus  grande  approximation  que  cette  dernière, 

il  fadt  se  servir  du  rapport  3,11159-26 

La  premièro  et  la  troisième  formule 

22^  62832^ 

«rc-^D    et    citr-^^D, 

se  trouvent  dans  le  LUavati  de  Bhascara ,  p.  87  de  rinlroduction 
de  M.  Colebrooke.  Seulemeot  cette  derotèn  est  donnée  par  le 
géomètit  hindou  soua  la  forma  plus  simple ,  à  laquelle  eUe  est 
réductible ,  en  divifaat  par  16  les  deux  termes  du  rapport 

c.rc^^250^- 


—  572  — 

La  seconde  formule  cire  =>V^  100*  se  trouve  dans  le  Ganiia 
d'hyaya  de  Brahmagupta,  $  40.  Nous  croyons  devoir  recUGer  à 
ee  sujet  Terreur  que  M.  Boien  a  laissée  échapper.  Il  dit  que  cette 
seconde  formule  se  rencontre  dans  le  nja  Ganiia ,  p.  308 ,  909. 
Pour  le  lecteur  qui  n'aurait  pas  Touvrage  de  Colebrooke  entre  les 
mains ,  et  ne  pourrait  se  porter  aux  pages  désignées ,  cette  erreur 
ne  serait  pas  indifférente,  car  elle  ferait  supposer  que  c*esl 
Bhoscara^  Tanteurdu  Fija  Ganita  qui  emploie  cette  formule, 
tandis  que  c*est  Brahmaffupta ,  antérieur  de  prés  de  six  cents  ans , 
et  qui  n*en  emploie  pas  de  plus  approchée.  On  lit  aussi  dans  le  sa- 
vant ouvrage  de  M.  Chastes ,  p.  4i6.  «  Il  paraît ,  d*aprés  le  texte 

anglais ,  que  Brahmegupta  a  regardé  cette  expression  (l"^^)» 
comme  étant  le  rapport  exact  de  la  circonférence  au  diamètre. 
Chaturveda^  dans  ses  notes ,  semble  le  croire  ainsi.  Gela  ne  nous 
étonne  point  dtv  la  part  de  ce  scoliaste  ;  mais  il  est  difficile  de 
penser  qu*un  géomètre  qui  a  été  capable  d'écrire  sur  la  théorie  du 
quadrilatère  inscrit  au  cercle ,  et  de  résoudre  les  questions  que 
nous  avons  trouvées  dans  Tonvrage  de  Brahmegupta,  aitconmiis 
cette  faute.  Il  est  vrai  que  la  quadrature  dil  cercle  a  été  aussi 
recueil  d*un  grand  nombre  de  géomètres  modernes,  qu'elle  a  en- 
traînes dans  des  erreurs  semblables  ;  quoique  plusieurs  d*entre  eux 
eussent  donné  des  preuves  d'un  véritable  et  profond  savoir  en  ma- 
thématiques. Il  nous  suffira  de  citer  Oronee  Finée  et  Grégoire  de 

Saint' Pincent.  L'expression  V^IO  est  précisément  le  rapport 
que  /.  Scaîiger  disait  avoir  trouvé  le  premier,  et  croyait  avoir 
démontré  géométriquement  :  oiais  on  connaissait  depuis  longtemps 
en  Europe  cette  expression ,  qu'on  savait  n'être  qu'approchée.  On 
l'attribuait  aux  arabes  on  aux  indiens ,  et  l'on  supposait  que  ces 
peuples  l'avaient  regardée  comme  exacte,  s 

La  présence  simultanée  des  trois  valeurs  de  r,  et  le  lan- 
gage de  Mohammed  ben  Moussa ,  devaient  prouver  suffisam- 
ment, ce  me  semble,  aux  géoqiètres  européens  Purbach^Me- 
giomontantis ,  Buteon,  etc.,  que  les  Arabes  ne  regardaient  point 

V^IO,  comme  la  valeur  exacte  du  rapport.  Voici  une  note  mar- 
ginale du  manuscrit  d'Oxford  ,  farte  sur  le  passage  qui  nous  oc- 
cupe ,  s'il  restait  quelques  doutes,  elle  pourrait  les  dissiper  :  «  Ceci 
est  une  approximation ,  non  pas  l'exacte  vérité  ;  personne  ne  peut 
fixer  l'exacte  vérité  de  ceci ,  et  tAraver  la  cireonftrence  réelle , 
excepté  celui  qui  sait  tout  :  car  la  ligne  n'est  pas  droite  de  manièfe 
à  ce  que  son  exacte  longueur  puisse  être  trouvée.  Ceci  est  appelé 
une  approximation ,  de  la  même  manière  que  l'on  dît  des  racines 
carrées  des  nombres  irrationnels,  qu'elles  sont  une  approximation, 
cl  non  pas  l'exacte  vérité  ;  car  Dieu  seul  sait  quelle  est  la  racine 
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exaete.  La  meilleure  méthode  ici  donnée,  c'est  de  mnltîplier  ie 
dîdmëtre  par  trois  et  nn  septième  :  car  elle  est  la  plus  aisée  et  la 
plus  prompte.  Dieu  sait  mieux  !  »  (JRosen ,  p.  200.) 

Quant  aux  Hindous»  croyaient«iIs  V^IO  le  rapport  exact?  Du 
temps  de  Bhtucara ,  évidemment  non  ;  car  des  trois  valeurs  du 
rapport ,  celle-ci  seule  n'est  pas  mentionnée  par  Bhascara ,  et  au 
Contraire  c*est  celle  de  Brahmagupta,  Ce  qui  a  fait  pencher  à 
croire  <|ue  Brahmagupta  la  regardait  peut-être  comme  exacte , 
c*est  simplement  Texpression  anglaise  neat  value  (*)  appliquée  à  ce 

rapport  k  10,  et  que  Ton  a  traduite  par  valeur  exacte^  vraie; 
or ,  de  Tavis  de  Johnson  et  de  Walker ,  ce  n*est  pas  là  la  signifi- 
cation du  mot  neat.  Àryabhatta,  antérieur  à  Brahmagupta ,  avait  pour 

22 
ce  rapport^  une  valeur  plus  approchée,  ^,  et  il  ûe  la  croyait  pas 

exacte  ! 

M.  Rosén  fait  observer  qu*il  a  simplement  traduit  les  mots 
handaeah  par  geometrictans  [^onhires]  y  quoique,  d'après  la 
manière  dont  Mohammed  se  sert  ici  de  cette  expression ,  il  sem- 
blerait qu'il  la  prenait  dans  un  sens  plus  spécifique.  Il  cite  à  Tappui 
Firouzabadi  {Kamue,  p.  814,  éd.  Galcutt.),  qui  donne  au  root 
handasah  une  origine  persane ,  et  prétend  qu'il  signifie  «  celui 
qui  détermine  à  Taide  de  mesures  où  les  canaux  pour  Peau  seront 
creusés.  »  Les  Persans  eux-mêmes  assignent  une  autre  significa- 
tion au  mot  hindisah ,  comme  ils  le  prononcent  ;  ils  remploient 
dans  le  sens  de  notation  décimale  des  nombres  (Burhani  Kati), 
SI  nous  adoptions  cette  version ,  ajoute  H.  Roeen ,  le  passage  nous 
apparaîtrait  sous  un  jour  entièrement  nouveau.  Les  handaisi^ 
auxquels  notre  auteur  attribue  les  deux  dernières  formules ,  se- 
ront alors  les  mathématiciens  ^indoos  ,  qui  avaient  apporté  avec 
eux  la  notation  décimale;  et  les  alhandaeah^  auxquels  la  seconde 
et  la  plus  exacte  de  ces  méthodes  est  attribuée ,  seront  les  astro- 
nomes parmi  ces  mathématiciens  Hindous.  Ce  qui  précède  donne 
tout  lietl  de  croire  cette  dernière  version  préférable. 

(7)  L'ahre  du  cercle  dont  le  diamètre  est  d ,  est  : 

d*        22  /        1         1    \ 

"  4-7X4^' '*V*-7-2x7r-         ' 

La  première  méthode  donne  aire  du  cercle 

cire      d  ird      d  d' 

-X^2     ""    "2  ^2     *"    'î' 


n  GTest  prAbablement  une  erreur  typographique,  il  faut  lirefMar,approohée' 

Tm. 
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en  supposant  ;r  =»  •=-,  elle  conduit  identiquement  au  même  ré- 

«ullat  que  le  produit  effectué  de  T 1  —  «  —  ôTTy  )  P**"  <**  i  c'csl-à- 

dire  à  r;  d* ,  valeur  donnée  comme  bonne  dans  la  pratique,  quand 

on  n'a  pas  besoin  d'une  grande  approximation,  par  Bhoioira 
Acharya,  p.  89  du  Lilavatù  Ces  différents  moyens  d'obtenir  la 
surface  du  cercle,  sont  tous  énoncés  par  Beha  edd  n.  [Kkeltuat 
al  Hiiab.  Géomét.,  ^  section.) 

(8)  Les  Hindous  avaient  aussi  les  mots  mra ,  ishou ,  et  autres 
synonymes  qui  signifient  flèche,  pour  désigner  cette  même  droite. 
Bhascara  et  Brahmagupta  emploient  le  mot  flèche.  De  plus  ,  le 
commentateur  Chatourveda  observe  dans  ses  notes  au  GnnUa^ 
d'hyaya ,  41*  stance,  que  ce  qui  est  appelé  de  son  temps  (dia- 
mètre moins  la  flèche) ,  est  dénommé  par  AryorBhatia  la  grande 
flèche.  En  effet ,  Aryàbhatla  dit  :  «  Dans  un  cercle  «  le  produit  des 
flèches  est  égal  au  carré  de  la  demi-corde  des  deux  arcs.  » 

AryorBhaila  est  le  plus  ancien  algébriste  Hindou  connu;  il 
fut  à  peu  près  conlemporain  de  Diophante  ;  il  se  servait  de  la  valeur 
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ir  =  -r- ,  que  n'employa  pas  Brahmagupta  qui  vint  après  lui,  mais 

qui  fut  adoptée  plus  tard  par  Bhascara,  Pour  donner  une  idée  de 
ses  connaissances  algébriques,  il  suffît  de  dire  qu'il  donna  la  réso- 
lution de  réquation  du  premier  degré  à  deux  inconnues,  en 
nombres  entiers ,  par  une  méthode  semblable  à  celle  de  Bachet  de 
MeziriaCf  qui  a  paru  en  Europe ,  pour  la  première  fois,  en  1624. 

(9)  Dans  la  partie  géométrique  du  Khelasat'aUHiêàb ,  ce  pas- 
sage ou  son  analogue  ne  se  rencontre  pas.  Beha-Eddin  se  borne  à 
donner,  dans  un  ordre  logique ,  les  dcfinîtions  des  différentes  li- 
gnes des  surfaces  et  des  corps,  purs  à  énoncer  les  moyens  de  me- 
surer ces  surfaces  et  les  volumes  et  les  surfaces  de  cescorpsc  En 
revanche ,  nous  retrouvons  cet  énoncé  chex  les  Hindous  clans  le 
Ganita  d'hyaya  de  Brahmagupta ,  stance  41  :  «  Le  carré  de  la 
corde ,  divisé  par  quatre  fois  la  flèche,  et  ajouté  à  la  flèche ,  est  le 
diamètre.  «  Chatourveda ,  dans  son  commentaire ,  l'explique  par 
quatre  exemples ,  dont  les  trois  derniers  sont  imités  par  Bhoêcara 
dans  son  Lilavati ,  g  148-153,  et  dans  son  nja-awita ,  S  12^-125 
et  139.  Voici  Tun  de  ces  exemples  :  «  Un  bambou  haut  de  dix-huit 
coudées  était  brisé  par  le  vent  ;  le  sommet  toucfiait  la  terre  à  six 
coudées  de  la  racine  :  dites  la  longueur  des  segments  du  bam- 
bou. (Ces  segments  sont  dix  et  huit.)  »  Bhascara  donne  l'énoncé 
de  3Êokam$ned  mot  à  mot;  ainsi  il  dit  :  «  Le  carré  dé  la  demi- 
corde  étant  divisé  par  la  flèche ,  le  quotient  ajouté  à  la  flèche  est 
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prononcé  le  diamètre  du  cercle.  Le  comnaenlalenr  Ganésa  ob- 
serve que  prononcé  signifie  cela  a  été  déclaré  ainsi  par  hê  an-- 
CWM.  Aryahhatta  et  JSrahmagupia ,  sont  considérés  comme  des 
anciens  par  les  commentateurs  de  Bhascara.  Nous  rapporterons 
encore  ici  la  règle  suivante  pour  trouver  Tare.  Elle  est  citée  par 
Ganeta  d'après  Arya-Bhatta  :  «  Six  fois  le  carré  de  la  flèche  étant 
ajouté  au  carré  de  la  corde,  la  racine  carrée  de  la  somme  est  Tare. 

(10)  Cest  ce  qu'exprime  plus  b^èvement  Beha-Eddin  lorsqu'il 
dît  :  c  Quant  aux  deux  segments ,  marque  bien  le  centre ,  et  achève 
les  deux  secteurs,  alors  il  se  forme  là  un  triangle  ;  retranche-le 
du  plus  petit  secteur,  il  en  résulte  le  plus  petit  segment ,  on  ajoute- 
le  au  plus  grand ,  il  en  résulte  le  plus  grand  sej;ment.  » 

Colebrookey  dans  la  traduction  du  Lilavatiy  p.  96,  donne  la 
note  suivante,  intéressante  en  elle-même,  et  qui  trouve  naturelle- 
ment ici  sa  place  : 

«  Pour  trouver  l'aire  de  l'arc  ou  le  segment  d'un  cercle ,  la  règle 
suivante  est  donnée  dans  le  Ganit€^Sàra  de  Fishnou  jZinsi  que  te 
rapporte  Gangâdhara  ;  cette  même  règle  est  enseignée  par  Ce- 
sava  y  cité  par  son  fils  Ganésa  :  «  La  flèche  étant  multipliée  par 
la  demi-somme  de  la  corde  et  de  la  flèche ,  et  un  vingtième  du 
produit  étant  ajouté  à  ce  produit,  la  somme  est  Taire  du  segment.  » 

La  règle  de  Srid^hara ,  citée  par  Ganésa ,  est  :  «  le  carré  de  la 
flèche,  multiplié  par  la  demi-somme  de  la  corde  et  de  la  flèche, 
étant  multiplié  par  dix  et  divisé  par  neuf,  la  racine  carrée  du 
produit  est  Taire  de  Tare.  ii  Ganésa  ajoute  :  «  la  corde  et  la  flèche 
étant  données ,  trouvez  le  diamètre,  puis  la  circonférence,  et  par 
suite  l'arc.  Alors,  des  extrémités  de  Tare,  tirei  des  lignes  au 
centre  du  cercle.  Trouvez  Taire  du  secteur'(Fnïla^Aiifuki,  por- 
tion d'un  cercle)  en  multipliant  la  moitié  de  Tare,  par  le  demi- 
diamètre  ;  et  Taire  du  triangle ,  en  multipliant  la  moitié  de  la  corde 
par  le  demi-diamètre  diminué  de  la  flèche.  Retranchant  Taire  du 
triangle  de  Taire  du  secteur,  la  différence  est  Taire  du  segment.  » 
Le  Manôrandjana  donne  une  semblable  règle  ;  mais  il  trou>e 
Taire  du  secteur  par  la  proposition  :  comme  la  circonférence  en- 
tière est  à  Taire  entière,  de  même  Tare  proposé  est  à  Taire  du  sec- 
teur. » 

Comme  on  le  voit,  les  derniers  moyens  employés  pour  trouver 
Taire  du  segment  ne  sont  antres  que  ceux  de  Mohammêd^^en^ 
Moussa  et  de  BéhOnEddin*  La  formule  rapportée  par  Ganga- 

iTAara,  et  enseignée  par  Ce«aoa,  segment  =»-^(  -H.  j^/* désignant 

la  flèche  et  c  la  corde,  donne  pour  le  cas  particulier  f«R,  où  le 

441 
segment  égale  le  demi-cercle,  la  valeur  ^  R*,  et  si  Ton  emploie  la 
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«•=      j ,  OD  troQre,  pour  le  demî-tercle 

440  1 

j:-^  R'.  La  différence  esl  dooc  de  -—-. 
280  280 

(11)  Pour  les  cylindres  et  prismes  de  chaque  espèce^  mulliplie  la 
hauteur  par  la  surface  plane  de  la  base,  —  Pour  les  cônes  entiers 
et  les  pyramides  de  chaque  espèce,  multiplie  la*  hauteur  par  on 
tiers  de  l'aire  de  la  base.  {Beha-Eddin ,  Géora.,  3*  section.) 

Ainsi ,  nos  deUx  auteurs  arabes  regardent  le  cylindre  comme 
une  variété  du  prisme,  comme  un  prisme,  le  cône  comme  une  py- 
ramide. Cette  assimilation  a  un  caractère  encore  plus  frappant  chei 
les  Hindous,  qui  par  le  seul  mot  sama-^hàta  (solide  de  figure  ré- 
gulière avec  des  côtés  égaut)  désignent  le  pafallélipipède ,  le  cy 
lindre ,  etc.  ;  pour  les  pyramides  et  les  cônes ,  ils  emploient  Fex- 
pression  iouchi^hdta  (iolide  aigu).  [LilavcUi^  stancc  217.) 

(12)  La  preuve  qu'en  donne  Mohammed-ben^Moussa  ne  s'ap- 
plique qu'au  triangle  rectangle  isocèle.  La  vérité  géométrique 
énoncée  se  vérifle  pour  le  triangle  donné  en  exemple.  Elle  parle 
aux  yeux ,  et  son  but  est  d'aider  la  mémoire  plutôt  que  de  satis- 
faire rigoureusement  l'esprit.  Aussi  termine-t-il  en  disant  :  «  C'est 
cette  observation  que  nous  étions  désireux  d'éclaircir,  »  C'est  cette 
Ggure  relaiive  an  carré  de  l'hypoténuse  que  Beha-Eddin  appelle  la 
figure  de  la  fiancée.  Jusqu'ici  on  n'a  pu  expliquer  d*uù  est  pro  venue 
cette  désignation.  Les  précieux  fragments  arabes  et  persans  iné- 
dits, relatifs  à  l'Inde,  antérieurement  au  onzième  siècle  de  Tère 
chrétienne,  recueillis  et  (oubliés  récemment  par  M.  Reinaud,  jette- 
ront un  jour  nouveau  sur  celte  question.  L'auteur  des  deux  passa* 
ges  que  nous  allons  rapporter  d*après  le  savant  professeur  est  Bêla- 
dori.  Son  véritable  nom  était  ^Amed,  fils  de  Vahga,'  il  vivait  à 
la  cour  du  khalife  de  Bagdad  Mmotavakkel /et  dirigea  l'éducation 
d'un  prince  de  la  famille  du  khalife.  Il  mourut  l'an  279  de  Thégire 
(892  de  J.  €.).  L'ouvrage  est  intitulé  :  lÀvre  des  Conquéiee  des 
pays;  il  appartient  à  la  riche  bibliothèque  de  Leyde.  «  Moham- 
med,  fils  de  Caesem,  quitta  ^rmayl  ayant  avec  lui  Djehem^  fils 
de  Zakhar  Aldjofy;  il  arriva  un  vendredi  devant  Daybal;  des  na- 
vires lui  amenèrent  en  cet  endroit  des  hommes ,  des  armes  et  des 
machines.  Aussitôt  il  creusa  un  fossé  autour  de  son  camp.  Les 
approches  du  fossé  étaient  défendues  par  des  hommes  armés  de 
lances,  et  les  étendards  étaient  tenus  déployés.  Chaque  troupe  de 
guerriers  était  rangée  auprès  de  son  étendard  ;  en  même  temps, 
Mohammed  fit  dresser  la  machine  de  guerre  nommée  la  fiancée , 
laquelle  était  de  la  force  de  cinq  cents  hommes.  Or,  il  y  avait  à 
Daybal  un  grand  bodd  surmonté  d*un  grand  mât;  sur  le  met  élail 
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un  drapeau  roug€  qui ,  lorsque  le  vent  soufflait ,  se  déployait  sur  ia 
ville.  » 

Le  bodd  est  un  temple  (probablement  consacré  à  Bouddha). 
(Reinaud^)  Le  second  passage  est  une  lettre  du  fameui  Hadjadjy 
gouverneur  musulman  de  llrac,  à  son  lieutenant  jtfo^ammed  (celui 
dont  il  est  question  dans  le  premier  passage) ,  campé  aux  portes  de 
Daybal.  «  Dresse  la  fiancée  et  raccourcis-lui  une  des  jambes  ;  tu 
placeras  la  machine  du  c6té  de  rOrient;  ensuite  tu  appelleras 
l'homme  chargé  de  la  faire  mouvoir,  et  tu  lui  ordonneras  de  viser 
le  mât  dont  tu  m*as  fait  la  description.  »  Beladari  continue  son 
récit  :  a  On  lança  donc  desqprojectiles  contre  le  met,  qui  fut  brisé; 
cet  événement  affligea  vjveroent  les  Infidèles.  «  • 

Les  Arabes ,  aussi  bien  que  les  Hindous,  disent  jamfre  ou  côté 
d'un  triangle;  ce  Tut  probablement  cette  machine  de  guerre  qui 
donna  son  nom  à  la  figure  du  carré  de  l'hypoténuse.  La  panoplie 
aura  fourni  cette  expression  à  la  géométrie,  de  même  que  les  mots 
arCy  fiêehe,  etc.  (/f^.  i  et  2). 

Nous  allons  rapporter  ici  la  démonstration  figurée  du  théorème 
du  carré  de  l'hypoténuse  donnée  par  les  Hindous ,  ci  une  autre 
du  même  genre ,  à  laquelle  la  connaissance  de  la  première  a  dû 
conduire  naturellen^pit. 

c'  =  (a-ft/  +  4^  c^  =  (a+ftr-4^ 

=  a«+6%  ^a*+b\ 

(13)  Ce  sont  ces  qnadrangles  avec  angles  el  côtés  inégaux  que 
Beha-Eddin  nomme  trapèzes.  Le  célèbre  commentateur  d*£u- 
clidej  Nasr'  iTddtn,  parle  aussi  de  trapèses,  et  ces  quadrilatères 
n'ont  pas  de  côtés  pacallèles.  Le  mot  trapèze ,  qui  répond  à  la  dé- 
nomination sanscrite  riêhama-^hatouroêra  ^  s'applique ,  chez  les 
Hindous,  au  tétragone  qui  a  ses  quatre  côtés  inégaux.  C'est  la  si- 
gnification que  lui  donne  aussi  Euelide  (définition  34*  du  l«Mivre), 
c'est  celle-là  que  lui  ont  toujours  conservée  les  Anglais.  G^est  vers 
la  fin  du  siècle  dernier  que  le  mot  trapèze  a  pris  la  signification 
qu'il  a  aujourd'hui  en  France  ;  jusque  là  ,  parmi  nous ,  il  avait 
eu  celle  û' Euelide. 

Chataurveda  y  le  ccvumentateur  de  Mrahmagupta ,  distingue 
aussi  cinq  espèces  de  tétragones  ou  quadrilatères.  Le  tétragone  est 
(sama  - chatourasra)  éqnilatéral  ;  {dyaia  - sama  -  chatourasra  ) 
oblong  avec  côtés  égaux  (deux  à  deux)  ;  {doui'Sama-chat&uraêra) 
ayant  deux  côtés  égaux  ;  (Iri'tama-chatourasra)  ayant  trois  côtés 
égaux  ;  {vishama-chatauroêra)  les  ayant  tous  inégaux. 

Ahii.  di  BIatb^x.  V.  38 
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Ganéêa  ditUngne  les  quadranglef  eo  deux  clastes  prîncipiki. 
lis  ont  leurs  diagonales  égales  ou  inégales.  La  V*  claaae  compitnd 
4  espèces  :  cane,  trapèie,  paralléiografline  oblique,  rectangle. 
La  seconde  classe  renferme  6  espèces  :  losange,  trois  côtés  égaai, 
rhomboïde,  de«  côtés égauic,  quatre  côtés  inégau  oo  trapén: 
perpendicolaires  égales  on  trapésofde. 

Onlre  les  figures  planes  citées  par  Afo^mmed-èeN-Af  ousso,  noas 
trouvons  encore  dans  £êk€'Eddin^  la  hme^  le  fnr  à  ehm^ai^  le  na- 
vsf,  le  ffitrroMaii,  certains  trapèies  qn*il  dénomme  :  tn^^éui 
urne  poîmis,  à  deux  pointet  et  eoti^om^e.  Puis,  pnrmi  les  poly- 
gones singuliers  d*un  plus  grand  nombre  de  côtés,  les  figures  sen- 
tarif  orme  ^  tymp<miforme ,  ipieuHf^rme, 

Nous  trouvons  d«  même  chëi  les  Hindous  les  figures  suivantes , 
eitées  par  ^rîd'Aara,  ^ouryodiMael  Gmi^gaél^kara.On  peut  eo  Crire 
Je  curieux  rapprochement  avec  iesfiguresplanes  de  Beka^Edéim, 

Le  $a^a-é«mta  on  dent  d*éléphant,  que  Ton  peut  traiter  comme 
un  triangle  ;  le  bàUndau ,  ou  le  croissant,  qui  peut  être  considéré 
«omme composé  de  deux  triangles;  le  ye^va,  oo  grain  d'orige  (len- 
tilb  convexe) ,  traité  comme  consistant  soit  en  deux  triangles ,  aoît 
en  deuxaegnwnts;  leudmt ,  ou  Jante  de  roue,  considéré  comme 
un  quadrilatère.  La  vadja^  ou  la  foudre ,  tmitée  comme  compre- 
nant deux  triangles,  suivant  Souryadma,  ou  un  quadrilatère 
avec  deux  segments  ou  deux  trapèies ,  suivant  Gangad^harë^  ou 
bien  encore  deux  quadrilatères,  suivant  Srià^hara;  la  eantfha  on 
conque,  le  mriianffaf  ou  grand  tambour»  et  beaucoupd*anlres. 

(14)  Soient  en  général  d ,  d\  les  diagonales  d'un  losange ,  c  son 

ddf 
e*l*.Soo«re.er.--dx 

On  peut  remarquer  en  passant  que  AfoÀamm^d-6ei»>Jlfo«tM 
dans  tous  ses  exemples,  choisit  des  nombres^  ratioimels  entiers;  de 
plus  ici  les  côlès  du  losange  sont  ceux  du  caîrré  précédemment  fi- 
guré ,  et  les  diagonales  sont  les  côtés  du  rectangle  qu*il  vient  de 
donner  pour  exemple. 

(15)  «Les  deux  triangles  rectangles  qui  joints  au  rectangle  forment 
le  rhomboïde,  ne  sont  autres  que  deux  des  quatre  triangles  rectan- 
gles qui  constituent  le  rhombe.  On  doit  remarquer  encore  que 
leurs  côtés  sont  trois  nombres  entiers  consécutifs  3, 4  et  5. 

(16)  «  Partage  les  autres  quadrilatères  en  deux  triangles ,  alors 
la  somme  des  deux  aûres  est  égale  à  Faire  de  la  somme.  »  Bék^ 
Eddin, 

(17)  JlfoAaifimed-ôM-AfouMa  et  Beha-Eddin  ne  définissent  ni 
Tun  ni  Tautre  le  triangle  dont  ils  reconnaissent  trois  espèces  ;  ils 
énoncent  la  propriété  caractéristique  qui  distingue  chacune  d*eUet. 


V'-'i 
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Ganéia  dit  :  «  Le  triangle  est  une  figure  qui  contient  trois  angles  et 
consiste  en  autant  de  côtés.  »  Selon  lui ,  le  triangle  est  ou  rectan- 
galaire  {Jatya)  ou  trilatéral  et  (oblique)  {tribhaudia)  comme  le  fruit 
du  Sringaia  (Trapa  natans).  On  le  distingue  encore  d*après  la  di- 
rection de  la  perpendiculaire  {lamba)^  c'est-à-dire  suivant  que  la 
perpendiculaire  tombe  en  dedans  ou  en  dehors  du  triangle,  en  an- 
tar-lafnba  acutangle  et  bahir-lamba  obtusangle.  CKatourveda 
au  contraire,  le  commentateur  de  Brahmagupta^  distingue  trois 
sortes  de  triangles;  ce  sont  le  ( sama-iribhoudja)  équilatéral, 
(douûiama'tribhaudja)  isocèle,  eiiviihama-tribhoddja)  scalène. 

(18)  C'est  le  triangle  moitié  du  rectangle  déjà  donné  comme 
exemple,  et  en  même  temps  éqnif  aient  au  losange  dont  on  a  donné 
U  figure.  Les  côtés  sont  les  trois  nombres  pairs  consécutifs  :  6, 8, 10 
doubles  des  trois  côtés  3.4,5,  nombres  impairs  consécutils  des 
triangles  rectangles  qui  constituent  le  susdit  losange. 

(19)  Pour  trouver  dans  on  triangle  quelconque,  le  pied  de  le  per- 
peadkulaire»  on  a  d'après  ^sAo-JS'ddtts  en  appekat  a  la  bese,  A  le 
eôlé  moym,  e  le  ploi  petit  côté,  la  temoie  suivante  : 


^_a     (b+e)  (»-e) 
2  2a 

Si  dans  cette  formule,  on  fidt  5«*n;,  on  voit  immédiatement  que 


(90)  H  —  \/l0»-5*—  k  100  — 25  —  ^^75. 

(M)  S-H  X 1- |/75X5-(/75xk^- Hi7S'-43,30. 

(22)  15'  — (14-»)«-13*-«* 
15i— 196  ^ar*+2&i;— 169  -  x^ 

29-h9&r^l69 
2&r— 140 

rc>*5« 

MêkërEdèin  emploie  la  formule 

2  3a  2.U 

11  arrive  à  cette  formule  en  appliquant  le  théorème  qui  donne  la 
vaievr  du  carré  fait  sur  un  côté  opposé  à  un  angle  aigu. 

(23)  H  «V/W- 5* -uns -12. 

(24)  La  hauteur  et  les  trois  côtés  sont  les  quatre  nombres  entiers 
consécutifs  :  12,  13,  14,  15.  Mohammed  ben  M<m$$a  a  choisi  le 
triangle  le  plus  propre  à  servir  d'exemple.  Nous  résumerons  ici  les 
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obserTations  auiqaelles  ces  nombres  qnt  conduit  M.  Chasles  ôam 
son  Aperçu  hislorique.  aCes  nombres  sont  très-remarquables  en  ce 
qu*ils  sont  ceux  choisis  à  plusieurs  siècles  d'intervalle,  non-seule- 
ment par  les  Hindous,  mais  aussi  par  Héron  d'Alexandrie  y  Héron 
le  Jeune  y  les  trois  fils  de  Moussa  ben  Shaker ,  Léonard  de  Piu, 
Jordan^  Lucas  de  Burgo^  Georges  Falla,  Tartalea,tic,iè  L'usage 
général  de  ces  trois  nombres  semblait  dire  qu'ils  avaient  une  origine 
commune;  mais  M.  Chasles  en  y  réfléchissant  davantage ,  ne  tarda 
pas  à  reconnaître  que  ces  nombres  n'offraient  probablement  pas  les 
secours  historiques  qu'il  avait  espérés  d'abord.  En  effet,  on  aura 
cherché  natureÔement,  pour  les  trois  côtés  du  triangle  à  proposer 
en  exemple  ,  trois  nombres  pour  lesquels  l'aire  de  ce  triangle ,  et 
conséquemment  la  hauteur,  fussent  exprimées  en  nombres  ratioo- 
neb.  Cette  question  se  réduit  à  construire  deux  triangles  rectangles 
en  nombres  rationnels ,  ayant  un  côté  commun.  C'est  ainsi  que 
Brahmagupta  a  fait.  Maintenant  parmi  tous  îes  systèmes  de  deux 
triangles  rectangles  exprimés  en  nombres  rationnels  entiers,  et 
ayant  an  côté  commun,  on  aura  pris  celui  où  ces  nombres  sont  les 
plos  petits  'y-i^e  sont  ceux  qui  ont  pour  côtés,  le  premier  5, 12, 13,  et 
le  second  9, 12, 15.  Plaçant  ces  deux  triangles  de  manière  que  leurs 
deux  côtés  égaux  se  confondent  et  que  les  autres  côtés  des  angles 
droits  soient  dans  le  prolongement  Tun  de  l'autre ,  on  forme  le 
triangle  acutangle  qui  a  sa  base  égale  à  14,  et  ses  deux  autres  côtés 
égaux  à  13  et  à  15.  C'est  ainsi  que  différents  géomètres,  chacnnde 
son  côté,  auront  pu  être  conduits  au  triangle  exprimé  par  les  nom- 
bres 13^  U,  15. 

(25)  Dans  le  triangle  oblusangle ,  multiplie  la  perpendiculaire 
qui  tombe  de  l'angle  obtus  sur  le  côté  opposé,  par  la  moitié  de  ce 
côté  opposé,  ou  inversement  {Beha-Eddin*  —  Khelasat  al  Bisàè). 

Dans  un  triangle  obtusangle,  la  base  multipliée  par  la  moitié  de 
la  perpendiculaire ,  est  l'aire  (Ganésa,  Commentaire  au  Lilavati), 
Ce  même  géomètre  hindou  donne  une  démonstration  directe  et 
bien  simple  du  théorème  qui  exprime  la  surface  du  triangle  en 
fonction  de  sa  base  et  de  sa  hauteur.  11  forme  un  rectangle  qui  a 
même  base  que  le  triangle  et  pour  hauteur  la  moitié  de  la  perpen- 
diculaire. L'inspection  de  la  figure  fait  reconnaître  d  priori  que  la 
surface  du  triangle  est  égale  k  celle  du  rectangle ,  d'où  il  coodnt 
que  l'aire  du  triangle  est  égale  au  produit  de  la  base  par  la  moitié 
de  la  perpendiculaire. 

Dans  le  Khelesat  al  Hisâb^  nous  avions  répété  d'après  M.  T^iifTar 
de  Bombay,  qu'il  n'existait  aucun  exemple  de  la  multiplication  par 
le  Réseau  ou  Shabacah  dans  les  livres  sanscrits  ;  la  traduction  d« 
lAlavali  par  Tillustre  Colebrookey  nous  prouve  le  contraire; 
l'exemple  qui  se  rencontre  dans  le  commentaire  est  de  Ganesa^ 
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(26)  Mohammed  ben  Moussa  et  Bêha-Eddin  ne  définissent 
point  la  circonférence;  Beha-Eddin  dÎTÎse  la  ligne  courbe  en 
ligne  circulaire  qui  est  connue ,  et  en  courbe  non  circulaire  » 
dont  il  n'a  point  à  s'occuper  dans  son  Khdasat  al  Hisàb. 

Dans  les  ouvrages  hindous,  dans  ceux  de  Brahmagupta  et  de 
Bhascara^  on* ne  toit  pas  de  définition  du  cercle,  et  Ganésa  ex- 
plique cette  absence  de  définition ,  en  disant  que  le  cercle  et  l'arc 
n'ont  pas  besoin  d'être  définis. 

(27)  n  est  à  remarquer  que  ni  Mohammed  ben  Moussa  •  ni 
Beha-Eddin  n'emploient  de  mot  unique  équivalent  au  nôtre: 
rayon.  Ils  mentionnent  toujours  le  diamètre ,  et  pour  rayon^  ils 
disent  demi-diamètre.  Les  Hindous  ont  un  mot  earcata^  ouverture 
de  compas^  littéralement  éereviue ,  pour  désigner  le  rayon  (p.  90 
do  Lilavati). 

(28)H:10::4:â    d'où    H«=-aO. 

Pyramide  entière    »  5 1  X  20  »  106  -. 

4  1 

Fragment  ajouté     »  -  *x  10  »  13  -. 

Pyramide  tronquée  »  106 1  — 13|  »  83 1 

V  3  «I 

Pour  la  pyramide  tronquée ,  multipire  on  côté  de  la  plus  grande 
base  par  la  iiaciteiir ,  et  divisa  le  produit  par  la  difléraioe  entre  un 
côté  de  cette  base  et  un  de  la  petite  •  tu  as  alors  là  hauteur  de  la 
pyramide  entière  ;  mène  ensuite  l'opération  à  fin  (Beha-Eddin). 

(29)  C'est-à-dire  si  le  pilier  prend  la  forme  d'un  cône  tronqué. 
Alors  multiplie  le  diamètre  de  la  plus  grande  base  par  la  hauteur, 
et  divise  le  produit  par  la  différence  des  diamètres  des  deux  bases, 
il  en  résulte  la  hauteur  du  cône  comme  s'il  était  entier^  etc.^ 
(Beha-Eddin). 

(30)  Voici  la  marche  suivie  par  l'auteur  pour  résoudre  cetle 
question  : 

S»8X6»48 

donc  x*+6ic-.ta;*-f  4a?  — ^a:«=48 

I0a;».48 
ii      4* 


->68a  — 


SUR  L'ENVELOPPE 

t 

401  jmrpetèéieulmrei  mux  exirémiléê  en  diamètre»  dm  dUfêu 

(  roir  p.  540). 


f 

Professeur  de  mathématiques. 


Gopskiérons  maintenanl  le  cas  où  la  quantité  2b* — a'  est 
négative.  En  serepcMiant  toujours  aux  valeurs  primitives  de 
X  et  de^,  on  constate  facilemeni  que  la  courbe  passe  encore 
aux  extrémités  A  et  A',  B  «t  B'  dtt  deux  axes  de  Telli^  lors- 
que Ton  suppose  ^  s=  0 ,  etf =Shr,  f  B-,etr=-x--  Si  Ton 

ai  X 

donnée  y  une  valeur  positive  très-peu  di£rérentedeièrOf=:c, 
la  valeur  4a  r  «<  tùH,  pettle  et  négative,  en  aorin  q«B  la 
point  décrivant  s'abaisse  au-dessoms  de  Taxe  des  abadases  ; 
en  même  temps  la  valeur  de  x  est  plus  grande  que  a ,  ce  qui 
prouve  que  la  courbe  s'éloigne  à  la  fois  des  deux  axes  à  par- 
tir 4u  point  A  ;  on  peiit  fiMikoMit  vérifier  ce  réanllat  en 
remplaçant ,  comme  on  Fa  déjà  Mt  {Ans  haut ,  ain  a  para,  et 


cos  a  par  1  —  - ,  et  négligeant  les  puiasancea  de  a  snpé- 

rieures  à  la  seconde.  Un  calcul  précédent  nous  a  montré  qos 
s'il  existe  un  maximum  pour  x ,  il  correspond  à  une  valeur 
de  r ,  dont  le  cosinus  est  : 


V  3c* 


Gntte  valeur,  inadmissible  dans  Thypothëse  2b*  —  a'  >  0» 
est  au  contraire  parfaitement  admissible  dans  le  cas  actuel , 
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et  détermine  pour  x  une  yalear  maxima  que  Ton  peut  cal- 
culer. L'ordonnée  a  aussi  nn  maxiomm  qu'il  est  utile  de 
trouTer  pour  savoir  quelle  est  celle  des  deux  coordonnées 
qui  commence  le  plus  tAt  à  décroître  ;  cherchons  donc  le 
maximum  de  la  valeur  absolue  des  valeurs  négatives  de^ , 
c'est-à-dire  le  maximum  de  Texpression 

sinf[(a*— a*«)  — c^sin'rf. 

Après  avoir  multiplié  par  le  facteur  constant  c ,  on  Biet  ce 
produit  soos  la  forme  % 

(c'sin»^  (a-  —  W  —  c*  sin» , 

et  comme  la  somme  des  facteurs  est  constante ,  l'équation 
qui  détermine  la  valeur  cherchée  est  : 

d'OD: 


'\r- 


n  est  important  de  remarquer  que  la  valeur  de  l'angle  y 
dont  on  vient  de  trouver  le  sinus  est  la  même  que  celle  qui 
rend  x  maximum  ;  la  somme  des  carrés  des  expressions  (f^) 
et  (y)  est  égale  à  l'unité.  Lors  donc  que  ^  croit  jusqu'à  cette 
Ifanite,  la  courbe  t'âeigae  à  la  fois  des  deux  axes,  puis  cHe 
se  rapproche  simultanément  de  l'un  et  de  Tautre,  lorsque 
tp  reçoit  des  valeurs  plus  grandes.  An  pointe,  où  x  et  j^  ont 
atteint  en  même  temps  leur  maximum ,  il  y  a  nécessairement 
rebroussement ,  puisqu'une  courbe  algébrique  ne  peut  avoir 
de  points  anguleux;  il  restera  seulement  à  décider  si  le  re- 
broussement est  de  première  ou  de  seconde  espèce.  Au  delà 
du  point  c ,  la  courbe  rentre  dans  l'intérieur  de  l'ellipse 
ABAV,  et  elle  coupe  l'axe  des  abscisses  une  seconde  fois  ;  car 
on  trouve ,  en  annulant  l'ordonnée  et  en  omettant  la  solution 
sin  y  =  0  déjà  connue  : 
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sinf 


1     /a'~2b' 


V 


La  valeur  de  x  cèrrespondaDte  est 

2bc 


jr  =  — 
a 


EdCd,  lorsque  ^  =^ ,  la  courbe  passe  en  B  à  rextrémité  do 

petit  axe ,  et  pour  des  valeurs  de  r  plus  grandes ,  on  obtient 
quatre  autres  parties  de  courbes  exactement  semblables  au 
quart  de  courbe  AGMB  (fig.  52), 

Consultons  maintenant  le  coefficient  angulaire  de  la  tan- 
gente }  en  se  reportant  à  Texpression  primitivement  trouvée^ 
on  voit  qu'il  est  inàni  en  A  et  en  A\  ce  qui  confirme  qn*en 
ces  poiots  comme  dans  le  premier  cas  la  tangente  est  verti- 
cale ;  en  B  et  en  B',  elle  est  horizoptale ,  puisque  la  valeur  du 

coefficient  angulaire  s'anoule pour  (p=-,  =-^-  Au  point 

dy 

limité  dans  le  sens  des  x  et  des  ^,  -p  se  présente  tous  la 

forme  -•,  on  aura  sa  véritable  valeur  en  prenant  la  dérivée 
respective  des  deux  termes,  ce  qui  donne  pour  le  point  C  : 

4r* ^  6c' sin^cos*^  —  3c*sin* cp  —  (2^*  —  a')sin<p 

^       fr  "  —  6c^cos<psin'<p  +3c*cos*<p — (2a* — fr*}cos<p 
_      asiny    6c'  cos*  «p  —  3c'  sin*  f  — -  (2b*  — -  a*) 
"^     ^cos<p  '  6<?'sin'(p— 3c*cos'<p  +  (2a'  — ô') 


4*où  finalement 
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Comme  Ton  a,  d*après  Thypolbèse,  a'—  2i">  0,  et  qae 
2a'  —  b*  est  toujours  une  quantité  positive,  l'expression  pré- 
cédente est  négative ,  et  par  conséquent  la  tangente  forme  au 
point  G  un  angle  obtus  avec  la  partie  positive  de  l'axe  des 
abscisses. 

Il  est  nécessaire ,  pour  déterminer  si  la  courbe  offre  dans 

son  cours  des  points  d'inflexion ,  de  rechercher  si  -j^  peut 

dy 
s*annnler.  Il  vient,  en  diflërentiant,  l'expression  de  ~. 

ax 
^  =  ^  { [3c*  cos>  sin<p — (2a*~A«)sin  ^]  [6c*sinf cos*ç— 

—  3c'  sin»  (p  — (26'  —  a^)  sin  ç]  —  [3c"  sin*  <p  cosf + 
+  (26*  —  a*)  cos  <p]  [—  6c'  cos  <p  sin*  f  +  3c'  cos'  «p  — 

—  (2a"—  *•)  cos  ^]  } , 

expression  dans  laquelle  on  a  posé  : 

ê 

D  =  (3c'cos  •  <p  +  A' — 2a")  sin  <p. 

Pour  savoir  si  —^  peut  s'annuler,  il  suflSt  d'égaler  i  zéro 

la  quantité  comprise  entre  les  accolades ,  et  de  voir  si  les  ra- 
cines de  l'équation  ainsi  formée  sont  imaginaires  ;  on  posera 
donc  : 

sin>[3c»cos'f  —  (2a'— *•)]  [^'cos>— Sc^sin^— (g*'— a")]— 
— cos>  [3c"sin> + (26* — a')]  [ — 6c"5in>  -f  3c'cos>  — 

_(2a'-6'):=0; 
ou  bien  : 

sin' ^  [3c'  cos'  ^  -  (2a"-  6')]  [-  9c" sin"  f  +  7a"— 8A']4. 
+  cos"<p  [3c"sin'f  -)-(2fr'— a')]  [—9c'  cos'«?  —  76"+  8a']=0. 

Introduisons  la  tangente  à  l'effet  de  n'avoir  qu'une  seule  ligne 
trigonométrique ,  il  vient  : 


—(2a'— 


+(2t'— a")(8«'— 7f)' 
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+  (2^— a')(8a'— Tfi') 
— (2a'— &')(7a*— 86") 

Cette  éqoatioii  reyient  finalanent  en  rédnitant  le  plus  pos- 
sible à  la  suivante  : 

(2a'  —  by  tang<«p  —  4(c*  -  aV)  tang*  tp  +  {2é'  —  aT=0; 
d'où  Ton  tire: 

tg<p==dbl^2(c<— aV)'±:\/4(c*— a'^')'-(2a*— 6')^2*«— ^ 

Pour  qne  les  racines  soient  réelles  »  il  fant  en  premier  lieo 
que  Ton  ait  : 

4(c*— a'i7  — (2a'  — 67  (26*— ay>0 (t), 

condition  qui  revient  à  : 

[  2(c*— a**')  +  (2a'  —  6")  (2V  —  a^)]  [2(c*  —  a*6')  — 
—  (2a'—  t')  (26*  —  a')  >  0. 

Le  premier  fscteur  se  réduit  à  —  a'fr*  ;  donc  il  faut,  pomr  que 
rioégaliié  précédente  puisse  avoir  lieu ,  que  le  second  fadeur 
soit  négatif,  c'est-à-dire  qne  l'on  ait  : 

11 


.=«. 


ou  bien  : 


ou  t 


4 


ou  enfin  : 


(...ii±^)  (.._ 


.ii-^^\ 


8         /    \  8        / 


Il  résulte  de  celte  dernière  inégalité  qoc  a'  doit  toujours 
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4(re  comprit  entre  2rM 1  etiM — '— hor, 

a*  est  éTidemment  plus  grand  qne  la  première  quantité; 
donc  la  condition  (t)  retient  définitivement  à  la  snÎTante  : 

8a*<fr'(ii+V/57). 

Mais  11  ne  snffit  pas  qne  la  quantité  soumise  an  second  radi- 
cal dans  l'expression  de  tang  «p  soit  positive ,  il  fant  encore 
qne  la  quantité  soumise  au  premier  radical  le  soit  aussi ,  ce 
qui  exige  que  Ton  ait  : 

ou  : 

a4  +  6*  —  3aV  >  0. 
Cette  condition  reyient  à  : 


(«.^»ft.y_|6»>0i 


on  Mena: 


(,._(î±W^^)(.._M^'-)>.. 

Cette  demUre  Inégalké  exige  qae  la  Talear  de  a*  sott  s«- 
pèr îeure  on  inférieure  à  cbacnn  des  denx  factem^s  pour  qu'ils 

poissent  être  de  même  signe,  et  comme  l'on  a  : 

•  •  • 

l'on  devra  avoir  aussi  : 

«  > 2 ^"^ 

On  déduit  de  la  comparaison  des  inégalités  (t)  et  (a) 

12+4\/5<ll+V^57, 
inégalité  abenrde,  qui  apprend  que  les  valeurs  de  tangt  sont 
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coDilammeDl  imaginaires.  Il  s'ensuit  que  ^  ne  peut  s  an- 
nuler et  que  par  conséquent  la  courbe  est  exempte  d'in- 
flexions. Ce  dernier  résultat  fait  connaître  que  le  rebroos- 
sèment  qui  existé  au  point  C  est  du  premier  genre,  car  il  7 
aurait  au  moins  une  inflexion  si  le  rebroussement  était  de  se- 
conde espèce. 

Cherchons  maintenant  le  périmètre  de  la  courbe  :  en  diF- 
férentiant  les  expressions  (1)  et  (2)  valeurs  primitires  de  x  et 
de  y  on  trouve  après  quelques  réductions  faites  : 

6sin<p£(^-|-acosçdi  =  0, 
^cos^£(r— ûsiny  dj:= [(26'— a')  cos'f  +  (2a*— 6*)8in>]<i^»  j 
d'où  l'on  déduit  pour  la  différentielle  de  l'arc  : 


ab 
Posons: 

c       âCOSf 


f  étant  ainsi  l'angle  que  fait  avec  le  petit  axe  de  Fellipse  le 
diamètre  qui  aboutit  au  point  dont  les  coordonnées  sont 

xssacosf  et^ssisiuf; 

il  viendra  par  nue  substituti<fti  qui  n'offre  aucune  difficulté  : 

a&[(26'— a')ygin'4'-t-(2a*— y)a'C08'4>]<^4' 
~~  (a*co8'+  +  6'8in*+)^ 

d'où 

1                   P[(26'-a')ygitfH(Sto'-6^a'C08'^.]rf4. 
tt«(y»,'I'.)=   \    ; (*)» 

en  désignant  par  «  (4<„  ^|>,)  l'arc  d6  la  courbe  compté  entre 
les  points  correspondants  aux  valeors  ^^  c^  '^.  de  Fanglc^'. 
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Augmentons  cl  diminuons  le  second  membre  de  l'équa- 
tion (3)  de  l'expression 

[(ay— a')a'cos'4.  +  (2a'-y)&'8io'|]rfj< 
,.  (<»'cos'  +  +  A'sin*4.)"v 


il  Tiendra 


le  M.  .t.v_  r*'  («•+^')^+ 


âft^(+.>w= 


— .  +    I       —-...(4). 

D'ailleurs  l'éqoalion  (4)  peut  s'écrire  de  la  manière  sui- 
Tante  .- 


(a'cos'«p+A'8în*«p)^ 
Rapprochant  la  dernière  égalité  de  l'égalité  (3)  il  vient  ; 


'*'        {a'4-^'')^+ 


(a*cos'*+6»8in''f)i 

t. 

d'où 


«  > 
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(*). 


S'''2{tfWH£MnN0£t  __  r'___f!*!^L__  = 

\   (a'co«'H*'««»'+)'        \  ('^cos'f4-A'Mn»+)T 
Donc 

■J'I'.  J+. 

on  en  appdaat  e  l'exceotricité — , 

i*(4.,W=  \   -^^ ;  —  1    ■  

*  \   (1— «'sln'^.)^       \  (1-Aitf+)-: 

Goosidéroos  nuiintenaot  l'expressioB 

«'•in^kos^' 

DifiérentMHUhlt  par  rapport  à  >p  et  pais  intégrons  entre  les 
limites  ^.  et  ^,  il  Tiendra  - 

e*8in4>.cos-K  _  é'an^Jcos^,  __  Ç'*'  g(g— e*)<f>t>  _ 
(1— rtin'+,)^      (1— «•»in'+J^      ]  (I— eSîli'# 

On  tire  de  celte  dernière  égalité  et  de  l'égalité  (4)  : 

^    "   '     ]    (I— ^'sinf )T   d^e'sin'*.)'*     (l^rtio^^JT 
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Si  Ton  fait  ^l'oss  0  et  que  Ton  appelle  s  (i|i,)  oe  que  défient 

*(+•»  +.)  on  a  : 

5('t,)=6F  (e,  4^,)  +• 5 . 

C'est  le  résultat  de  M.  Talbot  Si  ron  fait  en  outre  ^,^^, 

û  vient  : 

*  =  4*F{e), 

1  désignant  le  périmètre  total  de  la  courbe. 
Ajoutons  en  dernier  lieu  que  l'expression 

&e'siD>|>coaj» 

(l-cUin'>pp 

représente  la  distanoe  de  rextrémilé  du  diamètre  de  rdlipse 
qui  fait  un  angle  ^  avec  le  petit  aie  au  point  de  la  courbe 
correspondant  ;  c'est  ce  que  Ton  yèrilie  aisément  en  dimi- 
nant  x-~acos4»  et^r^^nn^^  entre  les  équations  (I)  et  (2}  et 
^équation  suivante  .- 

et  puis  remplaçant  dans  la  valeur  de  rtiréede  l'équation  flnalt 
sinfct  cosf  par  leurs  valeurs  en  sin^p  et  cos|. 


DES  SYSTEMES  SIMULTANES 

de  description  de  Vellipsepar  le  point  d'une  droite  de  longueur 
constante  inscrite  dans  un  amglefixe^' 


Ingénieur  d«t  ponu  ei  eh»usBé««. 


Dans  une  noie  publiée  en  1844  (*),  j'ai  eu  l'occasion  de 


*)  NomvUti  Âmiùlit  dêi  Mmthémêd^uet ,  t.  III,  p.  »f. 
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faire  remarquer  que  certaines  propriélés  de  Tellipse  dépen- 
dent de  ce  qac  cette  courbe  est  une  épicydolde  allongée  on 
raccourcie  décrite  par  le  point  du  plan  d'un  cercle  roulant 
intérieurement  sur  une  circonférence  d'un  diamètre  double 
du  sien.  En  se  plaçante  ce  point  de  vue ,  on  est  conduit  à  des 
théorèmes  intéressants  ;  telle  est  la  construction  du  rayon  de 
courbure  de  l'ellipse  donnée  par  M.  Transon  C).  Je  me  pro- 
pose actuellement  d'y  montrer  quelques-unes  des  relations 
par  lesquelles  les  axes  principaux  de  l'ellipse  et  ses  diamètres 
conjugués  sont  liés  aux  divers  systèmes  de  génération  do 
cette  coarbe ,  au  moyen  du  point  d'une  droite  de  longueur 
constante  inscrite  dans  un  angle  fixe ,  qui  otU  la  propriété  de 
décrire  simultanément  rellipie  par  un  même  point  mobile. 

1 .  Je  rappellerai  d'abord  que  si  MN  est  une  droite  de  lon- 
gueur constante  continuelleinent  inscrite  dans  l'angle  droit 
YOX,  le  point  i  de  cette  droite  décrit  une  ellipse  ayant  pour 
axes  les  côtés  de  cet  angle,  et  que  les  segments  îN ,  îM  «Ut- 
Ufs  ou  soustraclifs  C*)  sont  égaux  en  longueur  aux  demi-axes 
OA,  OB  comptés  suivant  OX,  OY  (le  lecteur  est  prié  de 
faire  les  figures). 

Supposo^s,  pour  fixer  les  idées,  que  Ton  ait  un  système  ad- 
ditif; pour  avoir  le  système  correspondant ,  décrivez  du  point 
O ,  comme  centre  avec  le  rayon  OA ,  une  circonférence ,  et 
soit  I  celui  de  ses  points  qui  se  trouve  avec  i  sur  une  même 
perpendiculaire  IP  à  OX.  Menez  ensuite  parallèlement  an 
rayon  01  la  droite  îM'N\  qui  rencontre  OX  en  M'  et  OY  en 
N"  ;  il  est  aisé  de  voir  que  iM\  îN',  et  par  suite  M'N',  sont 
des  longueurs  constantes,  quelle  que  soit  la  position  du  point 
décrivant.  Car,  à  cause  des  parallèles,  £N'=:OI ,  par  consé- 
quent le  triangle  »'NN'  est  isocèle,  d'où  il  suit  que  îMM'  l'est 


C)  Noueeltei  ÀnnaUtde  MatMwuUiquet,  t.  III,  p.  sts,  ei  Journal  de  M. Um- 
vilkf  l.  X,  p.  isi. 

(**)  Ces  dénominations  sont  dues  h  M.  Terqoem.  V.  9Êamutl  de  Géoméirie, 
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aussi  i  doac  iM'=  M,  On  voit  par  là  qua  le  point  i  peut  éiro 
regardé  à  Yoloifté  comme  placé  sor  MN  ou  sur  le  prolonge- 
ment deAfN')  de  manière  à  déterminer  dans  le  premier  cas  dea 
segments  additifs ,  et  dans  le  second ,  des  segments  softslro^- 
iifs.  C'est  en  cela  que  consiste  le  type  le  plus  simple  de  deux 
^stèmes  rimuUanés  de  description  de  l'dlipse  ^  je  les  désigne- 
rai ,  comme  les  segments  eux-mêmes,  par  les  noms  A' additif 
et  de  30U9lra€tif. 

Observaiùm.  Rien  n'empêche  de  taire  la  recherche  du  se-^ 
cond  système  an  roojen  de  la  circonférence  décrite  du  centre 
O  avec  le  rayon  OB  ]  on  n'obtient  de  cette  manière  aucun 
nÂuyean  résultat ,  ainsi  qu'il  est  facile  de  s'en  conyaincre. 

2.  Lorsqu'on  prend ,  au  lieu  de  l'angle  droit  YOX,  un  angle 
queloonqij^e ,  il  y  a  non  plus  deux ,  mais  quatre  systèmes  si- 
multanés,  ayant ,  comme  les  précédents,  des  s^mentsde 
même  longueur  ;  ce  qui  suit  a  pour  objet  leur  détermina- 
iion  et  l'exposition  de  leurs  propriétés  lea  plus  saillantes. 

Pour  bien  comprendre  l' axistence  et  la  raison  d'être  de  ces 
systèmes,  il  faut  remonter  à  la  génération  dea  épicycloides. 
Lorsqu'une  courbe  roule  sur  une  autre  courbe ,  chaque  point 
attaché  invariablement  à  la  première  et  entraîné  avec  elle 
décrit  une  trajectoire  normale  à  la  droite  qui  le  joint  au  pcrint 
de  contact ,  principe  que  l'on  doit  à  Descartes.  Dans  le  cas 
particulier  d'un  cercle  qui  roule  intérieurement  sur  une  cir- 
conférence d'un  rayon  double  du  sien,  la  tangente  à  la  tra- 
jectoire du  point  de  la  circonférence  mobile  passe  donc 
constamment  par  le  centre  du  cercle  fixe ,  d'où  il  suit  évi- 
demment que  cette  trajectoire  est  un  de  ses  diamètres  ;  cette 
proposition  est  d'ailleurs  facile  à  démontrer  d'une  manière 
tout  à  fait  élémentaire. 

Concevons  présentement  que  par  le  centre  O  du  cercle 
fixe  on  ait  mené  deux  droites  OX ,  OT,  et  que  dans  une  de 
ses  positions  la  circonférence  lïkolrfle  les  coupe  en  M  et  N ,  si 

A!fll.  DB  MATfltM.  V.  39 
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Ton  regarde  la  corde  MN  eomine  attachée  iDrariablement  i 
cette  cirooarérenoe ,  ses  extrémitèa ,  d'après  ce  qui  vient  d'ê- 
tre dit,  demeareront  respectivement  sor  les  c6tés  de  l'angle 
YOX ,  et  si  ce  dernier  est  droit ,  toot  point  i  de  MN  décrira 
ane  ellipse. 

Quand  au  lien  de  l'angle  droit  on  a  un  angle  yOx  aiga  on 
obtos ,  et  nne  cordé  mn ,  la  oonclosion  est  la  même  ;  seule- 
ment les  côtés  Ox,  Ojr  ne  sont  pins  les  axes  de  la  courbe. 
Poor  les  trouver,  il  fant  mener  par  le  poiAt  décrivant  i  le 
dtamèlre  MN  dn  cercle  mobile^,  et  tirer  les  droites  indéfinies 
0MX,OMY,  lesquelles  seront  visiblement  les  axes  cherchés, 
Fangle  YOX  étant  droit  par  construction.  Tout  point  i  at- 
taché invariablement  au  plan  dn  cercle  qui  roule  décrit  donc 
une  ellipse,  et  on  pent  le  regarder  comme  lié  à  une  carde 
quelconque,  conlinudlement  inscrite  dans  un  angle  fixe.  De 
là  une  infinité  de  systèmes ,  additifs  on  somtracHfi ,  suivant 
que  le  point  i  est  intérieur  ou  extérieur  au  ccrde  mobile.  Il 
n'est  même  pas  nécessaire  que  ce  point  soit  snr  la  corde  mn 
on  sur  son  prolongement  ;  le  sommet  d'un  triangle  quel- 
conque imn  constmit  sur  mn  décrit  une  ellipse  comme  tout 
point  de  cette  corde  C). 

Si  l'on  appelle  a,  b  les  demi-axes ,  a^  6,  les  segments ,  et 
«P,  Fangle  du  système ,  on  a  évidemment  les  relations  aS=uxb^ 

et sin ys=-    ,  ,,  aelon  que  le qralàme est  miéiHfQamm- 

iraetif. 

3.  Je  vais  chercher  maintenant  parmi  tous  ces  systèmes 
ceux  où  les  segments ,  soit  additif^ y  soit  taustractift ,  comptés 
sur  une  corde  ou  sur  son  prolongement ,  entre  le  point  i  et 
les  côtés  d'un  angle  fixe,  sont  de  même  longueur ,  comme 


(')  Voir  Jfouvêllêt  Ànn^i  d*  M^ikhMUpMf  I.  V,  p.  i»^  I»  i«l«liM  •ha- 
!ytif  M  de  M.  Terqutm. 
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il  arrive  daiM  le  eu  d'un  angle  droit.  Snppotoiia  an  sys- 
tème oddiHfy  eompoaè  de  la  corde  mn  inmaite  dans  l'angle 
^Ox.  Après  aroir  fraeè  la  circonférence  Onm  et  déter- 
miné les  points  M ,  N,  06  elle  est  rencontrée  par  les  axes 
OX,  OYy  je  prends  les  ares  M/r,  sMos,  Na,  aJîn; 
de  cette  manière ,  on  a  la  corde  m,n,=:mn^  et  elle  passe 
▼isiUement  en  L  Celte  corde  et  Tangle  yflx, ,  dont  les 
cMés  passent  en  m. ,  a,  ,  forment  tlonc  un  denxiéine  sys- 
tème oddUifqBâ  satisfait  à  la  condition  d'avoir  des  segments 
égaux  en  longueur  à  ceux  du  système  donné.  Il  y  a  plus  : 
que  Fon  décrive  du  centre  i  avec  l'on  des  segments  im  par 
exemple  comme  rayon ,  une  circonférence  qui  coupe  Oar , 
Ojr.  en  m\  m.\  on  verra  avec  un  peu  d'attentiOB  qye  les 
droites  im\  im,'  renei^nbrent  Qr.i  Qr'  en  des  points  /»,' ,  n\ 
silnés  sor  la  eîroooférenee  décrite  du  même  centre  i  avec 
le  second  segment  *»,  d'où  il  suit  que  le  quadrilatère 
m^m,'it*n!  est  un  trapèze  isocèle,  et  par  conséqi^uuit  in- 
êeripUble.  La  circonférence  d^rminée  par  ses  sommets 
passe  néeesiftiremient  anasî'par  le  point  O,  car  on  aperçoit 
sans  peine  que  les  angles  m'On%  nimlrC  du  quadrilatère 
On'9n,'m\  qui  a  trois  sommets  de  communs  avec  tri  ml  ni  n,' , 
aont supplémentaires  l'un  de  Tai^tre  :  cela  résulte  simplement 
des  constructions  indiquées. 

doue  on  inwgi»e  que  cette  circonférence  roule  à  Tinté- 
d'un  cerdn  de  riyron  double ,  les  cordes  m'»,' ,  m;n\ 
que  le  point  i  partage  en  deux  segments  99uairâctif$  égaux 
à  im,  lit,  damenreront  înserites  dans  les  angles  ^,0x,  yOx,  -, 
«•d'antres  termeS|Onadeux  nouveaux  ^stèmes^nécessaire- 
ment  ioustraeHfij  et  il  est  facile  de  s'assurer  qu'il  n'y  en  a 
aucun  autre  où  les  segmaits  soient  de  même  longueur. 

4.  De  ce  que  l'on  a  pris  Mm.  =  Mm ,  N/i.  s=  Nn ,  je  conclus 
que  Taxe  OX  est  la  bissectrice  des  angles  xOx^ ,  ^Qr« ,  et 
Taxe  OY  la  bissectrice  de  leurs  suppléments. 
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Une  semblable  rehtioo  existe  entre  les  axos  et  les  droites 
qui  vont  da  centre  O  de  la  caorbe  on  des  droonférenees  fixes 
aux  centres  des  cercles  mobiles;  il  suffit,  ponr  le  voir,  de 
constraire  les  deux  systèmes  aiéitifei  mnutradifj  relatifs 
aax  axes ,  comme  au  n^  1  • 

Ceci  compris ,  je  nommerai  carre$pandantê  parmi  les  sys- 
tèmes qui  viennent  d'être  définis  par  Tégalité  des  segmenta , 
ceux  doni  les  angtes^  ani  un  côié  commun.  Ils  sont  nécessai- 
rement d'espèce  diflérente,  c'est-*à-dire  que  Fan  est  additif  et 
l'autre  soustractif.  L'angle  formé  par  les  deux  côtés  ooa 
comnrans  et  son  supplément  ont  pour  bissectrices  les  axes  de 
l'ellipse. 

5.  Lorsque  la  corde  mobile  mn  ,du  système  additif  prend 
la  position  GH  perpendiculaire  à  l'un  des  côtés  Ox  de  l'angle 
fixe ,  de  manière  que  le  triangle  GOH  soit  rectangle  en  H, 
celle  du  système  MHMlraclî/'eorrespondinl  relatif  à  OxdOTieiit 
aussi  perpendiculaire  sur  Oj?  en  H ,  c'est-à-dire  que  les  deox 
cordes  coïncident  alors  en  direction. 

Dans  ce  cas ,  OG  est  un  diamètre  du  cercle  roulant ,  et  le 
point  6  est  le  centre  instantané  de  rotation  C)  ;  donc  GH 
n'est  autre  chose  que  la  normale  à  l'ellipse  menée  par  le 
point  décrivant  £,  d'où  je  conclus  que  la  droite  (M  est,  en 
direction,  le  diamètre  conjugué  au  côté  Ox. 

Cela  se  démonti*e  d'ailleurs  directement  :  supposeï  que  la 
corde  GH  prenne  les  positions  LP,  IQ ,  qui  ont  en  conmwi 
le  point  L  de  OG  ;  du  point  K'  où  Oîcoupe  la  perpendiculaire 
LK,  abaissée  de  L  sur  Ox$  menez  à  cette  droite  une  parallèle 
qui  rencontre  LP,  LQ  en^,  q^  je  dis  que  ces  deux  points 
sont  sur  l'ellipse ,  car  on  a  : 

P/»:LP::KR':LK,  etKK':LK::Hi:GH; 
donc:  Pp:LH::Ht:GH. 


(')  Voir  liowftUêi  Àmn0ki  de  MatkémaHq^âeê,  t.  II,  p.  2$t. 
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Or,  LP  =  6H  par  oonatraclion  ;  donc  9p  =s  Hi.  Far  un  rai- 
sonnement aeaihlable,  ontronverail  Q^sH»^  donc /i  et  ^ 
sont  bien  ka  positiona  qa'oecnpe  le  point  i  anr  LP,  LQ.  Re- 
marquez maintenant  que  le  triangle  LPQ  étant  isocèle  par 
oonstruction ,  sa  base  PQ  est  partagée  en  deux  parties  égales 
par  la  perpendiculaire  LK  ;  par  conséquent ,  la  même  cbose  a 
Heu  dans  le  triangle  Lpq ,  et  l'on  a  K*p  =  Kq^  c'est-à-dire 
que  la  corde  pq  parallèle  à  Ox  est  diviséeen  deux  parties 
égales  par  Oi,C.Q.  F.  D. 

Q.  On  peut  même  démontrer,  sans  sortir  de  cet  ordre  de 
considérations,  que  si  Oi  divise  en  deux  parties  égales  toute 
ONrde  menée  dans  Téllipse  parallèlement  à  Ox ,  réciproque- 
ment Ox  divise  en  deux  parties  égales  toute  corde  parallèle  k 
Oi }  pro|Hriété  fondamentale  des  diamètres  conjugués ,  bien 
comme  d'ailleurs  par  la  théorie  des  sections  coniques. 

Suivez  en  effet  la  droite  mobile ,  à  partir  de  la  position  GH, 
jusqu'à  ce  qu'elle  viennie  se  coucher  sur  Ox.  A  ce  moment, 
G  tombe  enO,  ieai,  et  Henlf.  Pour  savoir  quelle  est  la 
position  correspondante  du  cercle  roulant,  il  suffit  de  remar- 
quer que  les  extrénniès  de  la  droite  mobile  sont  constam- 
ment les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  de  l'extrémité 
du  diamètre  qui  passe  en  O  sur  les  côtés  de  l'angle  fixe.  Donc 
en  élevant  sur  les  droites  Ox,  Q^  des  perpendiculaires  aux 
pointsU',  O,  leur  point  d'intersection  G'serale  pointcherdié, 
et  Gli  la  normale  i^  l'ellipse  en  »'.  Or,  il  résnlte  de  cette  con- 
atrqctira  que  G'^'^  est  perpendiculaire  à  Qi  :  donc  la  tangente 
en  H  est  parallèle  à  Oi. 

Enfin  le  point  H",  où  la  normale  Cti  rencontre  0«»  étant 
sur  la  circonférence  décrite  par  le  diamètre  OG!,  on  peut  re- 
garder l'ellipse  comme  engendrée  par  le  point  H  ^e  la  droite 
G'H'',  inscrite  continuellement  sans  changer  de  longueur 
dans  l'angle  G'OH''  considéré  comme  fixe,  auquel  cas  la  dé- 
monstration du  numéro  qui  précède  s'applique  mot  pour  mot. 
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7*  La  iMiUoii  paHicttliérc  où  la  éroite  mobile  est  perpen- 
dictthira  à  l'an  des  o6léi  de  l'angle  fixe ,  mérite  enoora  d'être 
retearquée  en  oe  qu'elle  fournil  nne  démonstration  fort 
simple  de  la  conslrnclion  donnée  par  M.  GhasleB  C)y  ponr 
délermittëf  ^  tant  en  dlreetlon  qu'en  grandev^  ksaxes  d^une 
«llipae  dont  on  eonnnlt  dent  dieméires  conjugués.  Il  ne  s'a* 
gil ,  an  fond,  que  de  tronter  nn  système  de  génération  de 
l'elHpse  eomposé  d'une  droite  mobile  dans  un  angle  fixe.  Or, 
d'après  ce  qui  a  été  dît  plus  haut ,  si  de  réttrémilé  du  deml- 
diamétre  Oi  Ton  abaisse  une  perpendiculaire  x'H  sor  Oî*,  et 
que  l'on  porte  sur  celte  ligne ,  de  part  et  d'autre  do  poiirt  i , 
iGsrzigsBOi^hi  droite  6H  et  l'angle  GOH formeront  on 
système  «MMf  propre  à  la  description  de  l'ellipse  ;  et  oonuMe 
d'antre  part  la  droite  gU  et  l'angle  j^H  tonneront  le  système 
sousfroclî/' correspondant,  on  aura  pour  les  directions  cher- 
cbées  des  axes  les  bissectrices  de  l'angle  GQf  et  de  son  sup- 
plément De  plus ,  l'angle  en  H  des  triangles  GHO,  ^O 
étant  droit  ^  les  longueurs  06^  0^  sehmt  les  diamètres  des 
cerdes  roulants  de  l'on  et  de  l'entre  systètaiet  d'où  il  suit  que 
le  première  sera  égale  à  la  éomme^  et  In  secondée  la  diC»- 
renée  des  demi-^xes. 

n.  On  pourrait  <Siire  besnconp  d'antres  applications  des 
prepriélès  qui  appartiennent  ailt  q^sfémes  ^mnftonds  ;  mais 
pour  éviter  d'être  trop  long ,  je  tkie  bornent  à  signâtes  lims 
la  cxmétmtlfon  pfécécenle  les  Mojfené  <|n'iAle  oiilré  de  dé- 
montrer d  la  f&ity  et  le  pins  brièvement  {HMStMe^  les  daix 
relations  fameuses  qui  existent  entre  les  axes  principanx  et 
les  diamètres  conjugués. 

1''  On  a  Yu  que  M  )  N>  étant  Ma  i^btrémitès  «a  diimèlre 
déterminé  par  le  pèiM  déeritanl  i  dtas  le  téMe  fonlaM  êa 


O  Voir  Souffeltex  Annales  de  9alhémaiiqu€$,  l.  Ul,  p.  349,  U  vérification 
aiMit|liqii#  f«r  M.  Ter^wik 
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système  oeUîK/ décrit  flBr  OG,  îff,  îM,  soot  }esloBga«itn 
des  demi-axeg.  Or,  par  les  proiiriéUs  des  eordes  qui  se  ooa- 
pent  dans  le  cercle,  oo  a  »N  X  iM  =  îG  x  îH  «  Oî'  x  iH , 
mais  W  est  la  base,  et  »M  la  baiiteiir  da  parallélogramme 
OiDf  constmit  sur  les  deux  demi-diamètres  e(Mqagoés,  et 
OU  X  îH  en  mesure  la  svf ace  :  dooe  eHk  mrfm^  M 
cmUawU  U  égale  au  reetangk  des  demiaam. 

2!^  0%  étant ,  par  ccmstmetiOB ,  une  wMian$  da  triangle 
GOg',  on  a  la  relation  :  * 

mais 

0G  =  iN+f1i  et  0^=ÎN  — ÎM; 
donc 

dMcanssi 

c'est-à-dire  que  ia  mnme  d»  carrée  de  4mm  demhêkmMrw 
canjujfuéi  ui  eamUmte  $i  éguU  à  la  mmm^  an  carréi  des 
dèffiiMUcef. 

No$a.  Ce  n'est  que  ponr  fixer  les  idées  qu'on  s'est  senri , 
ponr  cette  démonstration ,  uniquement  du  système  additif-, 
rien  nCempèclie  d^y  substituer  le  système  soustractif ,  et  en 
général  toples  les  fois  que  l'on  n'a  besoin  d^n  considérer 

■  ■ 

qu'un  seul,  On  peut  prendre  l'un  ou  l'autre  indifféremment. 


NOTE  SUR  LA  DIVISION  ABRÉGÉE 


de  Strasbourg. 


Ce  que  j'ai  {laMié  à  ce  sujet  dana  les  jinmlm^  etdans  mon 
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jiriihméêique,  deuxième  édition,  page  108  (en  1813  ;  comparez 
la  note  de  la  page  467  des  j4nnale$) ,  sur  la  méthode  de  Fou- 
rier,  fournit  deux  limites  du  dernier  diviseur,  outre  celle  que 
j'ai  énoncée;  cies  deux  autres  limites  sont:  9  fois  le  nombre 
des  chilltes  négligés  au  diviseur  ;  ce  qui  est  évident ,  et 
9  fois  le  nombre  des  chifres  déterminés  an  quotient.  Cette 
dernière  est  énoncée  en  toutes  lettresdans  mon  Arithmétique, 
et  n'oublions  pas  que  la  méthode  de  Fourier  n'est  que  la  mé- 
thode ancienne  appliquée  à  tous  les' chiffres  du  ^p4àtient,  avec 
ehangennent  dans  l'ardre  suivant  lequel  on  soustrait  les  pro^ 
duits  partiels.  Si  Ton  en  doute ,  on  n'a  qu'à  traiter  un  même 
exemple  par  les  deux.  Cette  môme  dernière  règle  étant  indé- 
pendante du  nombre  des  chiffres  décimaux  des  deux  nombres 
donnés ,  on  voit  que  Topération  si  frayante,  consistant  dans 
l'addition  des  chiffres  du  diviseur,  est  écartée.  Je  vais  présenter 
la  démonstration  de  ladite  règle^  avec  quelques  modifications, 
pour  mieux  Tsidapter  à  la  méthode  ancienne;  elle  ne  diffère 
guère  de  celle  qui  a  déjà  été  publiée  dans  les  ,^nnaie$.  Voici 
comment  on  peut  la  formuler . 

35  9 

iSï  le  dernier  diviseur  est  -^  -  multiplié  par  le  nombre  des 

chiffres  du  quotient  traité  comme  un  nombre  entier ,  Ferrestr 
d$n  dernier  chiffre  de  ce  quotient  est  comprise  eiUre  +1  et  ~  n  ; 
lenQnibre  n  est  à  volonté'^  ou  <ii. 

Soit  D  le  diviseur  total ,  Dt+i  le  dernier  diviseur , 
didi^i.,,  d^^  la  partie  restante ,  »  pouvant  être  >><;o^ 
j'entends  par  di  le  chiffre  qui  exprime  des  unit^  égales  cha- 
cune à  iO\  Je  suppose  que  le  quotient  doive  être  déterminé 
à  une  unité  près  ;  la  question  peut  toujours  se  ramener  à  ce 
cas.  Si  le  diviseur  est  composé  d'un  nombre  infini  de  dbiÊbe& 
(^»oo)  tous  les  chi&es  du  quotient  seront  cherchés  par 
la  méthode  abrégée  ;  dans  le  cas  contraire  ri^n  n'empêche 
de  supposer  nuis  les  cbifires  du  diviseur  à  partir  du  dernier 
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chiffre  significatif  eidoiiTement  Sc»t  le  quotieiil  c«.i. ..  ci  co  ; 
le  dernier  diiflfré  c»  estdélerminé  fvt  le  diyisear  Dt+i  ;  Ta- 
vant-deraier  ci  parD^+i  di ,  etc.  Le  premier  c«^i  par 

Dans  le  dividende  on  prend  sur  la  ganclie  ce  qu'il  faut  ponr 
troaver  Ca  an  moyen  da  diriseur  D,  le  reste  à  droite  n'entre 
pas  en  ligne  de  compte.  Soit  Ri+i  le  reste  final*fonrni  par 
cette  partie  de  ganclie  ;  le  dernier  dividente  partiel  donnant 
au  quotient  des  unités  simples,  il  s'ensuit  que  Rt+i  est  de 
même  espèce  que  D«>i,  ce  qu'on  reconnaît  d'ailleurs;  de 
plus  R«+i<D{+i;  si  donc  à  c6tè  de  Ri+t  on  descend  les 
efanires  négligés  au  dividende ,  on  aura  un  nombre  <  D 
pour  reste  final  par  rapport  au  dividende  total.  Soit  R  ce 
reste ,  S  la  somme  des  produits  partieb  qui  n'ont  pas  été 
retranchés;  R — S  est  égal  an  dividende  moins  le  produit 
du  diviseur  total  par  le  quotient  ca-.i...  to»  Si  donc  S  <C  n D, 
R— -S  tombe  entre  D  et  —nB,  et  l'erreur  du  quotient  est 
comprise  entre  1  et  —  n. 
RS  comprend  les  produits  suivants  : 

lequel 

=  c«-4.  10*^.  di^t^f...  ^—00  <  *•-«•  l'^S 
<:oX<ft  .  .  .  rf-oD.  .  .        <Co,  10*+'. 
Donc 

S<  {c^t  4.  c».j  +  _  . .  +  Co)  ia*+«  ^9a,  10*+'. 
Et  pour  que  S  <  n  D»  il  snfBt  que 

9a.  10*+»  ~  iiD»+i.  10«+S 
ooqœ  9a<nDiU'    c.q,f.d. 
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Ainsi  preBez  sar  la  gauche  dtt  ditiMir  une  trtiielie  plas 

9 

grande  qoe  -  multiplié  par  le  nombre  des  chiffires  du  quo- 
tient; à  la  suite  conservez  au  divisear  autant  de  cinflfres  plus 
un ,  que  le  quotient  doit  en  aToir,  et  au  dividende  négligez 
sur  la  droite  tout  ce  qui  ne  sert  pas  à  faire  connaître  le  pre- 
mier chiffre  duquotient,  au  moyen  des  deux  parties  conservées 
au  diviseur. 

Voilà  ma  théorie  :  ell^  n'est  pas  longue;  est*elle  confuse? 
Elle  donne  le  quotient  à  une  unité  près,  si  Fon  veut.  Il  est 
clair  du  reste  que  si  Rt+i  <c«^i  +  Ca^2 -f*  •  •  •  +^9  1^ 
quotient  est  approché  en  moins. 

R»marfue  t.  Si  le  diviseur  est  fini  quant  an  nomhre  de 
ses  efaifflres,  on  peut  prendre  pour  ymite  de  Di+t  la  sonune 

des  chiffires  placés  à  sa  droite.  Car  soit  D  ss  D<+i  d^ ...  4{i^  ï 

« 

+  i(flC2  di-2 . . .  *-r+ . . .  +  10'  Cr  di^, 

szzdi.^  y,  Cr  *  '  '  C2  Ci  Co  -j~^^r+i»  10.  Cr— i.  .  .  C©  "f-  •  •  • 

<  Cr-a  lO*-»-*  (*-r  +«-^+1^.^.  .  .  J^^J;  ). 

Cette  somme  exprimant  des  unités  dont  chacune  vaut  10^-^, 
de  sorte  que  unités  du  premier  ordre  : 

si  donc  <^i-r+-- •  +  ^<CBifi9 

on  condum  que  S<D^  etc. ,  R<D  et  >— D. 

Remarque  2.  Dans  les  discussions  scientifiques,  il  me  semble 
bon  de  rester  à  la  température  0  ;  on  évite  ainsi  les  tempêtes 
dans  nu  vorre  d'eau.  J'admets  ce  qui  est  prouvé ,  tieA  de 
plus. 

Voyez  à  ce  sujet  une  discussion  antérieure  (il  ne  s'agit 
pas  de  celle  de  1845).  Du  reste  je  ne  parle Id  que  pour  moi  ; 
je  ne  donne  de  conseib  è  personne,  parce  que  la  plupart  du 


tempt,  des  coomUs  noo  demaiidét  toni  eiliiiiés  BU>kift  que 
riea  |Nir  ceux  à  qui  on  les  donne.  C'est  le  parti  que  je  me 
permets  de  prendre  moi-^méme  quelquefois  ;  TAge  m'a  donné 
un  peu  d'expérienoe. 
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«  Hoc  enim  habet  ingenium  hamanum  ut  eum  ad  solida 
non  sufficiat ,  in  superTScaoeis  se  atterat  (DedigniiaU  etaug- 
meniis  ideniiarum^  lib.  III ,  cap.  6)  ;  »  l'esprit  humain  est 
ainsi  fait  :  ne  sufllsant  déjà  plus  à  cultiver  les  connaissances 
utUes,  solides ,  il  se  consume  entièrement  dans  des  recherches 
vainement  superflues.  Cette  pensée  de  l'illustre  philosophe 
ne  s'applique  pas  seulement  aux  déplorables  travaux  scolas- 
tiques,  qu'on  glorifie  derechef,  vers  lesquels  on  dirige  tant  de 
jeunes  intelligences,  qu'on  cherche  si  malheureusement  à  in- 
troduire dans  l'école;  invasiqn  barbare,  en  parfaite  harmonie 
avec  cette  profonde  corruption  du  goût  et  de  la  langue  litté- 
raires, si  manifestement  visible,  chez  nos  premiers  écrivains, 
même  chez  les  Qaintiliens  de  l'époque.  Dans  les  mathéma- 
tiques aussi  nous  nous  plaisons  souvent  à  dissiper  le  temps 
in  supertacaneis  j  et  par  conséquent  à  ne  plus  en  conserver 

(*)  Robiquet,  rue  P«Tét-S«mUAQdrè-def-ArU,  n'  2. 
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assez  pour  les  choses  indispeiisaHes.  Toutefois  5  il  s'est  ren- 
contré dans  le  dernier  siècle  nn  analjste  éminent,  aotenr 
élémentaire ,  qui  a  su  se  présenrar  de  ce  défaut  et  écrire  pour 
former  des  citoyens  destinés  à  des  carnées  spéciales ,  et  non 
pour  plaire  à  des  savants  de  profession.  La  méthode  d'En- 
dide,  renouvelée  par  Legendre/a  fait  oublier  celle  de  Be- 
zout.  Ne  serait-il  pas  possible  de  réunir  les  avantages  des 
deux  méthodes,  d'allier  la  sévérité  logique  de  Tune  à  l'utilité 
immédiatement  pratique  de  l'autre?  Un  eyai  de  ce  genre 
mérite  des  encouragements ,  et  c'est  à  ce  titre  surtout  que 
nous  paraît  recommandable  cette  nouvelle  édkioii  dont  nous 
avons  à  parler.  La  géométrie  est  divisée  en  trois  sections  : 
V  les  préliminaires ,  2®  mesure  des  surfaces  ;  3*  les  solides. 
1^  Les  préliminaires  (9-144).  Sous  cette  dénomination,  Vmt- 
teur  range  toutes  les  définitions ,  tous  les  théorèmes  relatifs 
à  l'égalité  et  à  la  similitude  des  figures,  nécessaires  pour  me- 
surer les  aires^  évaluer  les  volumes,  but  final  de  cette  partie 
de  la  science.  La  droite  et  la  circonférence  sont  considérées, 
comme  lefaitBezont,  avant  de  venir  àl'anj^Iey  mais,  à  Fin- 
star  du  même  auteur,  il  aurait  fallu  définir  Tangle  comme  le 
résultat  du  mouvement  d'une  droite  qui  s'est  écartée  d'une 
autre  ;  car  c'est  là  la  notion  intime  que  nous  avons  de  cette 
quantité.  Ne  pas  vouloir  parler  du  mouvement  en  géométrie, 
est  une  superstition  d'autant  moins  tolérable,  qu'Ëudide 
lui-même  nous  en  donne  l'exemple  dans  la  définition  des  trois 
corps  ronds. 

■ 

Des  perpendiculaires  et  des  obliques  (p.  32).  Nous  croyons 
que  ces  propositions,  que  donnent  tous  les  traités,  forment 
double  emploi  ;  ce  sont  de  simples  corollaires  de  théorèmes 
sur  les  relations  de  grandeurs]  dans  le  triangle ,  entre  les 
côtés  et  les  angles. 

Parallèles  {f.  40).  On  admet  très-raisonnablement,  comme 
axiome,  l'égalité  des  angles  correspondants. 
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La  proposition  sar  Féquidistance  des  parallèles  (p.  42) 
forme  double  emploi  avec  le  théorème  sur  V^lité  des  côtés 
opposés  dans  le  parallélogramme* 

Les  positions  possibles  de  deux  circonférences  sont  soignea- 
semrat  indiquées  (p.  53)  ;  on  désirerait  pins  de  problèmes  snr 
les  contacts  des  cercles  ;  on  en  a  souvent  besoin  dans  les  arts. 

A  la  page  77,  on  lit  ce  théorème  assez  utile  : 

Si  deux  triangles  rectangles  ont  seulement  rhypoténuse 
égale ,  le  côté  cpposé  au  plus  grand  angle  aigu  est  aussi  le 
plus  grand. 

Les  infiniment  petits  sont  abordés  frabchemcnt,  sans  am- 
bages, sans  ces  interminables  circonlocutions  qui  plâtrent  le 
saliutn  mortale  du  rectiligne  an  curviligne,  mais  ne  l'évitent 
pas  ;  aussi,  selon  la  méthode  de  Cavalleri,  on  dit  que  le  cercle 
peut  être  considéré  comme  un  polygone  régulier  dune  infinité 
de  côtés  dont  l'apothème  se  confond  avec  le  rayon  (p.  106). 

Le  passage  du  commensurable  à  l'incommensurable  est  in- 
diqué à  l'instar  de  Legendre. 

Les  préliminaires  contiennent  toutes  les  propriétés  usuelles 
des  polygones' semblables,  des  polygones  réguliers ,  et  les 
problèmes  qui  s'y  rapportent. 

^  Mesure  des  surfaces  (145-232).  L'auteur  nomme  dimen- 
sions la  hauteur  et  la  base  d'un  triangle,  d'un  rectangle,  etc. , 
expression  commode  en  plusieurs  occasions.  Parlant  de  la 
quadrahure  du  cercle ,  on  lit  (p.  1 58)  :  actuellement  on  a  ob- 
tenu le  nombre  tt,  ou  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre^ 
d'une  manière  tillemerU  approchée  que  la  connaissance  du  rap* 
port  exact  n'offrirait  aucun  avantage  réel.  Depuis  Lambert, 
il  est  rigoureusement  démontré  que  ce  rapport  n'existe  pas , 
c'est-à-dire  qu'il  est  impossible  de  l'indiquer  par  un  nombre 
fini  de  cbifl^  dans  aucun  système  de  numération ,  ni  même 
le  carré  de  ce  rapport  ;  mais  il  n'est  pas  prouvé  que  ce  rap- 
port ne  puisse  être  indiqué  par  des  radicaux,  par  des  expo- 
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nentielles,  etc.  ;  il  n*esl  pas  même  démontré  qa'on  ne  puisse, 
à  Taide  de  la  règle  et  dn  compas,  constmireune  droite  égale 
en  longueur  à  une  circonférence  donnée ,  droite  dont  l'enis- 
tence  est  certaine. 

Le  problème  sur  la  surface  d'une  section  faite  dans  la  ca- 
rène d'un  vaisseau  (p.  166)  donne  une  formule  d'une  grande 
utilité  pour  d'autres  applications  du  même  genre. 

Le  théorème  de  Py  tbagore  est  démontré  à  Taide  des  trian- 
gles semblables.  Les  plans  et  les  angles  poljèdres  sont  trai- 
tés avec  beaucoup  de  soins ,  et  préparent  convenablement 
aux  théorèmes  de  la  trigonométrie  sphérique. 

3«  Solides  (p.  233-257] .  Solides  est  synonyme  de  volumes^  et 
tel  devrait  être  le  nom  de  cette  troisième  section  \  cette  syno- 
nymie engage  l'auteur  à  distinguer  les  corps  solides  et  les 
corps  fluides ,  distinction  qui  semble  être  ici  peu  à  sa^placc . 

Les  volumes  sont  évalués  d'après  la  méthode  deLegendre. 

L'auteur  consacre  un  chapitre  spécial  très-intéressant 
aux  solides  tronqtiés.  Nous  signalons  ce  théorème  :  fef>olii»ie 
d'un  parallélipipède  tronqué  est  égal  au  produit  de  la  demi- 
somme  de  deux  faces  parallèles  multipliées  par  leur  distance 
(p.  281),  ce  qui  établit  une  analogie  entre  ce  volume  et  Taire 
dn  trapèze. 

On  donne  des  applications  au  volume  de  la  carène  d'un 
vaisseau  ;  pourquoi  ne  donne-t-on  pas ,  dans  les  traités  âé- 
mentaires ,  quelques  exemples  d'évaluation  de  volumes  dans 
les  problèmes  si  féconds  de  déblais  et  remblais  ? 

Cette  section  est  terminée  par  un  ensemble  de  théorèmes 
sur  la  sphère  et  le  triangle  sphérique,  théorèmes  très- 
développés,  complètement  discutés,  et  préparant  ainsi  à 
rétude  des  deux  trigonométries  placées  à  la  fin  de 
l'ouvrage  (359-512).  Toutes  les  formules  sont  édair- 
cies  par  des  exemples  numériques ,  et  les  cas  douteux  sont 
habilement  mnémonisés,    La  démonstration  des  formules 
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sin{azhb),  elc.,  parait  fangae,  eodMirasaée  et  peu  mnéno- 
niqm.  On  désirorait  qadqms  applications  8oit  nautiques , 
soi!  astronoi9i(|nes  :  le  sa? ant  aoteur  les  a  sans  doute  réser- 
tées  ponr  son  Traité  de  narigatioB. 

Tout  candidat  qui  possédera  bien  le  contenu  de  cette  géo- 
métrie» est  capable  de  répondreaux  examens  sur  celte  par- 
tie. En  fuit-il  davantage  ?  Tm. 


CONSIDERATIONS  ELEMENTAIRES 

Sur  le$  nombres;  mite  naturelle  des  nombres  impairs;  crible 
pour  les  nombres  premiers  ;  table  relative  au  nombre  des 
nombres  premiers, 

i .  Toute  quasUiêé  est  la  différence  de  deux  carrés ,  car 
Ton  a  ideotiquement  : 

â.  Tout  nombre  impair  est  la  diflérence  de  deux  carrés 
entiers ,  car  on  a  ridentité  : 

2/^+<  =  (P +  «)'-?'• 

3.  Tout  nonUfre  pairement  pair  est  la  différence  de  deux 
carrés  entiers,  à  cause  de  ridentité  : 

4.  Un  nombre  mmpUmesU  pair  ne  p$ui  être  Ib  différence  de 
dmmmrréêmUkrs\  car  ces  deux  carrés  sont  néeessaireBMBnt 
on  tous  deux  pairs  on  tons  deux  impairs  ;  dés  lors  leur  diffé- 
rence est  divisible  par  4. 

5.  Une  pmeÊtmœ  mMrt  quàkonque  tun  mmnArt  eniieresi 
la  a  fférenee  de  deux  carrés  y  c^r  nue  telle  puissance  est  pai-* 
remenl  paire  ou  io^iaîre. 
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Obiervaiion.  Cette  proposition  éUmenimre ,  oonsignée  pur 
M.  Rallier  des  Oarmes  dans  Tarticle  impà»  da  Di^Hatmaire 
des  Maikémaiiquei  de  fenef/clopédie  mModi^u  semblait 
avoir  échappé  à  l'attention  des  arithmologoes*;  sonexistanœ 
a  été  récemment  signalée  à  F  Académie  des  sciences  (Compte$ 
rendue,  18*6,  2**  semestre,  p.  151). 

6.  La  différence  de  deux  carrés  entiers  esi  un  nambrepre- 
mter,  lorsque  la  somme  des  racines  est  un  nombre  premier  et 
que  leur  différence  esi  égale  d  Vunité;  et  lorsque  la  différence 
de  deux  carrés  entiers  est  un  nombre  premier^  celte  différence 
est  nécessairement  égale  d  la  somme  des  racines. 

Remarque.  M.  Lescure  a  proposé  d'employer  la  table  des 
carrés  des  nombres  naturels ,  pour  opérer  des  mnltipliea- 
lions  ;  cet  emploi  est  fondé  sur  l'identilé 


r-?)'-(^)"=- 


(Comptes  rendus  de  V Académie,  1835, 2"*8emestre,  p.  151 .) 

7.  La  somme  des  n  premiers  termes  de  la  suite  naturelledes 
nombres  impairs  est  égale  d  n*. 

Observation,  Celle  proposition,  déjà  énoncée.dans  le  JLite- 
vati  (chap.  Y,  sect.  1  ) ,  se  démontre  intuitivement  en  ran- 
geant des  points  en  carrés. 

8.  Tout  nombre  pairement  pair  est  égal  d  la  somme  d'une 
suite  de  nombres  impairs  consécutifs,  en  nombre  pair^  c'est  nne 
conséquence  de  (3)  et  de  (7) . 

9.  Tout  nombre  impair,  non  premier,  est  égal  'd  la  somme 
d^une  suitede  nombres  impairs  consécutifs,  en  nombre  impeâr; 
conséquence  de  (2)  et  de  (7). 

1 0.  Za  puissance  entière  d^un  nombre  entier  est  toujourségak 
à  la  sommed^une  suite  de  nombres  impairs  consécuttfs;  consé- 
quence de  (5). 

11.  {/n  nombre  simplement  pair  ne  peut  être  égal  d  la 
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90mm$  dune  suite  de  nambre$  impain  coméetUifs;  car  ce 
Donbre  serait  la  difiérence  de  deux  carrés,  ce  qui  est  im*- 
possible  (4). 

13.  Un  nombre  premier  ne  peut  être  égal  â  la  somme 
d'une  suite  de  nomhres  impairs  consécutifs  ,*  conséquence  de  (6). 

13.  Dans  la  suite  naturelle  des  nombres  impairs^  faisant 
la  somme  de  n  termes  en  partant  du  premier  ;  la  même 
somme  en  partant  du  second  ^  puis  en  partant  du  iroi- 
siême ,  etc.  ;  on  forme' une  progression  arithmétique  dont  la 
raison  est  2n. 

Soit  X  un  terme  quelconque  de  la  saite  ;  le  n"*^  terme  A 
partir  de  x  est  x-f-  2/i  —  2  et  la  somme  de  ces  n  termes  est 
njc -f  n*—  n  ;  si  Ton  part  da  terme  suivant  jc-\'^^  cette  somme 
devient  /wr-f-»* — /»+2/i  ;  donc ,  etc. 

14.  Problême,  Trouver  tous  les  nombres  premiers  compris 
entre  ietn*-^ 

Solution.  Formez  successivement  les  progressions  arith- 
métiques suivantes  :  « 

9,  15,21,27...  . 

J(d,    tlv,    ^v,   DO.    •    •   k 

49, 63,  77»  91 


q\q'+^,q''\-^q,q'+^q... 


(«  —  1)%   »'  — 1. 

En  poussant  chaque  progression  jusqu'au  terme  le  plus 
approché  de  n*. 

Les  nombres  impairs  non  renfermés  dans  ces  suites  sont  les 
nombres  premiers  cherchés. 

Observation.  Ce  crible  b#  diffère  pas  essentiellement  de 
celui  d'Erathosthéne,  d'une  si  admirable  simplicité;  mais  il 
se  pr^nte  sons  une  forme  un  peu  abrégée ,  puisqu'on  n*a 
pas  besoin  d'écrire  les  nombres  pairs. 

iHIf.  Dl  MaTIÉM.  V.  ^0 
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15.  Ealer  a  démoDlré  pour  les  nombre»  premiers  de  ta 
forme  4/i4-1  ;  1^  'v  est  la  somme  de  deai  nombres  triangu- 
laires, â*  Ces  nombres  premiers  sont  la  somme  de  deux 
carrés  entiers  et  d'une  seule  manière  seulement.  3*  Si  un 
nombre  de  la  forme  4»  -f- 1  n'est  la  somme  de  deux  carrés 
que  d'une  seule  manière ,  il  est  nombre  premier.  4""  Tout 
nombre  qui  peut  être  la  somme  de  deux  carréi  de  plusieurs 
manières,  n'est  pas  un  nombre  premier  «  (M.  de  Pet.  i7€0- 
1761.)  Il  semblerait  d'après  ces  restrictions,  qu'il  y  a  moins 
de  nombres  premiers  de  la  forme  4n  +  1  que  de  la  forme 
4/1  —*  1  ;  on  verra  cr-dessous  qu'il  n'en  est  pas  ainsi.  JBuler 
s'est  servi  de  ces  propriétés  oomme  critérium  (le  nombre  pre- 
mier ,  lorsqu'il  s'agit  de  tris-grands  nombres. 

16.  La  Mmme  jfes  cuhei  des  nombres  naturels  tsl  U  carré 
du  nombre  UiangtMre  marqué  par  le  nombre  ées  termes* 
Observation  ;  cette  proposition  se  trouve  aussi  dans  le  XÂJa- 
iHiltau  ebapitre  ei-dessus  dté. 

17.  En  prenant  dans  la  suite  des  nombres  impairs^  wu 
suite  de  termes  dont  le  premier  sait  le  double  d^un  nombre 
triangulaire  plus  un  et  dont  le  dernier  soit  le  dotAledu  nombre 
triangulaire  consécutif  moins  un,  la  somme  de  cette  smte  est 
un  cubci  conséquence  de  (7,  8,  16). 

Cette  observation  élémentaii^  a  été  l'objet  d'une  com- 
munication à  l'Académie  (Comptes  rendus  y  1846,  2^™«  semes- 
tre ,  p.  501  ). 

18.  Nous  donnons  ici  d'après  M.  Scherk ,  professeur  à 
Halle ,  le  nombre  des  nombres  premiers  des  deux  formes 
4n  d:l  renfermés  entre  i  et  1000  ;  1  et  2000  ^  1  et  3000,  etc. 
(Crette,  t.  X,p.  208,  1833). 


4«+l 

1,000 

81 

3.000 

US 

su 

ut 

831 

7,000 

hii 

ft,000 

Wl 

9S6 

flll 

12,000 

710 

7M 

1A,00D 

Bai 

W9 

17,000 

073 

aB,000 
Ï9,0DS 
50,000 


1,M1 

1,»1S 
1,004    ' 
S,010 
3,0SS 
1,107 

a,is3 

2,203 
î,139 

3,!ei 

3,3U 
3,377 
3,a3S 
2,ù70 
1,515 
3,S67 


'    On  voit  qu'il  y  a  à  peu  près  aotant  de  nombres  premiers 
d'Doe  forme  que  d'ane  aolre  sa  moins ,  dans  cet  intervalle. 


NOT£ 

sur  te»  plana  ttatgento  atu:  tarface»  du  second  degré. 

VjLm  MM-  SaLAOOBK  BT  XATsa  ■  ■■■■■■  I. 

Anc<«ii  é\éiti  d«  rÉcafc  poJj  loch  nique. 


I.   L'éqnatJon  do  plan  tangent  aux  snrfacM  en  smMi4 
ordre  de  la  forme  générale 


(-'-x)^  +  (y 


'  dz 


ne  se  prèle  pas  toajouts  à  des  calculs  simples;  il  est  nnc 
fcH-me  qai  ponrra  sonreat  être  plus  commode,  et  qne  nons 
aUoQS présenter.  Nous  saivrons  ane  marche  analogne  k  celle 
qai,  dans  la  géométrie  plane,  conduit  k  nne  équation  de  la 
tangenleà  ane  courbe  du  dcaxiAme  degré,  qui  dépende  seo' 
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lemèot  du  coefficient  d'iDClinaisOD ,  et  non  des  coordonnées 
des  points  de  oonta(!t. 

1*  EUip§&(ie.  Soient  -^  -f^  +  ^  =  1  reliipsoîde  rap- 
porté à  son  centre  et  à  ses  axes ,  et  px  -^qy-^-rz^^t  on 
plan  sécant  quelconque»  et  exprimons  que  son  intersection 
avec  la  surface  se  réduit  A  un  point  unique ,  ou  qn*il  en  est 
ainsi  de  sa  projection  sur  un  plan  quelconque  celui  de» 
(x^y)  par  exemple  ;  à  cet  eflTet ,  éliminons  z  entre  ces  deux 
équations  9  il  vient  : 

ou  : 

fîJ^  +  -r-;— 1  =  0, 

•  c*i^         -  cr* 

et  en  appelant  A,B,C,D,  E,Fles  coefficients  sacoessibr 
on  sait  que  pour  que  cette  équation  se  réduise  à  an  point 
unique  :  l*  F  —  4AG  <  0 ,  condition  implicitement  rem- 
plie^ puisque  cette  équation  représente  la  projection  d'une 
courbe  fermée  du  deuxième  degré  ; 

y  AE'-f  CD'  +  FB*  — BDE— 4ACF  =  0, 
qui  devient  ici  : 

ou,  en  réduisant,  f  «  a^p"  '\'b*q*  +  cV\ 

L'équation  du  plan  tangent  à  Tellipsolde  peut  donc  s'é- 
crire : 


/'•*+«r4-'»=  V/ay+*y+cv. 
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2*  Hyperbokïde  d  une  nappe.  Son  équation  est  : 

X*      r*      a* 

il  suffit  de  changer  dans  les  résultats  précédents  c'en  —  c* 
pour  avoir  la  nouvelle  équation  du  plan  tangent,  qui 
sera  :  ^       ^ 

3^  HyperbokHde  d  deux  nappes.  Son  équation  est  : 
et  la  nouyelle  équation  du  plan  tangent  est  : 


4**  ParahoMde  elliptique.  Dans  cette  surface ,  il  ne  saurait 
y  avoir  de  plan  tangent  parallèle  à  Taxe;  car  en  faisant  pas- 
ser un  plan  par  Taxe  et  le  point  de  contact ,  il  couperait  la 
surface  suivant  une  parabole  dont  Taxe  serait  celui  même 
delà  surface,  et  le  plan  tangent  suivant  une  droite  qui  serait 
dés  lors  à  la  fois  tangente  à  la  parabole  et  parallèle  k  l'axe  de 
cette  courbe,  ce  qui  est  impossible.  Noos  mènerons  donc  un 
plan  sécant  coupant  Taxe  du  parabolbïde  ;  l'intersection  avec 
la  surface  sera  une  ellipse  dont  la  projection  sera  aussi  une 
ellipse.  IlsuiBra  d'exprimer  que  cette  projection  se  réduit 
à  un  point  unique. 

Soit  sjr*+  s'z*  ^  i^x  le  paraboloide  elliptique  rapporté  à 
son  axe  età  son  sommet,  et  px-hqy-^rz^zt  le  plan  sé- 
cant ;  la  projection  de  leur  inlersedioo  sera  pour  le  plan  dies 

psy*  -f-  p^:^  -j-  ssrz  -\-  ss'qy  =  sst. 

Bout  que  cette  équation  représente  un  point ,  il  faut  que 
sf^-^-sfq*  -f  ;7r  =  0;  d'où 9  subatituaiit  t  dans  l'équation  du 
plkn ,  il  viendra  pour  équation  du  plan  tangent  : 


^  6ii  - 
«r*  4-  s'a" 

5*  Pflrabolàide  hyperbolique.  Dans  eette  surface,  il  n'y  a 
pas  de  plan  taBgentjMraUèle  à  l'axe.  On  s'en  rendrait  oonipte, 
comme  précédemment ,  en  menant  an  pkn  par  l'axe  et  an 

point  quelconque  des  deux  génératrices  suivant  lesquelles  le 

* 

plan  est  tangent  à  la  surface.  Il  faut  donc  faire  mouvoir  pa- 
rallèlement à  lui-même  un  plan  sécant  non  parallèleàraxe  ; 
un  tel  plan  coupe  la  surface  suivant  une  hyperbole  dont  la 
projection  peut  être  une  hyperbole  ou  une  droite^  dans  ce. 
dernier  cas,  on  ne  saurait  exprimer  par  la  projection  que  le 
plan  devient  tangent;  on  évitera  cette  difficulté  en  conndé- 
rant  la  projection  sur  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  de  la 
surface ,  car  le  plan  sécant  ne  pourra  lui  être  perpendico* 
laire  et  la  projection  être  une  droite;  nous  exprimerons  donc 
que  la  projection  sur  le  plan  ZOT  se  réduit  à  deux  droites. 

Soit  sy  —  s'z*  =  ss'x  eipx-^qy-^-rzzrzt  la  surface  et 
le  plan  sécant;  en  éliminant  j:,  il  vient  : 

* 

psy  — ps^z^  —  sslrz  -7  ss^qy  -f-  «5'/=  0, 
équation  qui  représente  deux  droites  sous  la  condition  : 


j  —* 


sa  ^-^sr 

t  =  — ; 

P 

la  nouvelle  équation  du  plan  tangent  est  donc  pour  ce  cas  . 

px+qy+rz= jr~, 

résultat  qu^  pourrait  déduire  du  cas  du  paratoMide  dK^ 
tique  en  changeant  /en  —  s', 

II.  Pour  montrer  la  simplification  que  peut  apporter  cette 
^nation  du  plan  tangent  dans  certains  cas,  novu  résM* 
drons  d'abord  cette  qoeatioa  de  Monge  : 

Trouver  le  lieu  décrit  par  te  scnnMt  d'ua  trièdre  ni- 
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rectangle  dont  let  faoet  reiteitf  GonstaBUMiit  tuif  entet  à  nne 
surface  du  second  ordre. 

Prenons  nn  ellipsoïde  — ,  +  n  +  -=  ^• 

A  >p  C 

Les  trois  faces  ties  trièdres  étant  tangentes  à  la  surface , 
lenrs  équations  sont  : 

;?x  +  çr  4-  «  =  y^p^  +  ^V  +  ^^^ 
L09  a:(es  étant  rectangulaires,  on  a  : 

Les  trois  plans  sont  perpendiculaires  entre  eux,  ce  qui 
donne  : 

py+q'q"  +  f^f^=^' 

L'élhnmation  des  neuf  quantités 

P'  ?>  ^  /^>  î'>  ^^  fi  q\  ^% 

se  fait  simplement  en  obseryant  que  les  six  dernières  con- 
ditions équiyalént  à  celles-ci  (voir  1. 1,  p.  388  et  497)  : 

{p'+p''+p"'=^^  lpq+p'q'+pY=o. 

(7)  ]?•+?'"  +  ?"'=*  (7)  lpr+p^r'-hp"^'^0 

Car  il  snffit  de  faire  la  somme  des  carrés  des  équations  (a),  en 
ayant  simplement  égard  aux  six  dernières  ;  il  vient  en  effet  : 

c'est-à-dire  une  sphère. 
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On  ironverait  de  même  poar  ao  hyperboloïdc ,  sdoo  qu^fl 
serait  à  une  ou  à  deux  nappes ,  x^  -(-^*  +  *'  =a'±  b* —  c\ 
Ponr  le  parabololi'de  elliptique  les  équations  («)  seraient  : 

p^X  +  pqy  +  prz  =  —  j  (*/••  —  *y  ) 

Les  équations  (7)  subsistent  d'ailleurs  toujours  entre  les  neuf 
quantités  />,  g,  r,  p'j  q\  r\  p^\  j",  r",  de  sorte  qu'en 
ajoutant  les  équations  (a) ,  en  ayant  é^ard  aux  relations  (7), 

il  vient  pour  le  lieu  un  plan  j:  »  —  ^  (f  4-  s'),  Pqpr  un  pa- 

raboloîde  à  deux  nappes ,  ce  serait  : 

111.  Comme  second  exemple ,  nous  résoudrons  cette  ques- 
tion (énoncée  page  516,  tome  Y  des  Nouvelles  j4nnales)  -. 

Trois  plans  rectangulaires  touchant  trois  surfaces  confo- 
cales  du  second  ordre,  le  lieu  d^intersection  est  une  sphère. 

Soient  les  trois  eUipsoiidesde  réTolution  confocaux  • 

a'  "^  ^'  "^  6'  ~    '         a'"  7  *'•  "^  6"  ""  '  ' 

_  4.  Z L  _  —  i 

a:—b'z=  a**  —  b''  ==  a"'  —  b"*=  c\ 
l/équation  du  plan  tangent  à  l'un  des  ellipsoïdes  est  : 

^ +«r + /^  =  k^y  +^-  [ç*  +  r*) , 

d'après  les  équations  (6)  ^'  +  r'  =  i  —  ;?•  j  d'où  : 
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les  deux  autres  plans  auraient  pour  équations  : 


faisant  la  somme  des  carrés  de  ces  équations ,  et  ayant  égard 
aux  relations  (7),  il  YÎent  -.  x*  +  y +  z^  =  c^  +  b'* -h  b"*. 

On  voit  par  la  symétrie  du  calcul  que  les  ellipsoïdes  que 
nous  avons  supposés  de  révolution  autour  de  Taxe  focal 
pourraient  Fétre  également  autour  du  petit  axe;  dans  ce  cas 
la  coïncidence  des  foyers  des  dlipaoïdes  est  remplacée  par 
celle  des  circonférences  que  décrivent  les.foyers  des  ellipses 
génératrices.  Les  autres  cas  où  trois  surfaces  du  second  ordre  ^ 
peuvent  être  confocales ,  se  traiteraient  d'une  manière  tout  à 
fait  analogue.  » 

Note,  Le  théorème  de  Monge  a  été  démontré  la  prQpfiière 
fois  par  Poisson,  par  le  moyen  employé  ci-dessus,  en  fai- 
sant usage  des  relations  de  Lagrange  [Correipondance  mr 
V  École  Polytechnique  y  t.  I,  p.  237;  publiée  .en  1808). 
Du  reste  ce  théorème  n'est  plus  qu'un  cas  particulier 
du  théorème  sur  les  surfaces  confocales,  qu'on  doit  à 
M.  Dupin  et  dont  il  est  convenable  de  donner  de  suite  une 
démonstration  pour  le  cas  général  ;  une  propriété  analogue 
existe  pour  deux  coniques  confocales ,  qui ,  lorsqu'elles  se 
confondent  donnent  lieu  au  théorème  sur  l'angle  droit  cir- 
conscrit à  une  conique,  déjà  connu  des  anciens  et  qif  on  ren- 
contre dans  tous  les  traités  élémentaires» 

Dans  nos  Te/a/ûms  d'identité  pour  les  surfaces  du  second 
degré,  nous  indiquerons  une  relation  entre  les  quatre  coef- 
ficients^, ^,  /i,  r  du  plan  tangent,  pour  l'équation  générale,  ' 
à  axes  quelconques  de  la  surface ,  analogue  à  celle  que  nous 
avons  donnée  pour  la  tangente  (t.  11,  p.  108). 
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RELATIONS  D'IDENTITE 


$t  éjftfolùmi  fimdameniale$  relative  aux.  lijftus^  du  tecmd 

degré,  {roir  t.  IV ,  p.  526.) 


ProhléMÊêM  nir  k$  direeirieetf  Ihémê  §éf^àtmle  éeê  di^êûtnim 

H  d»ê  foijfirt. 

Problème  LXIX.*ÉtaDtdonnées  les  équations  d'noe  cooiqne 

r 

et  d'une  droite ,  à  quels  caractàres  peut-on  reconnaître  qae 
la  droite  est  une  directrice  ? 

SoluiUm.  Soft  : 

y{x,^)s=A^+Err  +  (ir'  +  Btr-fEx+P=0, 

l'éqaatioQ  de  la  conique  ;  dy-^-tx  -|~/=0  9  celle  de  la  droite 
7  =  angle  des  axes. 

j/  et  y  étant  les  coordonnées  du  pôle  de  la  droite ,  rela- 
tivement à  la  conique 

y{Vd-\-ke+mf)=Vd-ne  +  Kf; 

(Y.  t.  II,  p.  305)  ;  transportons  l'origine  an  pôle,  à  cet  eSd, 
remplaçons  dans  l'équation  de  la  cooiqoe  ^et^ ,  reapeeti- 
vement  par  x-^-a^  eiy  4"y  >  il  rient  : 

Ay'+  Bxr+Cx*+y  [2A/+  Bx'+D]  + 

(*'rf+  A«+m/)>(x',j'')  =  A  [M-/W+  *'/)•  + 

+  D  [ W  —  ««  +•*/]  \Ud+  ke  +  mf]-^ 
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ayani  égard  aiui  relatiODs  d'identité  1 ,9,3,4,5  données,  I.  IV, 
p.  425  et  426 ,  on  trouye  : 

=  L  [/'<?+  le'  +  m/^~  2nde + 2k'df+  2kef]  =  LV , 
(t.  IY,p.  108). 

{k'd-{-Icc+m/y  [,^Ay+  Bor'+D]  =     ' 

+  B[k'd-^kei-mf)]z=2dL[dk!+ke  +  m/]  ; 
^insi  réqnation  de  la  conique  devient  : 

Si  la  droite  est  anodirectrice ,  la  nouvelle  origine  est  on 
foyer  ;  alors ,  d'après  les  deux  relations  connaes  (tome  II , 
page  427) ,  on  troave  >  après  avoir  divisé  par  le  facteur 

\{Vd\ke^mf)\ 

L(^-.e-)  =  V(A-C)i  (1) 

2W  {t^d  co»7)  =  V[B— 2  ACO57]  ;  (8) 

d'où 

^(B~2Ccos7)  — 2£3^c(A— C)+eM2Acos7— B)=0;  (3) 
il  frat  donc  que  les  deux  rapports  ->,  *^  satisfiissent  à  deux 

CL     cL 

quelconques  des  équations  (1) ,  (2),  (3) ,  poui^^que  la  droite 
donnée  par  Téquation  £?^-|~^-^~h/=^i  soit«ne  directrice, 
et  9ice-ver5d  ;  ce  qu'il  fallait  trouver. 

Problème  LXX.  Etant  donnée  Téquation  d'une  conique , 
trouver  celle  d'une  directrice. 

Sol^J^Mik,  MéDM  notation  que  pour  le  problème  précédent  \ 
l'équation  (3)  détermine  la  direction  des  directrices  ;  elle  est 
ideptii^ie  avec  l'équation  aux  directions  des  axes  principaux 
(v.  1. 1 ,  p.  496)  ;  donc  les  directrices  smI  ptnilléles  a«x  ax«s 

t 


(*) 
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prlDdpaax;  ces  direcUons  étant  oonnaes,  l'équation  (t)  on 

d  f 

Téquation  (2)  détermine  la  position.  Faisant  -  =  rf';  <-  =f  ; 

d  est  connue  ;  les  équations  (1)  et  (2)  deyiennent  : 

//»(A— C)/"+2/'(A— C)(A:'^'+*)+L(i— ir)  + 
.+  (  A— C)  \td!'  +  /  —  ^nd\  =  0  ; 

m/^*(B—  2Aco87)+2/'  (B— 2Acos 7)  (*'<?+*)  +  ^ 

+2W(^C0S7-1)+  >  (5) 

+  (B  — 2ACOS7)  (W  +  /— 2/irf')=0.  ) 

Si  A  =  C ,  réqaation  (3)  donne  <f  *  =  1  ;  Féquation  (4)  de- 
vient une  identité ,  il  faut  alors  recourir  à  l'équation  (5)  ;  on 
sait  que  cette  équation  A  =  G  subsiste  lorsque  les  axes  coor- 
donnés ,  ou  les  parallèles  à  ces  axes  coupent  la  conique  en 
quatre  points  situés  sur  le  même  cercle.  Si  l'on  a  en  même 
temps  B  =  2A  cos  7 ,  les  deux  racines  de  l'équation  (5)  de- 
viennent inGnies;  ce  qui  doit  être,  puisque  la  conique  de- 
venant alors  un  cercle ,  les  directrices  sont  à  l'infini. 

Si  m=0,  les  deux  équations  (4)  ou  (5)  ne  donnent  qu'une 
valeur  pour  /' ,  ce  qui  est  le  cas  de  la  parabole ,  qui  a  deux 

directrices  ree^/es ,  dont  Tune  est  située  à  Tinfini,  et  deux 
directrices  imaginaires,  à  directions  réelles;  si  m  n'est  pas 

nul,  à!  ayant  deux  valeurs,  on  aura  pour/'  quatre  valeurs, 

deux  réelles  et  deux  imaginaires.  La  discussion  est  analogue 

à  celle  qu'on  a  établie  pour  les  foyers.  (Y.  t.  II,  p.  430.) 

Problème  iiXXI.  Étant  donnés  trois  points  d'une  conique 
et  une  directrice,  trouver  la  conique  ? 

1*^  SolMiXion  analytique.  Même  notation  que  dans  le  pro- 
blème I^  et  pour  simplifier,  prenons  7  =  -it;  et  la  directrice 


pour  axe  des  y  ;  alors  d=:fr=z  O;  e  étant  quelconque, 

L'équation  (3)  donne  B  =  0 ,  alors  l'équation  (2)  devient 
une  identité,  et  l'équation  (1)  donne  : 
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L  =  Z(C^A),  ou  AE'+CD*— 4ACF=  (C— A)  (D'-UF)  ; 

et  D*-f-£*=4AF;  réqaation  delà  coniqae  prend  donc  la 
forme 

4  A>>4. 4  ACj:'+  4AQr  +  4AEa:4.  D'  +  E*  =  0.     (6) 

Soient  x\y  j  jJ\jr"  ;  j/",y' '  ^  les  coordonnées  des  trois 
points  donnés,  on  aura  ponr  déterminer  les  trois  rapports 

€    D    E 

Â  *  A  '  A  '  ^^*  ^^^^  équations  : 

D'+  F+  4ADy  +  4AEj:'+4ACa:'"  ==  —  4Ay  ;     (6) 

et  deux  équations  semblables  en  j^",  x"  ^y\  x*'\  on  en  dé- 
duit : 

»  (y-y)  +E(x'-:c")  +  CCx^-a:'") =^  A(y^-jr-),    (7) 
»Cr'-y")+E  (^-^0  +C  (^•-J:'"')=~A(y>-j."'»),     (8) 

+A[x'(y-y"-)+x"[y"-^yT+a^''[^--rn  ; 

où  D  = "^ —  ;  de  là  on  déduit  en  changeant  x  en  j^,  et 

e 

CM'+AN' 
vke.  \ier%à ,  et  les  signes,  E= ;  ou  p  est  le  double 

de  Taire  du|  triangle,  qui  a  pour  sommets  les  trois  points 
donnés;  substituant  les  valeurs  de  D  et  Edans  l'équation  (6), 
il  vient  : 

e(M*+M")  +  2AC[MN+  M'N'+  2p  (My+  Mx'+px'*)  ]  + 
+  A'  [N-+N'*+4p(Ny +NV  +  py')]  =  0. 

Le  signe  de  G  déternine  les  espèces  des  deux  coniques ,  qui 
satisfont  à  la  question  ;  lorsque  G  est  imaginaire ,  la  question 
est  impossible.  Si  G  =  0 ,  la  conique  devient  une  parabole  ;  et 
d'ailleurs ,  on  n'a  besoin  que  de  se  donner  deux  points,  si  Ton 
vrat  que  k  conique  soit  une  parabole.  G  étant  nul  dans  Fé- 
quation  (6) ,  il  ne  reste  que  deux  coeffieieBts  à  déterminer. 
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'         Ë  D 

Le§  coordonnées  dn  centre  sont  j:s=— — ;^==  —  —;  e( 

E  D 

les  coordonnées  du  foyer  x  =  —  — 5^=—  rr-îSl  ^^^  ^ 

zA  2A 

rappeler  que  le  foyer  est  le  p61e  de  Taxe  des  y^  (Y.  t.  II , 
p.  305.) 
Les  coordonnées  da  second  foyer  sont  : 

_E(G— 2A)         __2 
^~       2AC       '    ^~      2A* 

2*  SobUian  géométrique.  Soient  M,  M',  M";  les  trois  points 
donnés  et  MP,  M'F,  M^'P"  les  perpendiculaires  sur  la  direc- 
tion; on  partage  la  droite  MM'  an  point  I  en  deux  segments 
addUifi  proportionnels  à  MP  et  WP'  ;  et  de  même  en  l' en 
deux  segments  soustractifs  ;  un  de  ces  points  est  nécessaire- 
ment sur  la  directrice  ;  décrivant  une  circonférence  sur  IT 
comme  diamètre ,  le  foyer  est  évidemment  sur  cette  circon- 
férence; agissant  de  même  par  rapport  à  l'une  quelconque 
de  deux  droites  MM",  M'M"  on  aura  une  seconde  circonfé- 
rence ,  qui  coupe  la  première ,  généralement  parlant ,  en 
deux  mêmes  points,  dont  chacun  est  le  foyer  d'une  des  deux 

FM 
coniques  cberchées  ;  F  désignant  ce  foyer,  le  rapport  ^  in- 

•  MF 

dique  l'espèce  de  la  conique. 

Conservant  la  même  notation  que  ci-dessus,  un  calcul  fa- 
cile  donne  pour  équation  de  la  circonférence  décrite  sur  le 
diamètre  ir, 

<r  et  ^  étant  les  coordonnées  du  foyer/  on  remplace  Det  B 
par  —  â  Ar  et  ~â  Âar  dans  les  équations  (6)  et  (7)  et  l'on  ai- 
mine  ensuite  G. 

La  diacnuion  ne  pvéseiile  aucune  diffioolté. 

ObÊêTttUim.  Les  deux  points  d'into^secUon  ne  penmit 
être  les  deux  foyers  d'une  même  conique  -^  car ,  soient  F 
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et  F  CCS  deax  points  ;  supposons  qu'ils  s'agisse  d'une  el- 
lipse,  on  aurait  donc  FM-f  F'M  =  FM'+FM',  et  ensuite 

^  ~  f^  '  ^  '^'  entraîne  FM=FM'  et  FM=FM. . 

LXXII.  Étant  donnés  deux  points  de  la  conique  et  une  di- 
rectrice trouver  le  lieu  du  centre  ? 

Soluiiùn.  Soient  j:  et  ^  les  coordonnées  du  centre  ;  on  a 
£=— 2Cx;  D=2A^;  on  substitue  ces  valeurs  dans  les 
équations  (6)  et  (7),  l'on  élimine  ensuite  G ,  et  l'on  parvient 
à  une  équation  du  sixième  degré;  A^x^  est  le  seul  terme 
de  ce  degré. 

LXXIII.  Étant  donnés  deux  points,  la  directrice  et  une  tan- 
gente, déterminer  la  conique. 

Solution.  Conservez  la  môme  notation  et  dy+ex-^-f^zO 

l'équation  de  la  tangente  ;  on  a  donc  l'équation  y=0  {F. 

t.  il ,  p.  108)  ;  et  ensuite  les  deux  équations  (6)  et  (7)  ;  il  y 

a  ainsi  trois  équtioDS ,  l'une  du  premier  degré  et  deux  du 

C     D    E 
second  degré  entre  les  trois  rapports -^ ,  j-t  -r»  cequioon- 

A.        A        Al 

duit  à  une  équation  du  quatrième  degré^  qui  s'abaisse  au 
second  lorsque  les  deux  points  sont  sur  une  droite  perpen- 
diculaire à  la  directrice  on  lorsque  la  tangente  fait  avec 
cette  directrice  un  angle  droit  ou  nul. 

LXXiy.  Étant  donnés  un  point,  deux  tangentes  et  la  di- 
rectrice, on  bien  trois  tangentes  avec  la  directrice,  détennv 
ner  la  conique. 

Solution.  Les  premières  données  mènent  à  nne  équa^ 
lion  do  quatrième  degré  et  les  secondes  à  une  équation  du 
huitième  degré,  dans  le  cas  général  ;  mais,  les  degrés  s'abaîs' 
sent  »lorM|M  les  tangentes  font  avec  la  directrice  des  angle» 
droits  on  noli* 


Théorie  générale  des  foyers  et  des  directrices. 

J^XXY.  Problâmb.  Soient  1°  m  poiots  fixes  (foyers)  ;  2*  n 
droites  fixes  (directrices) ,  situés  dans  le  môoie  plan;  3*  nne 
relation  donnée  entre  les  distances  d'an  point  variable  dn 
même  plan ,  aux  points  et  droites  fixes  ;  trouver  le  lieu  géo- 
métrique du  point  variable. 

Solution.  Axes  rectangulaires  y  .rp,  yp  coordonnées  do 
point  fixe  de  quantième  p\  dqjr-^eqX-^-tqzszO  l'équation 
de  la  droite  fixe  de  quantième  q  ;  p  ayant  toutes  les  valeurs 
entières  de  1  à  m  inclus  ;  et  q  les  valeurs  entières  de  f  à  n 
inclus  ;  et  soient  or,  y^  les  coordonnées  du  point  variable  M. 

Désignant  par  ^1,^2...  ^mles  diverses  distances  aux  foyers  ; 
par  ct,  f2 . . .  (jH  les  distances  aux  directrices  et  par  ?  (^1 ,  ^m; 
(i . .  .  i«)  =0  la  relation  donnée. 

Alors  [[Jo-^xpY-\'{y'-yp)^y*  est  la  distance  de  M  au 
point  [xp ,  fp)  ;  et     y-  -^ — ^  est  la  distance  du  point 

M  à  la  droite  de  quantième  q  \  mettant  ces  valeurs  dans  la  re- 
lation donnée  entre  les  distances  et  faisant  disparaître  les  ra- 
dicaux ,  on  a  le  lieu  cherché  du  point  variable. 

Corollaire.  S'il  n'y  a  point  de  foyers  et  que  la  relation 
donnée  soit  une  fonction  entière  de  degré  s  ;  alors  le  lien 
cherché,  ayant  égard  au  double  signe  de  radical  est  un 
système  de  lignes  de  l'ordre  s\  au  nombre  de  2"  au  plus. 

ApplicÊitàiMê.  Soient  n  directrices  ct  point  de  foyers,*  et 

flOÎi    : 

1^  Al  ^1  +  ^  ^ €7||  ^  =  6  la  relation  donnée  ; 

â„  ^2 .  < an  y  b  sont  n-f-1  constantes,  le  lieu  cherché  est 

un  système  de  2"  droites  ;  si  6  est  nul,  le  système  se  réduit  à 
2*^»  droites. 
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2*  a,oV+  tf,  flL'  X a^on*=b  le  lioa  cherché  est  une 

conique. 

3*  a,9Jt  +  û.  ^1 0,  + anin^i  ôn=  b^  la  relation  ;  le 

hea  cherché  est  on  système  de  coniques,  dont  lo  nombre  dé- 
|>end  dib nombre  des  radicaux.  Si  n=4  et  si  la  relation  est 
a9^$^-\'M^9^=^C',  le  lieu  est  en  général  «un  système  de  quatre 
coniques  ;  si  c  =  0,  il  n'y  a  plus  que  deux  coniques  -,  ou  une 
seule  conique  en  conseryanl  toujours  le  même  signe;  de  plus 
la  conique  passe  par  les  quatre  points  donnés  par  les  inter- 
jections npectî?es  des'droîtcs  ^,«0,  ^,=0;  ô.=  0,  $^r=zO; 
^,=0,  ^,=V-,  ^,  =  0,  3;=0;  ou  ^. ,  représente  la  droite 
Vj"  +«.«2^+y.  ^  0  et  ainsi  des  autres  ;  donc  toute  conique 
circonscrite  «à  on  quadrilatère  dont  les  cOtés  successifs  sont 

représentés  par  d,y-he^x+f,ssiO d^y-^-e^x+f^^O.,^,.  a 

pour  équation  : 

ot  un  cinquième  point  de  la  cOniqnc  détermine  ic  rapport 

b 

-  (Toir  t.  lll,p.-57â}. 

il 

Si  la  conique  à  circonscrire  est  une  parabole^  on  a ,  pour 

ù 

•déterminer  -,  la  relation 

a 

de  là  découle  le  théorème  suiyant. 

LXXVI.  TfiÉoBÉMB.  Un  quadrilatère  étant  inscrit  dans 
une  conique ,  le  produit  des  distances  d'un  point  quelconque 
de  la  conique  d  deux*  côtés  opposés ,  divisé  par  le  produit  des 
distances  aïkx  deux  autres  côtés  donne  un  quotient  constant^ 
et  lorsqu'une  telle  relation  existe ,  le  lieu  du  point  est  une 
conique, 

LXXVII.  Lorsque  la  conique  devient  un  cercle,  on  a  la 
double  relation  : 

Arn^i  MatbAm.  V.  ^i 
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d'oà 

àA^fiC  ^A^A^i^  ^.^j^4«.—  à^à^^er-  tf^^td^  + 

relation  entre  les  coefficients  lorsque  le  quadrilatère  est 
inseriptible,  et  que  les  axes  sont  rectangnlaires  et  pour  de» 
axes  quelconques,  il  faut  ajouter  au  premier  membre 

2 C0S7 [û?,<^—  «aT  [<///,  —  «icj ;  .  ^ 

7  est  l'angle  des  axes .  >  ^ 

LXXVUl.  Nous  arons  supposé  les  axes  rectangalaîres  ; 
s'ils  forment  entre  eux  un  angle  7  la  distance  da  point  ra- 
rialrie  à  une  directrice  sera  de  la  forme  : 


ri 


V^a'-f^— 2</eC0S7 

on  voit  donc  que  la  proposition  précédente  subsiste  pour  des 
axes  quelconques  ;  adoptant  pour  axes  deux  côtés  conséctitib 
du  «padrilatère,  Téquatloo  de  la  conique  cirooascrîle  sera  de 
la  forme  : 

fljc(<(r+«+/)+^^(^»j^+«.Jc+/.)=o,    . 

rexpression  {ad  -{1 6e.)*  —  kabdfi  indique  l'espèce  de  la  co- 
nique  ;  p  étant  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente ,  on  a 


P=5- 


:tbd^y'^x(ad^ùey 


à  l'origine /i  prend  la  forme  -,  dont  on  troaye  la  valeoren 

considérant  qu'alors  -  ==  •—  77  ;  pour  les  trois  autres  som- 

me(s  du  quadrilatère  l'expression  ne  présente  aucune  dlÉI- 
culte. 
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LXXIX.  Los  anciens  se  sont  beaucoup  ooenpés  4e.  là  «on* 
struclion  des  coniques  à  l'aide  de  direetrices  et  sans  foyers. 
Pappos  en  parle  en  son  livre  VU  sous  le  nom  de  làcum  ad 
trns  et  quatuor  limas  ^  cl  fait  à  ce  sujet  une  sorlie  contre 
Apollonius  (Yoîr  Nouvelles  AnnaleSy  t.  III ,  p.  481).  Des- 
cartes  a  repris  le  même  problème  dans  sa  géométrie  [Œuvres^ 
t.  y,  p.  323,  édit.  Giusin),  et  Newton  a  tiré  un  grand  parti 
du  théorème  énoncé  (LXXYI)  ^  ainsi  que  nous  le  verroqs  en 
rapportant  les  solutions  géométriques  des  problèmes  sur  les 
coniques,  qu'on  doit  à  Tillustre  philosophe  anglais. 

LXXX.  Supposons  maintenant  qu'il  y  a  /»  foyers  et  saas 
ilircctricea  avec  la  relation  i^gcbriquedOMiée^c,,  r...  .f  J=x<H 
le  degré  de  réquation  dépeiid  de  la  manière  dont  tes^expres- 
sions  radicales  t^ ,  f«...  sont  c^<mbinées  entre  elles,  qombiaai- 
sons  qui  se  réduisent  à  maitié  lorsque  la  quantité  toute  «on- 
nue  est  nulle. 

Applications.  Y"  Soit  la  relation 

le  lieu  est  un  cerde  iiyant  pour  équation  : 

(  y*  +  -^J  ^^p  —  2  [jrza^  y^  +  xZa^x^]  +        • 

z  désignant  une  somme  relative  aux  valeurs  Aep  depuis  1  à 
n  inelûs  (Ï^XXV).  Les  coordonnées  éa  centre  sont  : 

la     '      la      ' 

ainsi  le  centre  est  le  centre  de  gravité  des  n  foyers ,  cpnsidé* 
rés  comme  des  molécules  telles  que  celle  qi)i  a  pour  eoordon- 
nées  Xy,  y^ ,  a  pour  masse  a^  ;  et  il  est  facile  de  prouver 
que  pour  ce  point  la  fonction  a,n^  +  ^.«.*  +  •••  ^„«»*  est  un 
minimum.'  Si  les  coefficients  deviennent  tous  égaux  entrd 
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eux  y  U  centra  du  cercle  est  le  centre  de  morenne  diitane» 
des  foyers.  Ce  lieu  géométrique  est  déjà  dans  Pappns. 

T  Relation  :     « »«.  +  /^a  •••  •+  ^*'«  +''=  ^• 
Faisant  disparaître  les  radicaux,  l'équation  est  générale* 
ment  du  degré  2"  ;  soit  n  =  2 ,  il  vient  : 

équ^ion  du  quatrième  degré ,  qui  se  réduit  au  second  lors- 
que tf.=  tf.;  et  on  rentre  dans  la  discussion  ordinaire  des 
trois  coniques  définies  par  les  propriétés  focales ,  et  par  les- 
qudies  ces  courbes  devraient  raisonnahlemmi  et  tOUemmi 
faire  pai  tie  de  l'enseignement  géométrique  mdimentaire,  et 
par  conséquent  n'en  feront  pas  partie  de  longtemps. 

LXXXI.  Soit  y(t, ,  t. ...  O  =  <>  la  relation  focale.  Pre- 
nant la  dérivée  par  rapport  à  x,  on  a  -. 

Faisons  : 

r  ascofiff^;  ^-=8m«,; 

il  vient  : 

^  = ^^ =  fangp.        . 

^"  î;^8in.,     . 

Considérons  ,^  comme  une  force  appliqaéc  au  point  {^^^y^ 

dt 
p 

cl  dirigée  vers  rorigloc ,  on  aura  un  système  de  »  forces 
ronvergeant  vers  Torigine^  soit  R  la  résultante  et  «  l'angle 
qu'elle  forme  avec  Taxe  des  x  5  donc  ; 

R cos  «  =  i,*^  cos^/l  R.sin  «  =  1."  ^  sin  «, j 


« 
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d^oè  (ang  2  =— tang  p  ;  ainsi  la  résoltaote  R  est  perpendicu- 
laire à  la  tangente  à  la  courbe,  passant  par  le  point  J^^*Xp^ 
ou  autrement,  la  résnitante  R  est  normale  à  la  courbe.  C'est 
la  mélhodc  de  Roberral  povr  mener  une  tangente  à  une 
t.'oarbc  donnée  pa»une  relation  focale.  «Cette  méthode  pré- 
sente, quant  au  principe  métaphysique,  une  analogie  remar- 
quable avec  celle  des  fluxions,  que  Newton  créa  longtemps 
après  (Hisi.  de  ia  Géométrie j  p.*ô9).  »  Comme  on  vient  de  voir, 
c^rst  en  tout  point  celle  des  fluxions ,  moins  la  notation.  Yoici 
comment  Roberval  énonce  sa  régie  :  «  Par  les  propriétés 
spécifiques  de  la  ligne  courbe  (qui  vous  seront  données),  exa- 
«rinez  les  divers  mouvements  qu'a  le  point  qui  la  décrit  à 
l'endroit  on  vous  voulez  mener  ta  touchante  :  de  tons  ces 
mouvements  composés  en  un  «eul ,  tires  la  ligne  de  dirco- 
tioQ  du  mouvement  eoaaposé,  vous  aurez  la  touchante  de 
la  ligne  <;oirbe.  «  Newton  dit  r  «Methodun  qnarebamde^ 
leminandi  quantitates  ex  velocitatftns  motuum  vel  incre- 
f&emonim  qatbos  gcoerantar  (9e  ftiod.  cmv.  Iiértd.).  » 


«a 


SUR  LA  UYISION  ABRÉGÉE, 
VA»  -m.  9.  F.  imunr&ST , 

4»  YàtÊûémWûÊt  wfimmm  de  Bsigkpw,  fn/tmut»  #Mial{i» 

4  râeole  millUire. 


Dana  tMre  luuaMM  d'août  1M6 ,  page  5W,  voos  donmz 
pour  véritable  logarithme  hyperbolique  d^l  099»  7^0021 59S; 
•*esr  7,<HKM5  5Wi44qurilfMt,  tomme  le  dit  M:  Guaermann, 
et  coiDOM  il  est  aisé  d»  s'en  asaurer^.en  marquant  qi|a  iOii 
=  7  X 157. 

Je  profite  de  cette  occasion  potur  vous  annoneer  que  je 
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9I1ÎS  snr  le  poîol  de  publier  urie  Leçon  d^aritkméii^tu,  dans 
laqneUe  je  donne  la  théorie  analytique  des  méthodes  de  dî- 
vision  abrégée  de  Foorier  et  de  M.  Guy  (*).  Quant  au  mérite 
comparatif  de  ces  méthodes ,  ]%crois  que  celle  de  Foorier  est 
la  meilleure,  V  parce  qu'elle  n'exige  aucune  paéparalion  ; 
2°  parce  qu'elle  donne  en  général  le  véritable  chiOTre,  ou  (ki 
moins  qu'elle  Gnit  toujours  par  le  donner;  S""  parce  que  toute 
division  commencée  dans  la  lue  d'une  certaine  approxjma- 
tioiir,  peut  être  continuée  indéfiniment  de  qumiëre  à  donner 
une  approximation  pins  grande.  Gependaojt,  lorsqu'on  veut 
obtenir  un  grand  nombre  de  cbiCTres  au  quotient,  il  me 
semble  qu'on  doit  donner  la  préférence  à  la  méthode  4]^ 
M.  Guy,  lapins  commode  de  toiles  souslerapport  du  procédé. 

Yoîci  en  pep  de  mots  en  quoi  cpnâate  mon  amdyse  de  la 
division  ordonnée  :  pour  trouver  le  premier  chiffire  du  qoo- 
tient  y  je  uk*^fpf»m  sw  h  lemme  suivant ,  dont  je  donne  la 
démonstration  ?  Dai^  une  dm$i^  quelconque^  le  prmMer 
chiffre  4u  quçtiftU  est  éç^ul  w  inférieur  d'une  uniié  qu  clngre 
qu'on  obtient  en  divisant  le  nombre  formé  par  kêiou  le$  \-\-i 
fratùèreê  figures  du  iivjdmde^  par  celui  qui  fefwêhJL  Im  I 
premières  figures  du  diviseur ^  i  éiani  au  nunns  égal  à  2.  Fai-^ 
sant  remarquer^  ensttilb,  que  la  ifl vision  ordonnée  est  le 
procédé  inverse  de  la  .ç^ulUpUcation  abrégée  d'Oughtred , 
je  dédvia  de  là  une  éqoBftlon  qui  om  feamît  le  aeeond  diiSra 
du  quotient,  puis  les  suivants ,  miUatis  mttfondis. 

Lorsque  le  reste  de  la  division  ordonnée  est  égal  oa  infé- 
rieur à  la  somme  des  chifTres  du  quotient ,  on  sait  que  le 
dernier  «IMï:edbten«4est  céUii  de  la  dâiMott  orMtoe.  Mais 
si  la  condition  p«éoitée.n'^8t  pas  remplie^  té  diMEro  j^st  tu- 
cetknn.  L'analyse  m'a  C^t  ^ir  qw,  dans  ce  cas'^  iè  qudiieiil 
est  »9poché  i  moins  ^'uoo'iMilè  fret  en  fim  ok  en  is^mm. 


KC)«'f«t  ttuc  Ufinllf  leMjpié ;  ite^enke  tendu  k  la  Icitnct .  Tm, 
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sansqa'on  sache  dans  qael  sens  Terreur  se  trouve,  pourra 
toutefois  que  la  somme  é(h  Mfiru  du  fU^liMil  joil  mfirimire 
Sune  unité  au  mains  au  dernier  diviseur  désigné.  Cette  ob- 
senration  dispense  de  continuer  Topération ,  comme  le  pres- 
crit Fourier,  si  Ton  n'a  pas  besoin  du  viritable  chiflrc. 

M.  Guy  apprendra  sans  donle  avec  plaisir  que  sa  métiiode 
est  bien  plus  eiacte  qu'il  ne  la  croit  lui-même,  car  Terreur 
qu'elle  comporte  n'est  que  d'une  seule  unité  en  plus  ou  en 
moins.  En  effet,  en  désignant  par 
'  D  et  die  dividende  et  le  diviseur, 

q  et  rlo^quotient  et  le  reste  fournis  par  la  division  ordf- 


q^  et  r'  le  quotient  et  le  reste  dus  à  la  méthode  abrégée , 
a  la  partie  du  dividende  que  M.  Guy  remplace  par  des 


b  ce  qu'il  appelle  Taccroissement  » 

Je  trouve  entre  ces  quantités  la  relation  : 

.    '-'■+(î+a)-a+i)' 

et  comme  a,  fr,  r  et  r  sont  moindres  que  d,  il  parait,  au 
premier  abord ,  que  q  =s^  à  moins,  de  deux  unités  en  plus 
ou  en  moins.  1iàiBillSautdMewtr'qt|e<<<st  comm^et  qon 
/  l'est  quand  l'opération  est  terminée  ^  par  conséquent ,  si 

' — -T-  y  surpasse  ona  unité ,  on  rajoutera  au  quotient*  Par 
d 

Ik,  H  liendra  : 

v;iiénotant  vn  nombre  plus  petit  que  d.  De  plus,  q  éi  9' étant 

b-\^r'—c 
des  nombres  entiers,  il  faut  que — -^ soit  nul  ou  égal  à 

une  unité.  Donc ,  le  quotient  q'  est  égal  à  celui  que  donne 
lli  df  visioii  ordioake  >  00  il  le  anrpasae  d'une  unité. 
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gga— —g— ■■MPa— giaa*sgggsafcsa=-g  i 

SOLUTION  DE  LÀ.  QUESTION  131  (p.  556] 

WAM  M.  OBàMMMB  SOmJE, 
«lève  de  nastilutton  BarbeL 


(Fig.  87)  O  étant  le  centre  d'une  ellipse,  OA ,  OB,  deux 
demi -diamètres  conjugnés  donnés  de  grandeur  et  de  direc- 
tion, constroisez  le  parallélogramme  OACfi. 

Si  da  centre  O,  yons  menez  à  volonté  OA'  qoi  rencontra 
AC  en  A';  parle  point  A'  we  parallèle  à  la  diagonale  CO 
qoi  rencontre  OA  en  C,  pois  parce  dernier  point  nne  par 
rallèle  à  la  deuxième  diagonale  AB,  le  point  B'  où  elle  ren- 
contre CB  est  sur  lairiirectlon  du  diamètre  conjugué  à  OA'. 

Breton  {de  Champ). 

Soit  0A=:^,  OBsaa  ;  ^  et  a ,  les  coordonnées  du  point  A' 
pris  à  volonté  sur  AG.  Uéquation  de  OC  étant  ^=  -x,  celle 
4e  A'C  menée  par  le  point  A'  parallèlement  àX)G  sera 

En  faisant  0:=:^  dans  cette  éipiation,  on  a  Tabcisse  do  poii|t 

C,  y=s ,  l'équation  de  A  Bélantr—&=3 x,  ctlle 

a  a 

de  la  parallèle  C'B'sera  ^—.^^^"""f^aa-^^f  y,  Ed  hisaiK 

a               a 
x=tf ,  nous  aurons  l'ordonnée  do  point  V  x  y'  = ?.  Le 


coefficient  angulaire  de  la  ligne  08'  est  dose  m^^% 
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D'aillcars  le  coefficicot  angulaire  «te  OA.'  cs(  m'=  - .  On  a 

a 

donc  mm':±: r.  -  = -,  tîe  auî  nous  prouve  que  OB' 

a      a  a 

est  la  direction  da  dlamèire  conjugué  de  O.V. 


SOLUTIOOr  DU  PROBLEME  133  (p.  556). 

VAa  m.  H.  BO&MOT. 


Problème.  On  nomme^points  conjugués  d'upe  ellipse  les 
citrémités  de  deux  diamètres  conjurés  :  1*  la  son[\ma^des 
carrés  des  normales  par  rapport  au  même  axe  de  deux  points 
conjugués  est  constante. 

â""  La  8omm0  des  carrés  des  quatre  rayons  vecteura  est  con- 
stante. 

3<*  On  a:  {a—r)*'\-{a — i^y=zc*^  r^r  rayons  vecteurs 
conjugués  ;  a  demi-grand  axe  ;  c  excentricité. 

(G.    RiTT.) 

SoluUan.  j/,  y  étant  les  coordonnées  d'un  point  F,  il  est* 
facile  devoir  que  celles  de  son  conjugué  F'  sont  : 

(1)  ^-^^'^    ^"='-^^- 

Gcja  posé,  je  vais  examiner  successivement  chacune  des 
tlt>is  parties  du  problème. 

^''HFif.  56).  La  somme  des  carrés  dea  normales  par 
rapport  au  même  axe  de  deux  [jibints  conjugués  est 
staQle. 

Considérons  par  exemple  Taxe  des  x. 


Si  dans  Véquatioa  di  Ia.iionMle  ^u  point  P'i 


je  fais  r  =  0,  pour  détefçainer  le  pointa  où  cette  droite 
rcQGontre  Taxe  des  x,  j'ai  : 


a'-i^' 


et  eo  Bommant  »'  la  |foftioa  PTf'  dp  la  normale  : 

•e  même  on  a  au  point  P"  : 

ai 
Donc* 

li'  +/i'  =  -T ' — r^ — I : — « • 


Mau 


♦    .         e 


dpnc  enfin , 

n'*+7»"'= -î-^ «= r — —  -^'^^  +*'  )» 

'  a4  a  a 

quantité  constante. 
•2*  La  somme  des  tarrés  des  quatre  rayons  yecteuM  est 

constante. 
.Soient  r.,  r.  les  ^rayons  Tecteurs  da  <toiiif  P,  el?  r„  r^ 

ceux  dos  points  P^. 
Nous  avons,  comme  on  peut  s'en  convaincre  à  riaspce- 

tion  de  la  figure  : 
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'•*i+'"4=2y-4-(x"— c)"+(x''-f-tf)*=2y+2Jc'"+2c', 
donc,  en  ajoalant, 

mais  y^+y+^r'^+y^a'+Z^'  comme  on  Tient  de  le  Toir, 
donc 

quantité  constante. 

3*  On  a       {a — r,)'4-J/i— r,)*&<?".    (r. ,  r,  rayons  Yctienrs 
coofiigiiés). 
Poor  cela ,  je  ^a  faire  Toîr  d'abord  que 

En  effet ,  r^=2a-'r, ,  r^=:2a^r,,  donc  il  salBl  de  faire 
voir  pour  démontrer  l'égalilé  précédente»  que  Ton  a  : 

égalité  évidente,  doue 

Jie  dis  mmUenaot  que 

£n  cffe^ , 

ilOIIO 

mam    (a-^.)'+(rt— i^)'te(<f-^r,r+(a— rj)%    *rac.. ;.•.;-. 
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■^ 


SUR  LE  QUADRILA.TÈRE  INSCRIPTIBLE 

dont  toutes  les  parties  sont  rationnelles  d'après  la  méthode 

indienne. 


i .  Soient  â,  b,  c,  d^  e  cinq  nombres  âitî#rs  salisfaisaQl 
«ux  équations  a»  +  ^*  =  c*  ;  c*  +  /£•  =  «•  ;  tels  sont  *,  •,  5, 
12,  13^4^1  une  înOnîté  d'autres;  constroisons- un  quadrHalèra 
ABGD,  tel  que  I  étant  le  point  d'intersection  des  diafCMNilcs 
rectangulaires  ÂC,  BD,  Ton  ait  AI=ac;  121= M;  Bl^ud; 
J}l  =  bc\  aIorsAB=^e;  BG  =  c^;  CDs&e;  AD  ==  c\ 
ce  qui  est  évident  par  le  théorème  de  Pjthagore  ;  donc,  en 
vertu  des  équations  données,  les  côtés  sont  rationnels. 
De  plus,  le  quadrilaière  est  inscriplîble ,  puisque  l*on  a 
AI  .CI  =BI.DI,  et  le  diamètre  du  cerde  circonscrit  est 

=  -ce;  et  Taire  =  -  {aC'\-bd)ybç-\-ad\. 

Observation.  Cette  solution  est  donnée  par  Ganésa ,  com- 
mentateur du  Lilavati  de  Bhascara,  aA  paragraphe  191 ,  page 
81  de  la  traduction  de  Golebrooke ,  et  yoîr  aussi  Ghaslea , 
aperçu  historiqi^e,  page  440  ;  ce  géomètre  fait  observer  qu'a- 
vec UD  quadrilatère  inscriptîble  ^  on  peut  en  former  deux  an- 
tres,  en  intervertissant  les  oètés,  dont  les  parties  sont  encore 
rationnelles ,  mais  dont  les  diagonales  ne  sont  plus  rectan- 
gulaires ;  ces  trois  quadrilatères  n'ont  que  trois  diagonales 
difiérentes,  et  chacun  a  pour  aire  le  produit  de  ces  trois  dia- 
gonales divisé  par  le  double  du  diamètre  du  cereleeirconscrit. 

Cette  proposition ,  énoncée  par  Albert  Girard  9  «  été  dénon- 
trée  par  Grèbe  en  1§31  (voir  ilfen.  de  6éom.^  p.  435»  S*éd.^ 

Tm. 
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THÉORÈME  D'APOLLONIUS , 

pnftreitear. 


Il  existe  diverses  démonstrations  des  deax  théorèmes  d'A- 
poUonius  sur.  les  diamètres  conjagués  de  Tcllipse  et  de  Thy- 
perbole.  Je  ne  sacbe  pas  qu'on  ait  donné  les  suivantes ,  qui 
me  paraissent  mériter  d*étrc  connues  des  élèves  à  cause  de 
leur  sinplicilé. 

Ce»  démonstrations  reposent  sur  ce  Icmme  connu  :* 

LHiiii.  Dtux  diamêires  d'une  ellipie  iont  conjugués  si  leurs 
projections  sur  le  grand  axe  coïneidenl  avec  les  projections 
de  deuj^diamétres  perpendiculaires  entre  eux  {ou  conjugués) 
du  cercle  décrit  sur  le  grand  axe  comme  diamêlrc.  La  réci- 
proque est  vraie. 

En  effet,  soient  (fig,  54)  om^  on  deux  rayons  perpendicu- 
laires entre  eux  du  cercle  décrit  sur  le  grand  axe  d'une 
ellipse;  OP  et  OQ  leurs  projections  sur  cet  axe;  OC  et  OD 
les  deux  diamètres  de  celte  ellipse ,  qui  ont  les  mêmes  pro- 
jections ;  a  et  6  les  demi-axes  de  Tellipse.  On  a  : 

rp 

tangCOP»^; 

comme 

b     ^  ^^^        b    mP 

CP=-  mf,     tangCOP=  ^.^î 

de  même 

ta«gDOQ  =  ..^; 
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donc 

U.ngCOP.I.ngDOQ  =  ^^^.!^. 

Mais  les  (riaogles  mOPet  nOQ  étant  égaux ,  on  a  : 

x?)P  =  OQ  et   iiQ=sQPj 
donc  l'égalité  précédente  se  réduit  à  : 

tang COP.tâng  DOQ=  %,  C.  Q.  F.  D. 

La  réciproque  se  démontre  aussi  aisément. 

Corollaire  1 .  On  a  < 

« 

oa  bien ,  eo  remplaçant  OQ  et  nQ  respoctiremat  par  mP  et 

OP: 

Corvllaire  S.  Suit .  pour  abréger  l'écritore , 

œD=r7;C0P  =  a;  DOQ=P, 

ona°: 

siny  =  sin  (a  -f  p)  =±:  un  a  oo&p4-  sin  p  et»  «*; 
or, 
.:„    _*  «^    „«.         OP  6  OP  „      mP 


Donc,  en  substituant  ces  valeurs,  il  vient  :       .    • 
OC.  OD.  sin  7  =-  (^*^'  +  5p=)  =  a//. 


Voilà  les  deux  théorèmes  qu'il  s'agissail  d*élablir  dans  le 
cas  de  l'ellipse. 

Pourl'hyperJ>ole,  la  démonstration  est  toute  sembla{>le; 
seulement  il  faut  remplacer  le  cercle  décrit  sur  le  grand  axe 


-  es»  — 

]»r  tmc  kjiperèaU  équilaiin  aymi  mime  axe  tramterte  que 
l'hyperbole  proposée. 

Lo  lemme  sur  lequel  bûqs  nous  somnes  apjpuyé  toal  h 
rjieiire,  s'énonce  alors  ainsî  :     * 

Deux  diamêêres  d'une  hyperbole  sont  conjuguée  m  leure 

» 

projectUmsjiur  Vax^  iraneverse  coïncident  avec  les  projections 
de  deux  diamètres  conjugués  d'une  hyperbole  équilatêre  ayant 
même  axe  transverse  que  la  proposée, 

£q  conservant  les  mêmes  lettres  qae  dans  la  première  fi- 
gftire ,  on  voit  qne  le  demi-diamètre  ont  de  Thyperbole  équi- 
latêre Xfig.  55)  est  encore^gal  à-son  conjugué  on,  mais  non 
perpendiculaire  ;^ce8  deux  droites  font  avec  Taxe  trans verse 
des  angles  complémentaires.  11  en  résulte  que  les  triangles 
mOP,  nOQ  sont  encore  égaux;  mais  ce  n'est  plus  la  somme 

O^^  4.  Jiïp^  qai  égaltfa',  mais  bien  la  difTérenccOP^—mF, 

d'ailleurs  on  a  toujours  :  ^    * 

*  b  b 

CP  =    wP  et  DQ  =  -  /iQ, 
a  a 

Sans  insister  davantage ,  il  est  clair  que  les  raisonnements 
précédents  sont  applicables ,  et  .ils  conduiront  aux  deux 
égalités  :  ._       

OC.  OD  stn  7  3=  afr. 

Note.  Segner  a  composé  en  allemand  un  traité  des  coniques 
où  toutes  les  propriétés  deVelIipse  sont  déduites  de  celles  du 
cercle  dont  Tellipse  e^  la  projection  orthogonale ,  cercle  dont 
on  fait  emploi  dans  be  qui  précède,  en  le  faisant  tourner  au- 
totlr  du  grand  axe  pour  le  ramener  dans  le  plan  de  l'ellipse. 
Par  la  même  voie,  on  peut  démontrer  ces  théorèmes  géné- 
raux ^ 

|o  Toot  les  polygones  réguliers,  d'un  même  nombre  de 
côtés  inscrits  dans  rellipsc,  S43nt  équivalents; 


?  Li  somme  des  carrés  des  demi-diamè(res  q«i  imiiaQi 
sommets  est  coDstante. 

On  nomme  ici  polygone  régalicr  odai  dont  les  o6tés  re- 
Irancbent  des  segments  équivalents  ;  les  théorèmes  d'ApoL^ 
lonius  répondent  au  polygone  régulier  de  qaatre  c6lés. 

Tm. 


SUR  UNE  PROPRIÉTÉ  DES  NOMBRES» 


pfofefsaar  é  ta  Graodeâaove^  prêt  BorteMc. 


M.  Canchy  a  rendu  compte  à  rÂcadémîe  des  sciences  de 
deux  propositions  nouTéllcs  sur  les  propriétés  des  nom1>rcs, 
communiquées  par  M.  d'Âdhémar  et  Breton  (de  Champ). 

Noo4  allons  les  indiquer  et  1rs  démontrer,  en  donnant 
plus  d'extension  à  la  première  proposition. 

Proposition  de  M.  tAikèmar  (♦), 
Si  Ton  conçoit  la  suite  des  nombres  impairs  : 


(♦).  1,  I  3,  5, 

1,  I     8, 


7,  9,  If,  I  13,  15.  17,  19, 

27,        1  C*, 


etc. 


Décomposée  comme  ci-dessus,  en  suites  partielles  dont  Je 
nombre  des  termes  aille  toujours  en  croissant  suivant  la 
progression  naturelle  1,  %  3,4,  etc.,  1^  somme  des  termes 
de  chaque  suite  sera  le  cube  du  nombre  entier  marquanUc 
rang  correspondant. 


(*)  CtUe  propriété  «  été  énoncée»  •!  7  «  une  ▼inguine  d'«miéM,  dans  ta 
HtMiolA^fiM  ymivertêUt^  GtnêteyGÙ  j^  l'ai  copiée.  J'ai  oublfé  de  marqaer  ta 
yolunie.  *  Tm, 
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*  Nous  allons  faire  voir  qac  cette  propriété  est  comprise  dans 
une  proposition  plus  générale  : 

Savoir,  qoe  tontes  les  puissances  semblables,  on  do  même 
degré  de  tous  les  nombres  entiers  sont  toujours  des  sommes 
partielles  de  termes  consécutifs  de  la  suite  (A) ,  s  j  succédant 
à  des  intervalles  variables,  en  général ,  mais  suivant  une  loi 
facile  à  déterminer,  et  dont  le  nombre  de  termes  est ,  pour 
toutes  ces  puissances  semblables,  la  même  puissance  du 
nombre  entier  considéré. 

Pour  cela  nous  nous  appuierons  sur  les  deux  identités 
suivantes  : 

En  les  multipliant  entre  elles  nous  aurons  : 


/«^«+i)y_/*^*zi)y  ^  ,^.,+.^ 


(B) 


un  a  encore  : 


(C) 


par  suite  f: 

Or  on  sait  que  la  somme  d'un  nombre  quelconque  de 
termes  de  la  suite  (A),  à  partir  du  1**,  est  le  carré  du 
nombre  qui  marque  le  rang  du  terme.  Les  identités  (B)  et 
(Gj  démontrent  donc  le  principe  général  que  nous  avons 
énoncé. 

2.  Nous  allons  chercher  dans  quelques  cas  particuliers  le 
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nombre  des  termes  de  chaque  suite  et  le  rang  qo'eHe  occupe 
dans  la  série  (A). 
Si ,  dans  l'identité  (B),  Ton  fait  /7=1 ,  elle  devient  : 

c-^'y-(=^)"='"- 

Or  on  a  : 

n(/i+1)      »(7i— 1) 


2  2 


=  n. 


Donc  le  nombre  de  termes  de  chaque  suite  est  marqué  par 
le  nombre  même  dont  la  somme  des  termes  de  cette  suite  est  le 
cube,  on  par  le  rang  qu'elle  occupe.  De  plus  si  dans  les  nom- 

bres  précédents  ,    — - — ,  on  change  n  en  «-f  l ,  ik 

.     .  .   («+1)(/i+2)     («4-1)»    ^ 

deviennent  ^       ^      ^  ^  >  On  volt  par  là  que  le 

premier  terme  de  chaque  suite  succède  immédiatanentau 
dernier  de  celle  qui  précède.  Ainsi  se  trouve  démontrée  la 
propriété  particulière  que  nous  a?ons  d*abord  indiquée* 

En  général  on  a  : 

On  voit  par  là  que ,  quel  que  soit  p^  le  nombre  de  termes 
de  chaque  suite  est  constamment  la  même  puissance  du 
nombre  qui  marque  le  rang  de  cette  suite. 

3.  Faisons  dans  la  même  formule  j9=2,  nous  aurons  : 

Si  dans  le  nombre  — - — ,  on  change  h  en  «+1 ,  il  de- 

(n  4-  i  )•  n 

viendra  — -~ ,  Or  ce  nombre  est  plus  reculé  dans  la 
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sai(e  nalarelle  que  -<"+!>   et  leur  différence  ?^"+*) 

^  2 

sera  l'intervalle,  ou  le  nombre  de  lermcs  qui  existera  entre 
la  suite  dans  le  rang  en  n  et  celle  qui  la  suit  immédiate- 
ment. D'ailleurs  la  diffi^eoce  dfs  nombres 

«•(«4-1)     w'(w--l) 
2       '   ~1 

étant  n*-<,  le  nombre  de  termes  de  chaque  suite  sera  le 
carré  du  nombre  correspondant. 

On  peut  remarquer  que  la  diflërence  trouvée  ^iltl}  osl 

m» 

le  «^  terme  a  ife  des  nombres  (riaDgalaîres  : 

i,  3,  6,  10,  16,   etc. 

dont  cbâcao,  comme  on  sait,  est  la  somme  des  termes  de 
la  suite  nalarelle  des  nombres  jusqu  à  celai ,  inclusivement 
compris ,  qui  indique  le  rang  du  terme  considéré.  D'après 
cela  la  série  (A),  partagée  comme  il  suit,  donnera  les 
sommes  successives  demandées. 


Rang      I,  2 

(A)  1,  3 

Sommes.  .  . . 


3.  4,  5,    6 
5,  7,  9,11 
4 
32=2» 


7,  8,  9 
13,15,17 
3  termes, 


Rang 

(A) 


1,  2 
1,  3 
2 
Sommes. .  . . 


10.  . .  .  18 

19 35 

9 
243=^3* 


19. .-. .  24 
j6 


25 40 

♦9 79 

1 6  termes, 
10i4=4». 


4.  Dans  rîdcnlité  (Q  la  différence  des  nombres 


etc. 


n'-'V+l)     TF-\ie^\) 


2 


est  n 


V-x 


Le  nombre  de  termes  de  chaque  suite  sera  donc  encore 
une  puissance  de  n.  Dans  le  cas  le  plus  simple,  celui  où 
P^^ ,  cette  identité  devient  . 
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cl  chaque  suite  est  composée  de  n  termes.  D'ailknrs ,  si 
dans  ifcl^  on  change  »  en  n+l ,  cette  expressioo  de- 
vient n{n+i)(n+%^  ^  ^  ^^^^^^^  3^^  iLi^  «« 

yt(3n+i)  ç^  dernier  nombre  est  donc  rinlervalle  qai  doit 
exister  entre  le  dernier  terme  de  la  n'  suite  et  le  premier  de 

.      /l(3»+l)  e  •* 

celle  qui  la  suit.  Si  dans  la  formule    — ^ —  <>»  '«^  « 
successivement  égal  à  2,  3,  4,  etc. ,  et  qu'on  prenne  les 
différences  premières  et  deuxièmes,  avec  les  résulUts  l'on 
pourra  former  le  tableau  suivant  : 
On  voit  que  les  diSférenccs  secondes  sont  constontes.  D'a»- 

leurs  la  formule  "î^l  pour  n=2 ,  devient  3.  Donc  la 
première  suite  commence  au  quatrième  terme. 

Valeurs.  i**  différence.      »•  différence. 


Il 
2 

2 

4 
5 
6 


7 
15 
26 
40 
57 


8 
11 
14 
17 


3 
3 
3 


4,5 
7,9 


6 12 


Aumoyendelatableprécédènteonponrradoncétendre,autani 
qu'on  le  Youdrt,  par  un  calcul  très-simple,  le  tobleausuivant 

Rang, 

(A) 

Sommes, 

Rang, 

(A) 

Sommes, 


1,  2,  3 
1,  3,  5 

3  2  1 

.   .    .   .  1     16=2*     I 

31,  32,  33,  34 

61,  63 j  65,  67 

4  termes, 

256=4* 


13,  li,  15 

25,  27,  29 

3  teroies, 

81=3* 


16 30 

15 


etc. 
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Nous  boraerons  là  les  applicatiODS  numériques  des  iden- 
tités (B)  et  (C)  et  nous  passerons  à  la  seconde  propriété  que 
M.  Breton  (de  Champ)  a  fait  connaître  (*).  Sa  proposition  est 
celle-ci  :  toute  puissance  entière  d'un  nombre  entier  est  la 
difiérence  des  carrés  de  deux  nombres  entiers  ;  aussi  et  par 
conséquent  elle  est  la  somme  d'un  nombre  déterminé  de 
termes  de  la  suite  des  nombres  impairs. 

Démonsiraiion,  On  a  d'abord  Fidentité  : 

(n-fi)'— n*=2«r|-l. 

Donc  tout  nombre  impair  est  la  différence  de  deux  carrés  ; 
ce  qui  devait  4tre,  puisqu'il  fait  nécessairement  partie  de  la 
suite  (A)  et  qu'il  est  conséquemment  la  différence  entre  la 
somme  des  termes  de  cette  suite  jusqu'au  nombrp  lui-même 
et  la  somme  des  termes  qui  le  précèdent. 

Soit  en  second  lieu  M  =  /i  x  n'    et    /i  >  n\ 

On  aura  l'identité 

C'est-à-dire  que  le  produit  nn^  peut  toujours  être  cpnsidéré 
comme  la  diflérenoe  des  carrés  de  deux  nombres  dont  l'un  est 
la  demi-sommo  des  deux  facteurs,  et  l'autre  leur  demi-diffé- 
rence. Donc,  suivant  que  les  deux  nombres 

n4-n!           n  —  n! 
— L—    et    

seront  entiers ,  ou  fractionnaires ,  le  produit  nn'  jouira  de  la 
propriété  énoncée ,  ou  en  sera  dépourvu. 

Le  premier  cas  aura  liea  quand  les  facteurs  inégaux  néLn! 
seront  tous  les  deux  pairs  »  ou  tous  les  deux  impairs.  Le 
second ,  quand  l'un  étant  simplement  pair ,  l'autro  sera  im- 
pair. l>e  là  et  du  principe  précédant  résulte  évidemment  la 
proposition  énoncée. 

C)  Elle  est  de  Ballier  des  Ourmcs.  (V.  iVoiir.  inii.  p.  oo8).  Tm 


[ 
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Il  fiiul  néaDmoins  excepter,  on  le  voit,  la  première  puis- 
sance des  Dombres  qai  sont  le  prodait  de  â  par  un  aombre 
impair  quelconque ,  puisque  ne  faisant  point  partie  de  la 
suite  (A) ,  ils  ne  sont  pas  d'ailleurs  susceptibles ,  d'après  la 
démonstration  qui  Tient  d'être  donnée  de  la  décomposition 
indiquée. 

Appliquons  la  théorie  qui  précède  à  un  exemple,  et  soH  le 
nombre    105=3.5.7. 

on  a:        105  =  3.35  =  5.21=7.15, 
donc:       105=19*— l6*=l3'—8'=ir—V, 
OU:  105= 33+35+37  =srl  7  +  19+21+234-25  =  94-1  l*f 

+  13+15+17+19  +  21. 

Nous  bornerons  là  ces  applications. 

iVo(e.  l**  Soit  une  progression  arithmétique  ayant  pour 
premier  terme  ^y  -{-i  ^  et  2  pour  raison  ;  le  nombre  des 
termes  étant  x  — y  $  l^s  formules  connues  donnent  2x  —  1 
pour  dernier  terme ,  et  x*—y  pour  somme. 

2"^  L'équation  x* — ^*  =  a ,  où  a  est  un  nombre  donné,  a 
une  infinité  de  solutions  rationnelles*,  à  toutes  les  solutions 
cil  X — y  est  un  nombre  entier ,  correspond  donc  une  pro- 
gression arithmétique  dont  la  raison  est  2,  et  dont  la  somme 
est  a,  et  cette  progression  devient  celle  des  nombres  impairs 
lorsque  xeiy  sont  entiers,  et  par  conséquent  a.  On  sait 
d'ailleurs  toujours  trouver  les  solutions  entières. 

3*  On  trouve  dans  Arithmetica  intégra  de  StiflTel  (p.  8) , 
celte  intéressante  observation  : 

Dans  toute  progression  géométrique,  dont  le  premier 
terme  est  entier ,  et  dont  la  raison  est  deux  élevé  é  unepmi- 
tanee  de  deux ,  la  somme  de  trois  termes  consécutifs  est  di- 
visible par  7.  Il  est  facile  de  trouver  des  propriétés  ana- 
logues pour  d'autres  nombres.  Tm. 
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BIBUOGRAPHIE. 

ACADÉMIES  DÉPARTEMENTALES.  C) 


LiLLB. 

Mémoires  de  la  Société  royale  des  Scieneee^  de  PJgricuUure 

et  des  Art$. 

I.  Recherches  sur  l'analyse  des  fonctions  exponentielles 
cl  logarithmiques,  par  M.  Yincent,  professeur  au  Collège 

royal  de  Saint-Louis,  p.  1-19,  1832,  2^  partie,  années  1831 
et  1832. 

Le  savant  auteur  soumet  les  fonctions  exponentielles  à  la 
même  discussion,  à  laquelle  Poisson  et  d'autres  géomètres 
ont  soumis  les  fonctions  trigonométriques,  et  que  doivent 
subir  toutes  les  fonctions  d®  nature  multiforme  ;  or  les  fonc- 
tions exponentielles,  comme  ou  sait,  s'expriment  symboli- 
quement par  des  fonctions  trigonométriques»  11  y  a  donc  une 
liaison  nécessaire  entre  les  modes  de  discussion  ;  c*est  ce  que 
M.  Vincent  a  montré  d'abord  dans  un  mémoire  de  1825,  in- 
séré dans  les  Annales  de  Gergonne  (t.  XY,  p.  1)  ;  et  dans  un 

second  mémoire,  non  publié,  de  1825  ;  et  enfln  en  1831  dans 
le  mémoire  actuel.  On  s'est  abstenu ,  à  dessein,  de  l'emploi 
des  séries.  Nous  pensons  que  la  clarté  gagne  à  faire  usage  de 
séries;  les  équations  symboliques,  ou  plus  exactement  les 


O  Noas  donneroDS  Tanalyse  ou  la  simple  annonce  des  mémoires,  soit  ma- 
chénatiquei ,  soit  de  physiqae ,  coDlenus  dans  les  recoeils  qn'^n  voudra  bien 
nous  adresser. 
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identités  sjmboliqaes,  ne  peuvent  avoir  un  sens  intelligible, 
qu'en  les  rapportant  à  des  séries.   Ainsi  c*l^— *  =  cosj:+ 
|/^  sinx  y  signifie  ifae  si  on  remplace  dans  la  série  de  e  *, 

le  variable  x  par  xl/—  1 ,  on  obtient  un  résultat  identique 
à  celui  qu*on  a,  en  ajoutant  la  série  de  coso:  à  la  série  de 
sinx,  celle-ci  étant  multipliée  par  1^ — t;  et  de  méaie 
dans  les  autres  identités  ;  en  général,  la  première  qualité 
d'une  question  est  d'être  intelligible  ;  autrement  la  réponse, 
si  on  la  fait,  sera  un  non-sens.  Si  on  demande  ce  que  si- 
gnifie {—ir^;  la  réponse  sera  évidemment  un  non-sens, 
à  moins  d'en  venir  au  sens  symbolique.  Jl  serait  instructif 
d'avoir  une  discussion  complète  de  la  surface  exponentielle» 
z^a^  ;  à  j:=0,  correspond  j^=r0,  donc  Taxe  des^  fait  partie 
do  la  surface  ;  toutefois  si  x  étant  toujours  nul,  on  fait.^^=0; 
on  a  z=i  ;  donc  l'origine  n'appartient  pas  à  la  surface. 
Comment  concilier  ces  deux  résultats  ?  * 

II.  Barré.  Mémoire  sur  les  tangentes,  20-32. 

Il  s'occupe  du  problème  de  mener  un  cercle  tangent  à 
trois  autres,  et  parvient  à  une  solution  donnée  par  Yiète. 

lil.  -Barré.  Sur  la  trisection  de  l'angle  25-32. 

Par  Fintcrseçtion  d'une  hyperbole,  et  d'un  cercle; 
moyen  pratique.  M,  Wantzel  a  rigoureusement  établi  que  la 
solutioQ  est  impossible,  en  ne  prenant  que  les  deux  instru- 
ments adonis  par  les  anciens,  règle  et  compas,  c'est  ce 
qu'on  ignorait  encore  en  1831. 

ly.  Delezcnnc.  Note  sur  les  formules  d'interpellation 
donnant  les  forces  élastiques  de  la  vapeur  d'eau  correspon- 
dantes ^  des  températures  données,  37-45. 

L'auteur  ramène  les  quatre  formules  connues ,  de  Du- 
}ong,  Tredgold ,  Coriolis,  Roche,  à  celte  forme  simple  h= 

==1-7")  ;^»  étant  la  pression  exprimée  en  milUmètrrs, 
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et  la  températare  comptée  depuis  0^.  a,  b,  c,  sont  des  oon* 
staotes  à  détcrmiDer  et  différentes  pour  les  diverses  for- 
mules. Des  tables  numériques  établissent  le  parallélisme  des 
quatre  formules. 

y.  Barrois  (Tb.}.  Calcul  de  la  puissance  des  régulateurs 
à  force  centrifuge,  p.  41-69. 

On  sait  que  le  problème  revient  à  calculer  le  mouvement 
d*nn  corps  pesant,  assujetti  à  se  trouver  à  chaque  instant 
sur  une  sphère  donnée,  et  dans  un  plan  vertical  tournant 
autour  d'un  axe.  Le  mémoire  est  terminé  par  des  fables  nu- 
mériques. 

Vf.  Note  sur  une  formule  générale  de  modulation,  par 
M.  Vincent  ;  membre  correspondant,  70-77. 

On  indique  ici  une  méthode  pratique  extrêmement  sim- 
ple, pour  passer  d*un  mode  dans  un  autre,  au  moyen  de 
quatre  accords;  le  premier  est  Taccord  parfait  de«ortie,et  le 
dernier  Tacoord  parfait  de  rentrée ,  et  le  troisième  l'ac- 
cord de  septième  dominante  ;  ainsi ,  ces  trois  accords ,  ou 
leurs  divers  renversements,  sont  les  données  du  problème, 
le  second  BccarA  a  deux  notes  en  commun  avec  le  troi- 
sième ;  il  s*agit  d'une  troisième  note,  qui  préparc  la  ^ran^t- 
iionj  note  que  l'auteur  désigne  sous  le  nom  de  noie  prépa-- 
ratoircy  et  il  démontre  rigoureusement  Texistcnce  de  cette 
note,  quels^que  soient  les  modes  de  sortie  et  d'entrée.  Un 
tableau  donné  permet  d'exécuter  ces  modulations  d  vue.  Il 
est  possible  de  ramener  la  question  à  un  problème  d'analyse 
indéterminée. 

I.  Additions  au  mémoire  sur  la  résolution  des  équations 
numériques,  par  M.  Vincent,  S-15,  1839  ;  3*  partie,  année 
1838.  Ces  additions  ont  été  admises  dans  le  traité  d'algèbre, 
généralement  connu ,  de  M.  Bourdon. 

Il»  perode  (y^).  Génération  des  courbes,  dites  sectionsi 


—  6B0  — 

œoiqoes  rameDées  à  une  question  de  géométrie  élémen- 
taire, 25-48. 

Go  faii  reotrer  les  seclioiia  coniques  dans  la  gécxnétne 
élémentaire,  par  leurs  propriétés  focales;  ainsi  qu'on  Ta 
fait  dans  le  Manuel  de  géoméirie. 

III.  Delezenne.  Sur  le  son  que  produit  un  aimant  par  ks 
décompositions  et  rocompositions  successives  du  magné- 
tisme, 49-65. 

Au  moyen  d'un  appareil  électro-magnétique,  Tautenr 
cherche  h  expliquer  Tobservalion  de  T Américain  Page,  sur 
le  son  rendu  par  un  aimant,  soumis  à  faction  électrique. 

I.  Note  sur  les  cycloïdes  par  M.  Vincent,  p.  5-15, 1843; 
r*  partie,  année  1841. 

Discussion  des  diverses  branches  de  la  cydoîde,  par  Yexa- 
men  des  signes  de  l'équation  difFérenticlIe ,  et  construction  des 
cycloïdes  allongées  et  raccourcies  au  moyen  d'une  imtisso&Ie. 

II.  Mutel.  Note  sur  les  dimensions  et  les  distances  des 
corps  do  notre  aystèroe  planétaire ,  exprimées  en  nouvelles 
mesures. 

A  été  insérée  dans  la  cosmographie  du  même  auteur. 

NiMBS. 

Mémoires  de  V  Académie  royale  du  Gard. 

I.  Mémoire  sur  la  courbe  de  l'amphithéâtre  deNtmes, 
par  M.  J.  M.  de  Saint-Thomas-Saint-Laurent,  capitaine  an 
corps  royal  d*£tat-major(*),  16-56, 1844;  années  1842-43-44. 

La  courbe  intérieure  du  célèbre  amphithéâtre  est  uned- 
lipse  ;  on  a  cru  longtemps  que  la  courbe  extérieure,  paral- 
lèle à  l'intérieur  était  aussi  une  ellipse,  mais  des  mesures 
exactes  ont  démontré  ce  qu'on  pouvait  conclure  de  considéra- 
tions géométriques,  que  la  courbe  extérieure  est  une  to- 

r)  Etcellent  géomètre ,  nalheur^iiiïemoDl  presque  aveugle.  Tn- 
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roïde,  courbe  qui  est  l'enveloppe  d*un  cercle  de  rayon  con- 
stant, et  dont  le  centre  décrit  une  ellipse. 

L'auteur  donne  ici  une  théorie  complète  de  ce  genre  de 
courbes,  la  directrice  du  mouvement  étant  quelconque. 
M.  Catalan  a  étudié  la  même  courl>e  dans  les  nouvelles  An- 
nales, tome  m,  p.  553, 1844. 


SOLUTION 
D'un  problème  $ur  te  cylindre  droit. 


9AB,  m.  aasTOV  (»x  ouamv). 

ingénieur  des  ponu  ei  cbauMéet . 


Problême.  Étant  donné  la  surface  indéfinie  d'un  cjlindre 
droit,  trouver  le  rayon  de  la  section  circulaire. 

Solution.  Prenez  à  volonté  sur  la  surface  cylindrique 
deux  points  A,  B.  De  chacun  de  ces  points  comme  ccQtre 
avec  un  rayon  r,  pris  arbitairement,  décrivez  un  arc  Cylin- 
dro-sphérique  ;  ces  deux  arcs  se  couperont  en  un  point  m, 
qui  sera  visiblement  dans  le  plan  perpendiculaire  sur  le  mi- 
lieu de  la  droite  A  B.  Déterminez  de  la  même  manière ,  avec 
d'autres  rayons  r„  r,,  r^,  r,  quatre  autres  points  /7i„  n»^  m^,  m, 
qui  satisfassent  à  la  même  condition  ;  rapportez-les  sur  Un 
plan  au  moyen  de  leurs  distances  mutuelles  ;  vous  aurez  ainsi 
cinq  pomtB,  par  lesquels  tous  savez  faire  passer  une  conique, 
laquelle  n'est  autre  chose  qu'une  ellipse,  ayant  pour  pefîl  axe 
le  diamètre  du  cylindre. 

Note.  Comment  faut- il  s'y  prendre  pour  le  c6nc  de  révo- 
lution ? 
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MEMOIRE 
sur  la  théorie  des  résidus  dans  les  propartions  géométriques. 

(  Voir  p.  I7>.) 


Profesfear  au  collège  royal  d'Aaeh. 


17.  Nous  deTODS  à  M.  Poinsot  une  méthode  directe  pour 
trouver  les  racines  primitives,  procès  inmiense  sous  le  poîot 
de  vue  théorique.  Mais  on  jugera  souvent  plus  commode 
dans  la  pratique  d'avoir  recours  à  des  essais. 

Pour  diminuer  le  nombre  des  essais ,  on  ne  devra  prendre 
pour  générateur  de  période ,  aucun  carré  ou  résidu  de  carré. 

Car  si  ^i  est  un  résidu  de  carré  en  sorte  que  b*  =p-|-a,  on 


aura  a  ^   =  p  +  bP^*  =  />  +  ^  ?  ^^  P**"  conséquent  la  pé- 
riode  de  a  aura  au  plus  — -—  termes. 

Un  nombre  faisant  partie  d'une  période  incomplète ,  ne 
pourra  pas  non  plus  être  racine  prîmitiye. 
Enfln ,  si  g  est  une  racine  primitive ,  on  devra  avoir 

Le  théorème  suivant  indique,  sans  beaucoup  de  eakal ,  les 

nombres  qui  satisfont  ou  ne  satisfont  pas  à  cette  condition, 

et  pourra ,  par  conséquent ,  servir  à  diminuer  de  beaucoup 

le  nombre  des  essais. 

18.  Tréorémb.  Si  on  divise  par  p  les  termes  de  la  progres- 
sion 


\ 
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(A)  a,  2a,  3a, ^  a , 

5»  on  désigne  par  : 

(1)  a',  a",  a  \ a(Y)  ; 

tea  restes  moindres  que  ^-—  c<  par  : 

(2)  fc',  fc",  b"\  .....  .^^(A*)^ 

I       ç^* 

to  r«5^  p/Kâ  grands  que  ^^  5  a  *    serap  +  1  om  /?  —  1 , 

niif  aiU  9U€  fx  s^a  pair  ou  impair  ;  c'esi-â-dire  qu'on  aura 
toujours 

Si  on  proloogeait  la  progression  (A)  jusqu'au  terme 
ip — i)a^  on  sait  qne  tons  les  résidas  qu'elle  fournirait,  se- 
raient différents  entre  eux ,  et  que  ceux  de  la  seconde  moitié 
seraient  les  compléments  à  p  des  résidus. de  la  première.  Il 
suit  de  là  qu'aucun  des  nombres 

P—f^>  P-^'^  P-^', p-h^U 

ne  peut  Taire  partie  de  la  suite  (1).  Par  conséquent  tous  les 

^-7r~  nombres  suivants 
2 

a\  ci\  d'\ a(v),    p^h\  p—W,  p-V'\ p—lM, 

p—i 
tous  différents  entre  eux,  tous  moindres  que^-— -,  doivent 

comprendre  dans  un  ordre  différent  de  Tordre  naturel ,  les 

^^  entiers ,  inférieurs  à  ^-r—^ 
2  2 

On  aura  donc  : 

a'a"a"\  .  .  aiy)(p^b'){p—b") (/i— W/*))  = 

=^-f  «'a"«"' l/b"b'" (  —  1)^  =  1.2.3 ^^; 


(*)  M.  Gaoss  a  fait  de  ce  théorème  la  base  de  sa  démonstration  de  la  loi  de 
réciproelté  entre  les  nombres  premiers. 


t 
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e(  par  suite  : 

tùd'a^'. .  .  l/b"b"'.  ..=.p-^i  .2.3  . .  .  ^  (—1)^; 

d'an  autre  côté  on  a  é^idefflineDt  : 

1.2.3.  .  .  .^—^  a  2    =p4.aW' bT K«)  ; 


donc  : 


1.2.3....^  a  2    ==^-1-1.2.3.  ...^(—1).- 


d'oà  : 


1.2.3 ^1^  '    — (-1).-J=;>; 


p  ne  peat  pas  diviser  le  produit  1.2.3.  .  .  .  ^-r--  Donc 

ce  qu'il  (allait  démontrer. 
19.  PROBLtifB.  aéiani un divisewr  de  p-^-X ,  trowœr  le  rendu 

dea  ^  par  rapport  à  p. 
Désignons  par  b  le  quotient  de  />  —  1  par  a ,  en  sorte  que 

ab^p^X. 

Noos  allons  distinguer  plusieurs  cas. 

f  Coi.  a  =  2,  6=2.  Les  résidus  de  la  progression  (A) 

forment  ~  progressions  arithmétiques,  contenant  chacune  b 

termes,  comme  il  suit  : 

(1)  a,  2a,  â<^>  '  •  •  •  2  ^'  (2  +  M"*» ^*- 

(2)  a— 1,  2a— 1,  3a— 1, . .  •  -  a— 1 J5+I  ja— 1,..afr— 1. 
(3) 
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b 
(n)    a — «+1,  2<i — /i+l,  3a— /i+t,  ....  -  a— /i-hi , 

(2);  ''-2+*'  2—2+*'  ^'^-2+^'  -r-2+*' 

Dans  la  n'  ligne ,  tous  les  termes  sont  nooindrcs  que  j-  , 

b 

jusqu'au  terme-a—  ii-f-1  inclusiTemenl;  mais  le  suivant 
^  +  <,_(„_  I  )  est  éyidemment  sapérieur  à  ^ ,  paisque  « 
est  plus  petit  que  -.  Tous  les  résidus  suivants  sont  à  plus  forte 
raison  >^  —-.  Ainsi  chaque  ligne  renferme  -  résidas  plus 

grands  que  -—  ou  ^^— ,  donc 

a    b 
*^      2     2 

2'  Cos.  a=s2,  6=2  +  1*  En  procédant  comme  dans  le 
premier  cas,  on  décomposerait  la  suite  des  résidus  en  -  pro- 

Donc  y  ici , 

a    6+  i 

*^      2         2 

■  • 

3*  Ca$.  ^=24-1 9  6=:2.  Les  résidus  de  la  progression  (A) 

forment  — —  progressions  de  b  termes ,  et  une  de  -  termes 

comme  il  suit  : 
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fc  (b        \ 


(«)    a — /»4-l,âa — «4-1,  3a — /i+1,....5a — n+1,.... 


(  =+  1  \a — /i-h1, ....  ab — n-^-i . 


^a _+l,....(^-  +  lja ^+l,....aA-_-  +  |. 

a+i          a+i    ^    ^       o+l     ,             b        a+1     ^ 
-^,^-"2-+1,2a ^  +  1,....-a ^  +  1. 

La  dernière  ligne  ne  renferme  ancon  résidu  plus  grand  qae 

-^.  Dans  chacane  des  antres  il  y  en  a  - .  Donc 

2  •'2 

6    a— 1 
'^      2       2 

20.  Problâmb.  a  étant  un  diviseur  dep-^-i^  trouver  le  rè- 

sidudea  ^  par  rapport  à  p.  ' 

Par  des  raisonnements  qui  différent  très^peu  de  oeax  que 
nous  venons  de  faire  on  trouvera  : 

tt  =  -.    -;        SI    a=2,        bzz:*^ —  =  2 
'^       2     2  '  a 

«     b — 1    .  •  ,       •    . 

|A=-.     -^  Si    «  =  2,        ^  =  2+1 

a—'i.     b 
C=«-2--   2      si    «=2+1,  i  =  2. 


—  «57  ^ 

5>1.  Les  (tirmules.prccédenles  condoisent  très-simplement 
^ax  relatioDS  des  nombres  2  el  3  avec  tous  les  autres  nom- 
bres premiers. 

Si  dans  la  première  formule  du  n"»  1 9  on  Tait  a=^^  on  a  : 

Ezl 

■h  -2  p—l 

^2  2  4     ' 

rt  par  suite, 

Donc  2  *    sera  />-[-l  ou  /i — 1,  suivant  que  —.—  sera 

4 

pair  on  impair  ;  ou  suivant  que  p —  1  sera  8  -f- 1  ou  8 — 3. 
Sî  dans  la  deuxième  formule  on  fait  a=2,  on  a  ^ 

p^i 

b+\ 


p+^^  2  ^^^r+1. 


2  :i  i 

>l  par  suîto, 

2  a  =p-f-(_i.)~r, 

p— I 

fl  2       sera  p+i  ou  p — 1,  suivant  qac^—r —  sera  pair 

4 

•  •  • 

«a  impair  :  c'est-à-dire  suivant  que  y?  sera  8—1  ou  8-}-3. 
Ainsi  en  résumé  : 

2  ^    ==^-f  l  lorsque /!= 8 ±1 

2  *  =/>— i  lorsque />=8±:3. 

Ces  relations  permettent  de  trouver  directement  une  ra- 
cine primitive  dans  tout  système  dont  la  base  pzz^jiq-j^i^ 
f  citant  un  nombre  premier.  Le  nombre  des  termes  d'une 

Ans,  de  UATBiii.  V.  ^ 
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période  dans  ce  système  ne  peat-é(re  qac  1 , 3 ,  9,  ou  2^,  et 
oa  aura  : 

saiYant  que  p  sera  8—1  ou  8 — 3«  Or,  dans  le  premî^cas^ 

d'après  le  théorème  du  n»  9,  --^  ou  q  aura  une  période 

de  2q  termes  et  sera  racine  primiti?c.  Dans  le  second  cas  le 
nombre  des  termes  de  la  période  de  2  sera  nécessairement 
pair,  et  ne  pourra  être  que  2^.  2  sera  donc  alors  racine 
firimitive. 

22.  Cherchons  maintenant  les  relations  du  nombre  3  avec 
les  autres  nombres  premiers. 

p  étant  un  nombre  premier  plus  grand  que  3,  Tun  des 
deux  quotients, 

/.-l  p+\ 

"T"'  ~3"' 

est  entier. 

Dans  le  premier  cas  la  troisième  formule  du  n^l9  donnera  : 

—  ^__f— 1 
Dans  le  deuxième,  la  troisième  formule  du  n*"  20  donnera: 


Ainsi 


^    i  6 


3  «i  =/i  +  (-l)  <*  . 


M.  Cauchy,  dans  ses  exercices  de  mathématiques^  a 
le  moyen  de  trouver  une  équation  satisfaite  eiclusiveoienl 
par  toutes  les  racines  primitives  d'un  système*  Un  exemple 
fera  comprendre  la  marche  suivie  par  I*illustre  géomètre. 

Supposons  qu'il  s'agisse  de  trouver  les  racines  primitive» 
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tlu  systôine  dont  la  base  est  37.  Gela  revient  évidemment  à 
chercher  les  nombres  qui  satisfont  à  Téqnation 

(i)  ji-^  — 1=37, 

sans  satisfaire  à  aucune  équation  analogue  dans  laquelle  Tex- 
|)osant  de  x  serait  moindre.  Or  celte  équalion  se  ramène  aux 
deux  suivante  : 

(2)  X*'-1=:37, 

(3)  j:«84.  1  =  37. 

Les  solutions  de  (2)  doiveiA  être  rejetées,  puisque  tout 
nombre  qui  satisfait  à  cette  équation  a  au  plus  18  termes  à 
sa  période.  Quant  à  Tcquation  (3)  son  premier  membre  est 
divisible  par  ^"+1?  et  elle  se  ramène  aux  deux  suivantes  : 

(4)  .r«  +  1=37, 

(5)  .r'2— .r«-[-l  =  37. 

Tout  nombre  qui  saltsrait  à  Téquation  (4)  doit  é(re  rejeté, 
t»r  il  ne  peut  avoir  à  sa  période  plus  de  6  termes.  Donc , 
«n  déGnitive  les  12  racines  ^primitives  du  système  ne  sont 
autres  que  les  12  solutions  entières  et  moindres  que  p  de 
l'équation 

a:"  — j:6  4-l  =  37n. 

Mais  cette  méthode  est  de  peu  d'utilité  dans  la  recherche 
ilttî  nous  occupe.  Car  réquation  finale  à  laquelle  on  arrive  est 


(*)  Le  même  raisonnement  Tait  voir  que  dans  tout  syslème  dont  la  base  est 

37+ 1,  les  racines  primitives  de  p  par  rapport  à  37  s'obtiennent  en  résolvant 
réquation 
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fcmTent  Irès-eomplîqaée  et  ne  peut  d'ailleurs  être  résoin* 
que  par  làtonDement.  C'est  ainsi  que  pour  trouver  les  racines 
primitives  du  système  dont  la  base  est  23,  on  aurait  à  résoa- 
dre  réquation 

a:-— jc»4-jc*— ar'-f-x»— aH»+x*— x»+x'— JC-fl=.a3, 

ce  qui  est  bien  moins  simple  que  de  rechercher  un  nombre 
qui  ne  satisfasse  à  aucune  des  trois  équations 

jc— 1=23,     Jt:*— 1=23,   x"— 1=2*3. 

S  ni. 

Da  gyBtêmes  de  périodes  darU  la  bcae  est  une  puissance  d'un 

nombre  premier. 

S4.  Nous  allons  maintenant  supposer  que  la  base  du  sys- 
tème esip^y  p  étant  un  nombre  premier  plus  grand  que  â.  Le 
nombre  des  périodes  du  système  ou  l'indicateur  do  P  sera 
p^^ip^i)^  et  toute  période  complète,  s*il  eu  existe,  devra 
présenter/!*^' {/>—l)  termes. 

25.  Théorâme.  Si  la  période  de  a  comprend  n  termes  dans 
le  système  p^  ,  la  période  de  ce  nombre  en  comprendra  n  ou 
p  dans  te  système  />*+^ 

Soit  m  le  nombre  des  termes  de  la  période  de  a  dans  le 
système  ;?*■**',  on  aura  : 

«•*=^*+'+1, 
et  par  conséquent  aussi, 

«-  =  >*+ 1. 

Donc  m  ne  peut  être  que  n  ou  n.  Posons  donc  m  e=  hjc.  On 
a  par  hypothèse  : 

ii-  =  A/  +  l; 

d'où  Ton  tire  : 

é^'^p'^'  +  A^p^'  +  l/ 
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Or  la  plus  petite  valeur  à  donacr  à  x  pour  que  le  second 

nombre  soit /y^'  est  1  si  A  est  p^  et  p  dans  le  cas  contraire. 
Donc  x  =  l  ou  p,  Doncm=nou/'/i,  c.  q.  f.  d. 

Corollaire.  Si  n  est  le  nomln'e  deê  termes  de  la  période  de  a 
dans  le  système  p  et  dans  le  système  p\  /?•,  p*,  e/c,  jusqu'à 
/?'"*"  exclusivement^  le  nombre  des  termes  de  la  période  de  a 
dans  le  système  p^^  sera  np^  f). 

D  après  l*hypo1hèse  on  a  : 

A  étant  premier  ayec/^.  La  période  de  a  ne  pouvant  être  de 
n  termes  dans  le  système  /i*^,  sera  nécessairement  de  np 
termes  ;  posons  donc  : 

(-2)  a*'=:A>*^'  +  l. 

Je  dis  que  A'  est  aussi  premier  avec/?.  En  effet ,  élevons 
les  deux  membres  de  (1)  à  la  puissance/^,  nous  aurons  : 

a"  =  l+^Ap'  +  ^f^  AV  +  ... 
=  l+p'+'A{l+/»); 

donc 

A'=A(p  +  l). 

■ 

A'  est  donc  premier  avec  p,  II  résulte  de  là  que  le  nombre 
des  termes  de  la  période  de  a-  dans  le  système /i*^^  ne  peut 
être  np  ;  ce  nombre  sera  donc  np*^  conformément  à  l'énoncé. 

On  prouverait  de  même  que  la  période  de  a  est  de  np* 
termes  par  rapporta/?*"''^,  de  np*  par  rapport  à /?*"*"%  et 
ainsi  de  suite.  Donc,  etc. 

26.  TflÉORéiiB.  //  existfi  des  racines  primitives  dans  tout 

O  V.  t.  II,  p.  84,  un  trUde  de  M.ThilMiut. 
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$g$tême,  dùfU  la  b&ie  est  une  puissance  d'un  nombre  premitr 
impair. 

Soit  a  une  racine  primitive  de/?;  si  la  période  de  a  par 
rapport  kp*  n'est  pasde/? —  1  termes,  la  période  de  a  par 
rapport  à  p^  sera ,  d'après  le  corollaire  précédent ,  de 
p^'  (p  —  1  )  termes.  Qonc  a  sera  racine  primitire  de  p*,  qaei 
que  soit  A. 

Si  la  période  de  a  dans  le  système  p'  est  de  p  —  1  termes» 
comme  dans  le  système  p^  en  sorte  que  l'on  ait  : 

Posons:  a'=p  +  a^ 

nous  aurons  :. 

a!  '-  =p"  +  (p  —  i)pa^  +  a'- 

=p*  +  {p^i)pa''*  +  i. 

On  voit  par  là  que  a''"  n'est  pas  /;  4-  i..  Donc  la  période  de 
a!  n'a  pas  le  même  nombre  de  termes  dans  les  systèmes/»  eip*. 
Donc  la  période  de  a!  par  rapport  à  p^  sera  de  />*"'  {p  —  1) 

termes,  et  a'  sera  racine  primitive  de/?^. 

« 

(La  fin  prochainement). 


NOTICE 
Sur  la  Rkytkmomaehie^  ou  combai  des  nombres. 


Il  est  très-heureux  qu'il  y  ait  des  noms  très-célèbrcs 
portés  par  des  hommes  vas  à  travers  une  telle  cpais- 
senr  de  siècles ,  que  leur  existence  même  est  dontcose. 
G(^s  illustres  inconnus  servent  admirablement  notre  igno* 
l*ance,  surtout  en  fait  d'origines.  Ainsi,  quand  les  anciens  ne 
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■ 

savaient  à  qui  altribacr  un  travail  ayant  exigé  Veroploi  d'une 
grande  Torrc  physique,  ils  nommaient  Hercule.  S*agi8sait-il  do 
musique ,  de  poésie ,  on  désignait  Ampbion ,  Orphée ,  elc  ; 
de  sciences  physiques,  chimiques,  astronomiques,  on  désî- 
guait  Atlas,   Hermès,  Mercure,  etc.  —  Tous  ces  noms 
passablement  vieillis  sont  tombés  en  désuétude.  Un  seul  s*est 
conservé  et  est  encore  souvent  prononcé  ;  c*est  Pythagore. 
Aucan  de  ses  écrits ,  si  toutefois  il  a  écrit,  ne  nous  est  par- 
venu i  on  ne  sait  dans  quel  pays,  dans  quel  siècle  jla  véca. 
Et  ayant  recommandé  le  silence  à  ses  adeptes ,  on  leur  fait 
dire  cequ*on  veut  ;  ce  qui  est  fortcomoMMle.  Ainsi,  comme  on 
ae  connaît  d'aucune  manière  l'auteur  de  l'espèce  de  jeu  <le 
dames  connu  sous  nomade  Rhy thmomachie,  il  esttoot  naturel 
d'en  Taire  remonter  Tinvention  à  Pythagore.  C'est  ce  qu'on 
lit  dans  un  ouvrage  très-rare  dont  nous  avons  extrait  cette 
notice  :  Le  titre  in  extenso  est  «  Mobilissimus  et  antiquis- 
simus  ludus  Pythagoreus  (qui  Rhythmomachia  nominatur) 
iii  utilitatem  et  relaxationem  studiosorum  comparatus  ad 
veram  etfacilem  proprietatem  et  rationem  nuroerorum  asse- 
qucndam,  nunc  tandem  per  Claudium  Buxerium  Delphina- 
tem  illustratus.  Lutetii»  Ipud  Gulielmum  Cavellat ,  sub 
pingui  gallina,  ex  adverso  collegii  Cameracensis  ;  abacuset 
caIcttH  vœneunt  in  Palatio,  apud  Joannem  Gentil.  1556^ 
in-12  de  cinquante- deux  feuillets.  »  On  n'a  numéroté  que  le 
recto.  An  milieu  de  la  page  du  titre,  on  voit  une  grosse  poule 
entourée  d'un  cercle,  autour  duquel  on  lit  :  in  pingui  gallina. 
Claude  Boissière ,  né  dans  le  diocèse  de  Grenoble ,  et  auteur 
de  quelques  autres  ouvrages  (*),  professait  les  mathématiques 
à  Paris.  Il  a  dédié  cet  ouvrage  à  Antoine  Escalîn  des  A  iinars, 
baron  de  La  Garde ,  célèbre  général  des  galères  sous  Fran- 
çois T'  et  Charles  IX;  une  année  auparavant,  en  1553, 


(*)  Art  d'ariihmétiqae  et  trt  poétique ,  deui  irtiléf  imprimés  à  Paris,  cliei^ 
JMiDicl-firiérc  en  isSir 
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TattCenr  avait  publié  le  même  oavrage  en  français.  On  Kt 
dans  la  dédicace  :  «  Sed  cnm  anno  superiore  banc  philoso- 
pbam  ludum,  cai  oomeo  est  Rhylhmomacbia ,  ad  meDicm 
tuam  levandam gallica  scrmone  edidissem,  tenon  graviter 
et  malesté  laiurum  judtcavi,  si  idem  denuô  latinitate  donatus 
în  omnium  conspectu  ,  celsitatis  tu»  clariiate  îllostratos 
appareal».  Celte  édition  française  est  encore  plus  rare. 
Nous  allons  donner  une  description  succinete  de  ee  jea  qaly 
à  ce  qu'il  paraît ,  se  jouait  encore  à  la  fin  du  seizième  siècle, 
puisqu'un  marchand  établi  au  Palais  rendait  le  damier  et 
les  pièces. 

jébaque  &u  damier. 

Le  damier  est  un  rectangle,  divisé  en  casos,  huit  en  hau- 
teur et  seize  en  largeur  j  ou  bien  encore  16  sur  16. 

Pièces  eu  jetons. 

Il  y  a  en  tout  48  pièces;  16  de  formes  rondes  ;  16  trian- 
gulaires et  16  carrées,  cl  deux  pièces  comme  les  tours  aux 
échecs  :  mais  au  lieu  d'être  cylindriques,  ce  sont  deux  pyra- 
mides. 

Nombres  inscrits  $urJies  pièces. 

Ceci  exige  que  nous  rappelions  les  noms  qu'on  donnait 
autrefois  à  certains  rapports  géométriques. 
Rapports  multipks  a  :  an 

Rapports  superparticuliers  a  i  — — — . 

a{2n+i) 
nsippotis superpiartients  a- — ^- — . 

a  et  A  sont  des  nombres  entiers  ;  et,  selon  que  n  est  pair 
ou  impair ,  les  rapports  sont  dits  pairs  ou  impairs. 

A  ce  jeu  le  premier  terme  aà^x  rapport  est  dit  le  posiul^mi 
(pelitor)  et  le  second  terme,  le  postulé  (postulatus) }  c'est  da 
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moins  les  noms  que  Boissière  leur  donne.  Tous  les  nombres 
inscrilssur  les  jetons  ronds  donnent  dos  rapports  multiples 
pairs  ou  impairs;  les  jetons  triangulaires  représentent  des 
rapports  superparticuliers  et  les  jetons  carrés  sont  ré- 
glés par  des  r^pfori^  superpartients. — Les  jetons  à  rapports 
pairs  sont  de  même  couleur,  que  je  suppose,  blanche,  et  les 
rapports  impairs  d'une  autre  couleur,  que  je  suppose  noire. 
Ainsi  il  y  a  24  pièces  blanches  et  â4  pièces  noires.  Gela  posé, 
on  comprendra  tous  les  nombres  inscrits  dans  ce  tableau, 
nous  désignons  les  postulants  par  P  et  les  postulés  par  p. 


Jetons. 

Ronds. 


Triangles, 


Carrés. 


P.  blancs, 
p.      id. 
P.  noirs, 
p.      id. 
P.  b. 
p.  b. 
P.  n. 
p.  n. 
P.  b. 
p.  b. 
P.  n. 
p.  n. 


2.  4. 
4.  16. 

3.  5. 
9.  25. 
6.  20. 
9.  25. 

12.  30. 

ii.  36. 

15.  45. 

25.  8!. 

28.  66. 

49.  121. 


6.  8. 
36.  64. 

7.  9. 
49.  8t. 
42.  72. 
49.  81. 
56.  90. 
64.  100. 
9t.  153. 

169.  281.  . 

120.  190. 

225.  36t. 


La  ligne  P  b  des  triangles  se  forme^  en  ajoutant  torme  k 
terme  les  lignes  Pb  eip  b  àcs  ronds  et  la  ligne  Pn  en  ajou- 
tant terme  &  terme  les  lignes  P  n^pn  dos  ronds. 

De  même,  la  ligne  Pb  des  carrés  se  forme,  en  ajoutant 
terme  à  terme  les  lignes  Pb^pbies  triangles. 

1  1 

9=6  +  -  .6;     25=20  +  -.  20,  etc.  .  .  . 

25  =  15+5 .  ^^»     81=45+^.45,  .  .  .etc. 
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Le$  deux  pyramides, 

i .  Pyramide  blanche  à  assises  paires. — Elle  est  formée  dcsîx 
assises  disposées  l'une  au-dessus  de  Tautre,  et  chacune  étant 
lin  parallélipipéde  rectangle  à  base  carrée  ;  sur  les  deux  Taocs 
verticales  adjacentes  do  la  première  assise  qui  sert  de  baae^ 
on  lit  respectivement  les  nombres  6  et  36,  sur  la  deuxième 
les  nombres  5  et  25  ;  sur  la  troisième,  4  et  16;  sur  la  qua- 
trième on  lit  3  et  9;  sur  la  cinquième  2  et  4,  et  sur  la  der- 
nière 1  et  1  ;  les  assises  vont  en  diminuant  de  grandeur,  sui- 
vant les  rapports  de  ces  carrés  ;  de  sorte  que  le  tout  forme 
une  pièce  pyramidale  ;  sur  la  face  horizontale  de  Tassise  ter- 
minale,  ou  écrit  le  nombre  9  l=c  1+4+9+16+25+36.  Le  jeton 
9 1  des  ^6  des  carrés  est  supprimé,  la  pyramide  en  tenant  lien. 

2.  Pyramide  noire  à  assises  impaires.  —  Elle  est  formée 

de  5  assises;  celle  du  bas  porte  8,64;  ensuite  7,49,  6,36, 

5,25 ,  4,16.  De  sorte  que  cette  pyramide  est  tronquée;  sur 

la  base  terminale  on  écrit  190=16+25+36+49+64 ,  et  on 

supprime  le  jeton  portant  même  nombre  dans  les  Pn  des 

carrés.  Ainsi,  les  deux  pyramides  comprises,  il  n'y  a  en  tout 

que  48  pièces. 

Disposition  initiale  du  jeu. 

Les  blancs  jouent  contre  les  noirs  ;  le  damier  contient  16 
lignes ,  chacune  de  8  cases  ;  8  de  ces  lignes  forment  le  champ 
des  blancs  et  les  8  autres  le  champ  des  noirs.  Il  suffit  d'indi- 
quer la  position  initiale  des  blancs;  car  les  noirs  se  placent 
symétriquement  par  rapport  à  la  ligne  médiane. 


Hgne. 

8 

6 

rond 

& 

2 

3m« 

ligne. 

81 
triaii|l« 

72 

6& 

36 

16 

6 

.     6 

trlaoflo 

0 

ligne. 

153 

Pyramide 
«1 

69 

A2 

20 

25 

trUtnrl* 

&5 

15 

ligne. 

280 

169 

81 
carré 

25 
Oftrré 

-^  667  — 

Marche  des  pièces. 

Toutes  les  pièces  ont  la  môme  marche ,  celle  de  la  tour 
aux  échecs;  en  avant  et  en  arrière  sur  la  même  colonne, 
de  gauche  à  droite  et  vice  versa  sur  la  même  ligne,  la 
marche  oblique  n'existe  pour  aucune  pièce. 

Règles  du  jeu  des  jetons. 

Première  règle.  Si  entre  la  pièce  de  yalear  A  et  la  pièce 
adverse  de  valeur  n  A,  existe  n  case  vide  ;  et  si  c'est  le  tour 
i  la  pièce  A  de  jouer,  elle  s'empare  de  la  pièce  n  A  ;  mais 
reste  à  sa  place  et  ne  prend  pas  la  place  de  n  A  comme  aux 
échecs.  Ainsi,  si  les  deux  pièces  sont  de  même  valeur,  il  ne 
doit  y  avoir  qu'une  case  d'intervalle. 

Deuxième  règle.  Si  deux  pièces  A  et  B  de  même  cou- 
leur ont  entre  elles  une  pièce  C  de  couleur  opposée  et  telle 
qu'on  ait  C=A+B,  elles  s'emparent  de  la  pièce  G. 

Troisième  règle.  Si  une  pièce  est  entourée  dans  les  quatre 
cases  voisines  de  quatre  pièces  adverses,  elle  est  prise. 

Régie  du  jeu  des  pyramides, 

La  pyramide  équivaut  à  autant  de  jetons  qu'elle  a  d'as- 
sises, et  ces  assises  sont  soumises  aux  règles  précédentes  des 
jetons  ;  exemple  :  Le  5,  rond  noir  devant  jouer  se  trouve  sur 
la  même  ligiiie  que  la  pyramide  blanche,  et  il  y  a  5  cases  vides 
d'intervalle  ;  or  5x5  font  â5  qui  est  inscrit  sur  l'assiae  5;  la 
pyramide  a  le  droit  do  se  racheter  et  l'adversaire  prend  un  25 
parmi  les  jetons.  Mais  si  ce  25  était  déjà  pris,  selon  les  an- 
ciens, les  noirs  n'ont  droit  à  rien  ;  mais  selon  Boissière,  les 
noirs  peuvent  prendre  une  piècequelconqueà  volonlé:  si  c'est 
la  base  de  la  pyramide  qui  est  attaquée  elle  perd  le  droit  de 
rachat  et  est  enlevée  ;  on  voit  aussi  combien  la  pyramide  a 
4>Yantagc  pour  enlever  des  jetons  au  moyen  de  ses  assises. 
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Conventions  du  jeu  relatives  au  gain. 

Les  conventions  sont  de  deux  genres  :  1^  commuocs; 
2^  distinguées. 

Conventions  communes.  Le  gagnant  doit  aToir  le  plus 
grand  nombre  de  pièces ,  ou  bien  le  plus  grand  nombre  de 
points  en  prenant  la  valenr  numérique  des  pièces  pour  au- 
tant de  points  ou  bien  le  plus  grand  nombre  de  chiffres  ;  oq 
peut  encore  combiner  ces  oouTentions  ensemble. 

Conventions  distinguées.  Elles  sont  de  trois  sortes  : 

V  La  grande  victoire.  Quand  on  parvient  à  faire  entrer 
dans  le  champ  de  l'adversaire  trois  nombres  formant  une 
proportion  j  ou  géométrique,  ou  arithmétique ,  ou  harmo- 
nique. 

2°  La  victoire  majeure.  Si  Ton  parvient  à  faire  passer 
dans  le  champ  de  l'adversaire  quatre  nombres  tels  que  trois 
forment  une  de  ces  proportions  et  trois  une  autre  de 
ces  proportions.  Exemple  :  2,  3,  4,  8,  où  Ton  trouve  2,  3, 4 
proportion  arithmétique,  2,4,  8  proportion  géométrique, 
ou  bien  3,  4,  5,  15;  ici  3,  4,  5  forment  une  proportion 
arithmétique;  3,  5, 15,  une  proportion  harmonique. 

3*^.  La  victoire  suprême.  Lorsque  les  quatre  nombres  pré- 
sentent en  même  temps  les  trois  proportions.  Exemple:  2,  3, 
4,6,  on  y  trouve  2, 4,  6  ;  2, 3  :  :  4,  6  ;  2, 3, 6  proportion  harmo- 
nique.— 11  est  facile  de  trouver  quatre  nombres  qui  jouissent 
de  celte  propriété.  Boissière  donne  ensuite  (feuillet  41, 
verso)  la  description  d'un  autre  jeu  Bhythmomachique,  dit 
des  Chaldéens,  et  qu'il  a  trouvé  dans  un  opuscule  alfglais , 
traduit,  à  ce  qu'on  dit,  du  chaldéen,  et  qui  lui  a  été  commu- 
niqué par  un  Anglais ,  nommé  Thomas  Topcliphe ,  dont  il 
fait  un  éloge  fort  singulier  en  ces  termes  :  «  Yix  excelleo- 
tiorc  et  eruditione  et  honestate,  quam  vix  quisqoam  de 
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anglo  homine  sibi  posset  persuaderc  :  neqoe  hoc  dictatn  Te-- 
lim,  qnô  quis  existimet  me  anglici  nominis  majcstatcm  velh* 
immioucre  (nam  Anglos  aliis  hominibus  infcriorcs  esse  non 
jadico],  scd  quôdabsoluta  bominis  pcrfcclio  maximœ  mihi 
sit  admirationi.  »  On  voit  que  les  sots  préjugés  nationaux, 
même  entre  savants  ne  datent  pas  d'aujourd'hui. 

Dans  ce  jeu  chaldéen  les  pièces  sont  les  mêmes  que  d«ins 
le  jea  Pythagoricien,  mais  la  marche  est  diiïérentc.  Les 
ronds  ne  peuvent  avancer  qu'obliquement  et  d'une  case 
seulement;  les  triangles  marchent  droit  et  trois  cases,  à 
partir  de  celles  qu'ils  occupent  ;  les  carrés  de  quatre  case-;, 
aussi  à  partir  de  celles  qu'ils  occupent  et  toujours  droit. 
Pour  se  sauver  d'une  attaque,  une  pièce  peut  sauter  comme 
le  cavalier  aux  échecs ,  et  une  pyramide  marche  comme  la 
reine  aux  échecs.  Les  pièces  se  prennent  par  addition,  sous- 
traction, multiplication,  division.  Cet  énoncé  peut  suffire. 

Boissière  cite,  parmi  les  anciens  qui  se  sont  occupés 
de  Rhythmomachie,  le  pape  Gerbert,  du  onzième  siècle; 
Hermanuus  Contractus  (le  rachitique),  auteur  du  trei* 

• 

zième  siècle,  Nicolas  Oreslinus,  et  parmi  les  contempo- 
rains Orontius  Finœus,  et  surtout  le  célèbre  et  malheureux 
Jacques  Fabre  d'Etaples  qui  a  joint  à  son  édiiion  (pre- 
mière, 1496,  deuxième,  1514)  deFarithmétiquede  Jordanus 
Nemorarius,  auteur  du  douzième  siècle,  un  appendice  de 
quatre  pages  in-folio,  sous  forme  de  dialogue  sur  laRithmo- 
roachie.  Il  a  dédié  cet  opuscule  à  Bcrnardo Yencario,  doclori 
medico  numerorum  amatori.  On  sait  qu'autre  fois  les  méde- 
cins ne  négligeaient  pas  les  mathématiques  ;  ce  même  doc- 
teur dit  en  parlant  de  ce  jeu:  «Ludum  numerorum  non 
illiberalem ,  quem  deceat  stndiosos  adolescentes  cognoccre, 
ne  nîmium  tetrice  videantur  advcnlassc  disciplina ,  et  quo 
înterdum  studii  defessi  primi  earum  tyrones  solentur  ani- 
mum  et  cnm  utili  ocio^  tum  honesto,  vires  custodiant  inco- 
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lames.  Talcprœfccto  consilium mciicmn  dccuit  ».  Toulon 
rendant  jastice  aux  bonnes  intentions  qui  ont  dicté  ce  con- 
seil,  nous  croyons  que  les  exercices  gymnastiques  sont  plus 
propres  à  conserver  les  forces  aux  jeunes  gens  que  les  jeux 
rhylhmoniachiques  les  plus  raffinés.  Nous  reviendrons  sur 
cette  édition  curieuse  de  Jordan  dont  la  seconde  est  sortie 
des  presses  de  Henri  Etienne  Tancien.  L'ouvrage  de  Bois- 
sièrc  est  terminé  par  le  dialogue  cité  ci-dessus  de  Fabre, 
qui  a  lieu  entre  Alcmeon ,  disciple  de  Pythagorc,  et  deux 
jeunes  gens,  Bathille  et  Brontin  ;  contient  une  description 
très-succincte  du  jea,  et  serait  inintelligible  sans  le  travail 
de  Boissière.  Un  auteur  italien  s'en  est  aussi  occupé  dans 
un  opuscule  qui  a  pour  titre  -  «  Il  nobilissimo  et  antîquîs- 
simo  Giuoco  Pythagoreo,  nominato  Rytbmomachia  »  cive 
battaglia  de  consonantie  de  numerii  ritrovato  per  utilîtà  et 
solazzo  delli^studiosi  et  al  présente  per  Franccsco  Barozzi 
gentilhuomo  venetiano  in  lingua  vulgare  ii>  modo  di  Para- 
phrasi  composto.  In  Venetia,  15725  p.  in-4.  » 

Barozzi  a  éié  traduit  en^llemand  par  (Gustave  Selcnus  qui 
l*a  joint  avec  des  gloses  tirées  de  Boissière ,  à  son  ouvrage 
sur  le  jeu  des  échecs.  Das  Schach  Oder  Kœnigs-Spiel  von 
Gustavo  Scleno;  Leip. ,  1617,  in-folio.  Nous  trouvons  ces 
renseignements  dans  Tbistoire  des  mathématiques  de  K^est- 
ner,  liv.  I,  art.  Jordanus  ;  histoire  qui  mériterait  de  trouver 
un  traducteur. 

Nous  devons  à  M.  Chasles  la  communication  de  l'ouvrage 
de  Boissière,  sajet  de  cette  notice;  il  fait  partie  de  la  précieuse 
collection  mathématique  dont  notre  excellent  géomètre  fait 
un  si  fécond  emploi,  un  si  libéral  usage. 

Dans  une  lettre  à  M.  Letronne  sur  un  abacus  athénien 
insérée  dans  la  Revue  archéologique  du  15  septembre  dernier, 
M.  le  professeur  Vincent ,  après  avoir  expliqué  avec  son 
érudilion  ordinaire  et  avec  une  grande  lucidité,  Tusage 
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artthttiélique  de  cette  table  à  compter,  conjcctare  qu'elle  a 
pa  servir  simaltanément  comme  iablt  à  jouer ^  comme  table 
rhythmomachique.  Il  est  probable  même  que  ces  tables  ont 
donné  naissance  à  nos  jeux  de  cartes  qui,  àcertains  égard*», 
ne  sont  que  des  combats  de  nombres.  Les  arithméticiens 
des  deux  derniers  siècles ,  tels  que  Legendre ,  Barème  ^  con^ 
tiennent  encore  des  règles  pour  calculer  avec  des  jetons 
(icecraoi);  de  là  aussi  Torigine  connue  de  chambre  de  Véchi'^ 
quier  pour  chambre  des  comptes;  encore  de  nos  jours,  les 
rosaires  et  les  chapelets  sont  des  abaques  linéaires. 

Tm. 


SIMPLIFICATION  DANS  LA  SOUSTRACTION 

de  deux  fractions  numériques;  d'après  M.  Bardely  ancien 
bénédictin,  (  Comptes  rendis  de  Vj^cad,^  2™*  série ,  1835 , 
p.  44). 


a        c       a(d'-c)~c{b~a)  .  .,        .  . 

On  a  :  7- ,  = —r-f-^ î  lorsque  a  et  t>,  c  et  rf 

b       a  bd  ^  ' 

diflèrenl  peu  )  le  numéraleur  du  second  membre  est  plus 

facile  à  eiïeclucr  que  le  numérateur  ordinaire  ad — bc. 


QUESTIONS. 


134.  La  surface  d'un  cylindre  oblique  à  base  circulaire ,  est 
égale  à  celle  d*un  rectangle  dont  un  cùté  serait  le  diamètre 
de  ce  cercle ,  et  l'autre  côté  la  circonférence  d'une  ellipse , 
ayant  pour  axes  principaux  la  hauteur  et  Taréte  du  cylindre* 

BniNfiLRY. 
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135.  Quelle  relation  doit  exister  entre  le  côté  d'un  triangle 
isocèle  et  la  base,  pour  que  la  bissectrice  de  l'angle  à  la  base 
ait  un  rapport  donné  avec  le  côté  du  triangle?        (Yiete). 

136.  Construire  le  quadrilatère  dont  on  connait:  l'»  une 
diagonale  ;  2*  les  angles  qui  ont  leurs  sommets  aux  extré- 
mités de  cette  diagonale  ;  3""  les  projections  des  deux  antres 
sommets  sur  cette  diagonale.  Discuter  le  cas  particulier  où  les 
angles  donnés  sont  droits.  (Piobert). 

137.  L'enveloppe  des  bases  de  tous  les  triangles  rectilignes 
qui  ont  un  angle  commun ,  et  même  périmètre  est  un  cercle. 

Même  propriété  pour  le  triangle  sphériquc. 

138.  Une  parabole  ayant  le  foyer  Gxe  et  touchant  une  co- 
nique donnée»  de  même  foyer  ;  si  Ton  mène  par  le  foyer  une 
droite  faisant  un  angle  constant  avec  Taxe  variable  delà  pa- 
rabole, le  lieu  du  point  d'intersection  de  cette  droite  et  de  la 
parabole  variable  est  une  conchoïde  du  cercle  (Limaçon  de 
Pascal).  (Ghaslfs). 

139.  Connaissant  le  dividende,  le  diviseur  et  le  résidu 
d'une  division,  comment  Irouve-t-on  les  chiffres  du  quotient 
de  droite  à  gauche  ? 


ANNONCE. 


Traité    d'algêbrr,    par   E.    Gentil»   ingénieur    au    corpi 

m 

royal  des  mines,  ancien  élève  de  l'Ecole  polytechnique. 
Première  partie,  Paris,  librairie  de  Firmin  Didot  frères, 
rue  Jacob ,  56 ,  et  chez  l'auteur,  rue  de  Lille ,  90 ,  1846 , 
in-4'de  181  pages. 

f  La  seconde  partie  est  sous  presse,  et  paraîtra  fiu  décembre. 
Los  deux  parties  se  vendent  séparément). 


I 
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CONSTRUCTION 
tkê  narmahê  d  la  parabole  par  un  point  pris  tur  la  parabole. 


{Fig.  58.)  Parle  polat  M  abaissez  MP  perpendiculaire  sar 
l'axe,  et  prolongez  jusqu'en  M' symétrique  de  M. 

Prenez  PN  ^  -  OA  =p^  demi -paramètre  delà  parabole. 

MN  est  une  des  normales.  Joignez  AM' ,  et,  par  le  point  I , 
milieu  de  OA ,  menez  IH  parallèle  à  AM'. 

Si  AP  >-  4/7,  c'est-à-dire  si  le  point  est  au  delà  de  la  dé- 
veloppée EDF,  IH  coupera  la  courbe  en  deux  points  N',  N''; 
MN',  MN"  sont  les  deux  autres  normales. 

Si  M  se  confond  avec  le  point  E,  IH  sera  tangente  à  la 
courbe,  et  il  n'y  aura  que  deux  normales. 

Si  M  est  en  deçà  du  point  E,  IH  ne  rencontrera  pas  la 
courbe ,  et  il  n'y  aura  qu'une  normale. 

â.  {fig.  $9)  Si  le  point  IM  est  sur  la  développée  EDF,  abaissez 

rordonnée  MP  et  prenez  1)1  =  -DP;  MIN  est  normale  eà  N. 

Élevez  l'ordonnée  NQ,  et  prenez  QR  =  âNQ  ;  pois  menez 
RN'  parallèle  à  l'axe,  MN'  est  normale  en  N\ 

Je  crois  qu'il  est  possible  de  tirer  parti  de  ces  conslrnc- 
tioDS  et  de  les  appliquer  aux  cas  où  le  point  M  se  trouve  au 
delà  oaen  deçà  de  EDF. 

Lea  eorrespondants  similaires  peuvent  conduire  à  la  solu- 
tion  da  problème.  (Y.  t.  II ,  p.  186.) 


-61»  — 


4 


THÉORÈMES 

$ur  le$  angles  de$  polygones  plans  convexes  «I  des  polffganes 

spkériques  convexes. 


Élète  en  mathématiques,  à  Mantille. 


TeÉORfeiiE  î.  Dans  tout  polygone  plan  convexe ,  ayant  plus 
de  quatre  côtés,  le  nombre  desangles  droits  ajouté  au  nombre 
des  angles  aigus  est  toujours  moindre  que  quatre. 

Démonstration  Soient  o,  d^  a  le  nombre  des  angles  obtus, 
droiU  el  aigus  d'un  polygone  convexe  de  n  côtés;  on  a  donc 
f^^d+a  =  n\  chaque  angle  obi  us  est  mdindre  que  deai 
droits  ;  donc  (2o  +  ^  +  à)  surpasse  le  nombre  de  droits  con- 
tenus dans  la  somme  des  angles  du  polygone  ;  de  là  l'inéga- 
lité  2o  +  rf  +^  >  2n  —  4.  Éliminant  o  au  moyen  de  l'é- 
quation ,  il  vienl2/i  — rf  —  «  >  2/i  -  4  ^  donc^-j-  a<4, 

c.  q.  f-  d. 

Corollaire.  Le  nombre  des  angles  obtus  surpasse  n  —  ♦. 

Théorèmb  II.  Même  énoncé  pour  le  polygone  sphériqne 

convexe. 
DémmsêraUm.  Conservons  la  même  notation  ;  un  Uriangle 

sphérique  coniient  2(1  +e)  angles  dièdres  où  e  représente 

rexcès  sphérique  moindre  que  l'unité.  Donc  un  polygone 

de  n  côtés  contient  2/i  —  4  4-  2c  angles  droits,  où  e  est  la 

somme  des  n  —  2  excès  sphériques  répondant  aux  /i  —  2 

iriangles  qui  compoatnt  le  polygone.  Raisonnant  comme  d- 

dessus ,  on  obtient  rinégalité  2«  -  (a + ^  >  2n  —  4 + âe. 

Il  est  évident    que  2e  doit   être  moindre  que  4.   Donc 

^  -j.rf  <  4  —  2c,  et,  d  fortiori,  «  +  ^  <  4. 


^ 
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Corollaire  1 .  Dans  an  aogle  solide  convexe ,  le  nombre 
des  angles  dièdres  droits  ajoutés  ao  nombre  des  angles  diè- 
dres aigus  Ait  moindre  qae  4. 

Corollaire  3.  Soit  S  le  nombre  dés  sommets  d'on  polyèdre 
conyexe;  te  nombre  total  des  angles  dièdres  droits  et  aigns 
est  moindre  que  4S. 

Corollaire  9.  F  et  A  étant  le  nombre  des  faces  et  des 
arêtes,  on  a  la  relation  d'Euler  S-f  F=A-f  2.  Donc  le 
nombre  total  des  angles  dièdres  droits  et  aigus  est  moindre 
quelA— 4F  +  S. 

NoU,  Les  deux  théorèmes  se  déduisent  directement  de 
cette  considération.  Dans  un  polygone  plan  convexe,  la  somme 
des  suppléments  des  angles  est  égale  à  quatre  droits,  et  dans 
nn  polygone  sphériqoe ,  à  moins  de  quatre  droits. 

Tm. 


MÉMOIRE 

gur  la  théorie  des  réiiduB  dans  les  proportions  géométrûiues  {fin) . 

(FWè'V  175.) 


PrDfinMor  «o  eollége  royal  d'Audi. 


27.  TniORÈMB.  Dans  toui  système  dont  la  hase  P  esi  pne 
puissance  d^uanombre  premier  impair  y  si  n  est  un  Oi^iseurde 

\  i(P),  il  y  aura  i(n)  périodes  de  n  lermei . 

;  Soit  a  une  radne   primitive  du  système  P$   potona 

i(P)  s  mn  ;  si  OU  prend  dans  la  période  de  a  un  terme  dont 
le  rang  soit  mn',  n'  étant  premier  avec  n ,  la  période  engen- 


—  «6  - 

*{P) 
drée  par  ce  terme  sera  de  — • ,  oa  n  termes ,  d'après  h  régit 

du  D*  10.  Or,  comme  on  peut  prendre  pomr  ri  tcms  les  nom- 
bres inférieurs  et  premiers  à  n ,  on  Toit  qu'il  y  aura  dans  la 
période  de  a  i{n)  nombres  engendrant  des  périodes  de  n 
termes,  c.  q.f.  d. 

Remarque.  Cette  démonstration  fait  croire  quele  tliéorème 
a  lieu  dans  tout  système  qui  possède  une  période  complète. 

28.  Théorème.  Lorsque  la  bcue  P  est  une  puiesance  d^um 

nombre  premier  impair^  la  m^^^  colonne  du  sysUme  contiaU 

tous  les  termes  d*une  période  dofU  le  nombre  des  fermes  est 

i(P) 

—,  d  étant  leplus  grand  commun  dimseur  de  m  et  i(P). 

Soit  a  une  racine  primitive,  et  supposons 

a*  =  P  +  a. 

*(P) 

La  période  de  a  relativement  à  P  sera  de  — r-  termes  (f  0). 

a 

Or  de  l'égalité  précédente  on  tire  : 

(«•)•  =  ?  +  «• 
(a»r=P  +  a» 
(a<r=:  p  +  a*. 


Lis  a,  a*,  a*  donnent  pour  résidus  tous  les  nombres  infé- 
rieurs et  premiersà  P.  Donc  ces  nombresélevés  k  la  m^ puis- 
sance donnent  tous  les  termes  de  la  période  de  a;  donc  la 
m^  ccdonne  renfermera  tous  les  résidus  de  cette  période , 

c,  q.  f.  d. 

â9*  TnâoBftMB.  Toutes  choses  étant  posées  comme  au  tkéo- 
rême  précédef^ ,  U  même  résidu  se  répétera  d  fois  dam  la 
m*"^  colomu. 

Soit 

h.,  A.,  à, b. 
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ane  période  de  d  tomes ,  on  aora  ^/  a  P-|-  f ,  et  par  cou- 

séquent  6,  =s  P-}-  f ,  paisqae  m  est  d.  Il  sait  de  là  qae 
n^b^  donne  le  même  résida  que  a^.  La  tnéme  chose  ponyanl 
se  dire  de  b^ ,  de  ^, ,  etc.,  il  en  résolte  que  le  nombrtf 

ou  leurs  résidus  par  rapport  à  P,  élevés  à  la  tn^  puissance, 

■ 

sont  tons  P-f-»-  Doue  le  même  résida  se  répète  au  moins 

cf  fois,  et  comme  il  t  a  dans  la  m^^  colonne  -7^  résidas  diSft- 

rents ,  on  ne  doit  pas  trouver  plus  de  d  fois  le  même ,  antre* 
ment  la  m^^  colonne  renfermerait  un  nombre  de  termes  su- 
périeur à  i(P).  Donc .  etc. 

30.  Si  Ton  a  bien  suivi  les  raisonnements  qui  précèdent , 
on  a  dû  voir  qu'ils  nes*app1iquent  pas  an  cas  où  la  base  est 
une  puissance  dç  â.  Voyons  ce  qui  doit  se  passer  dans  un 
pareil  système. 

Si  P  =  a",  *(P)  =  2*"'  ;  une  période  complète  devrait 
avoir  2*^'  termes^  mais  il  est  facile  de  voir  qu'aucune  pé- 
riode ne  peut  avoir  plus  de  2*^  termes.  En  effet ,  on  a  iden- 
tiquement : 

Le  second  membre  renferme  m  —  1  factears  pairs ,  et  est 
par  conséquent  divisible  par  2*^  ;  mais  l'un  des  deux  fac- 
teurs a — 1 ,  â-}-  i  est  divisible  par  4  ;  on  aura  donc  toujours, 
a  étant  un  nombre  impair  qneiconqi^e  : 


«•      -1  =  2-. 


Ainsi  il  n'existe  pas  de  racine  primUine  absolue  dans  b 
sj/siême  2*. 
31.  Dans  le  système  qui  nous  oceope,  il  est  possible  d* 


déterminer  djrectemeDt  les  racines  primitives  4e  âf  par  np* 

port  à  3*,  A  étanl  an  pins  égal  à  m  —  2. 

Noua  aapposerons  d*abord  i»  >  I  ;  a  déaigoani  Fane  dea 
racinea  cl^rctiéea,  qui  est  néceaaairemeDt  impaire,  od  a  iden- 
tiqoement  : 

a-_  I  =  (a-  1)  (a+i)  (a'  +  l)  (a''+  t)....  {a^^  —  I). 

Lea  facteurs  a'  -|- 1 ,  a'  -|-  l--*  sont  tous  divisB>lea  par 
S  aans  l'être  par  4.  La  plus  haute  puissance  de  â  qui  divise 
leur  produit  est  donc  âT^.  Donc 


le  second  membre  doit  être  divisible  par  S*  sans  l'être  par 
2**"*"'.  On  doit  donc  avoir  : 

(a— 1)(a  +  1)  =  à-"*+'. 

L'un  des  deux  facteurs  a  —  1 ,  a  -f-  i*  est  divisible  par  2 
sans  Têtre  par  4 ,  Tantre  devra  donc  êtreé^al  8  2*"*  multi- 
plié par  un  nombre  impair.  Par  conséquent ,  il  y  aura  deui 
manières  desalisraîre  à  l'égalité  précédente,  soit  en  posant 

tf  —  1  =  2"^  (26  + 1) , 
ou  bien  : 

et  alors  a  devra  être  de  Tune  des  deux  formes  suivantes  : 


U.  a=2"*^(26+l)  — 1. 

32.  Voyons  maintenant  combien  il  y  aura  d^entiers  infé- 
rieurs à  2*"  et  remplissant  ces  conditions. 

Prenons  d'abord  les  nombres  de  première  espèce.  On  ne 
peut  pas  supposer  26  +  1  =r  2*  -f"  i  >  puisqu'on  en  tirerait 
a>2*;  maison  peut  faire 26  +1  =  2* —  1,  ou  6=  a*^— i, 
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puisqu'on  en  tire  a»  2*— 2*^  +  1  <  2* .  On  pourra  donc 
prendre  pour  b  les  valeurs  suivantes 

0,  1,  2,  3  ,  •  .  .  2^  -  f , 

au  nombre  de  Sf^'.  Donc  a  es(  susceptible  de  2^^  valeurs 
do  première  forme. 

On  verrait  de  même  que  les  solutions  de  seconde  forme 
sont  aussi  au  nooibre  de  2^' ,  d'où  l'on  peut  conclure  ce 
théorème  : 

Z>afts  le  système  2"^,  n  étant  campri»  entre  2  et  2^,  il  y  a 
2"  périodes  de  2*^  termes, 

.  33.  Jusqu'à  préfet  nous  avons  supposé  »>>  1.  Si  a=1, 
OQ  a  à  satisfaire  à  Tégalité 

a»— t  =  '2-, 

laquelle  est  satisfaite  par  rentier  1 ,  générateur  d*une  pè* 
riode  d*un  terme  et  par  les  nombres 

2*^  —  1,  2"^'  +  l,  2-— 1, 

«        •         • 

associés  doubles  par  rapport  à  2**,  et  générateurs  de  pé- 
riodes de  2  termes.  Il  y  aura  donc  3  périodes  de  2  termes. 

Indiquons  maintenant  une  vérification  des  calculs  précé- 
dents. Comme  nous  venons  de  le  voir^  il  y  aura  : 

1  période  de  1  terme 

2  +  i  —        2 
2*               —        2* 


Le  nombre  total  des  périodes  sera  donc  : 

1  +  (t  +2+2*+  ...  +  2"-*)  =  1  -t-(2"^'  -  1)  =  2' 
ainsi  qu'on  devait  s'y  attendre. 
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$1V. 

tkê  tystèmes  de  périades^dont  la  base  est  un  nombre  compote. 
—  Des  résidus  dans  les  progressions  géométriques  qudcom- 
ques. 

34.  Supposons  que  les  lettres  A,  B,  C...  L  représeotent 
cbacuoe  oa  un  nombre  premier  ou  une  puissance  d'un  nom- 
bre premier  impair  différent,  et  posons  : 

P  =  ABC  ...Lj 

Soit  N  un  entier  premier  aTec  P  et  générateur  d'une  pé- 
riode de  a  termes  dans  le  système  A ,  de  p  dans  le  système 
B ,  etc.,  et  cherchons  quel  doit  être  le  nombre  des  termes  de 
la  période  dans  le  système  P. 

II  s'agit  de  trouver  la  plus  petite  yalem*  entière  propre  I 
satisfaire  à  l'équation 

N'-t=P, 

Or  on  y  satisfera  évidemment  en  prenant  j:  i  la  fob 

•    •    •        • 

«1  ?9  7»  •••A*  Donc  la  plus  petite  valeur  que  l'on  pourra 

donner  à  a:  sera  le  plus  moltiple  commun  de  a,  p ,  7, ...  X, 

ce  que  nous  exprimons  ainsi  : 

x=  m(a,  p,  f,  ..•>). 

35.  Cherchons  maintenant  quel  e^t  le  plus  grand  nombre 
de  termes  dont  une  période  puisse  se  composer. 

Les  nombres 

a,     P,     7,  .  .  .  i 

doivent  être  respectivement  des  sou»-multiples  de 

^(A),  î(B),£(C),  ...t(L). 
Donc  on  aura  : 


m(«,  P,  Yi  ..•>)  I:w[i(A),  t(B).  i(C),  ...»{L)1; 
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mais  i(A) ,  i(B),  ...  i(L)  sont  des  nombres  pairs ,  par  consé^ 
quant  non  premiers  entre  eax.  Lenr  pins  petit  multiple  com- 
mun est  donc  inférieur  k  leur  produit  ou  à  /(P).  Donc  on 
aura: 

Ainsi  U  n'y  a  poM  de  raines  primiHvts  dànê  tout  ij/Uêmê 
dofil  la  base  e$i  le  produit  dephmear$  fumbree  prtmen  tm- 
pairt. 

36.  Posons 

et  désignons  par  L  nn  sous-multiple  de  K ,  je  dis  qu'il  y  aura 
dans  le  système  P  une  période  de  L  termes. 
Pour  le  démontrer,  supposons  que  les  nombres 

a,  p,  7,  ...  > 

soient  respectivement  des  sous-multiples  de 

*(A),*(B),*(C),...*(L); 

et  d'ailleurs  choisis  de  telle  sorte  que 

k  =111  (a,  Py  7  y  ...  X). 

On  tfOQTera  nécessairement  un  système  de  nombres 

a^  by  Cy ,»,  l  f 
générateurs  de  périodes  de  • 

«»  P#  7>  •••  ^ 
termes ,  dans  les  systèmes 

Af      Bf      G  y     ...'     li. 

D'un  antre  c6té ,  on  peut  toujours  trouver  nn  nombre  N 
moindre  que  P»  et  un  eeul  satisfaisant  aux  conditions  sui* 
yantes: 

N  =  k  +  a  =  B  +  b=C  +  c...  =  L+l. 
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Or  N ,  il'iiprès  le  d*  34,  engendre  dans  k  systèoM  P  one  pé- 
riode donlle  nombre  des  termes  est  m(ff ,  p, 7,  ...  X)  on Ar. 
Donc  notre  pnqKMîtion  se  trouve  démontrée. 

37.  Cherchons  maintenant  combien  il  y  aura  de  périodes 
de  k  termes. 

II  y  a  1(9)  nombres  qai ,  dans  le  qrstëoie  A,  engendrent, 
comme  a ,  une  période  de  a  termes  3  »(P)  nombres  qnî ,  dans 
le  système  B,  engendrent,  comme  6,  une  période  de  p 
termes,  etc.  Donc  on  pourra  trouver  î[a)  î(?i  i{y) ..- iQ) 
systèmes  analogues  k 

a ,     b  f     c ^  ...  l , 

et  par  conséquent  pour  chaque  manière  de  satisfaire  à  la  le- 
lation 

le  nombre  de  périodes  de  k  termes  sera 

Donc  le  nombre  total  des  périodes  de  k  termes  sera  donné 
par  la  formule 

en  prenant  successivement  pour  a«  p ,  y,  >..  >  tous  les  nom- 
bres propres  à  satisfaire  aux  relations  ci-dessus  énoncées. 

38.  Ce  que  nous  venons  de  dire  s'applique ,  à  peu  de  mo- 
difications près,  aux  systèmes  d(9nt  la  base  est 

a^A,  B,  C,  D...L, 

m  étant  plus  grand  que  2.  Seulement  le  maximum  du  nom- 
bre des  termes  d'une  période  est 

*  =  m[2-^,  Î(A),  i(B),  ...t(L)], 

ce  qui  tient  à  ce  que  dans  le  syst^e  2**  il  n'y  a  pas  |ie  pé- 
riodes de  plus  de  2"^  termes.  Mais  si  m  =s  l  ou  2,  on  aura  : 

i  =  mli(A),  m,  *(C),...î(L)]. 


Dans  le  cas  où  m  =  1  et  où  P  n'adqiet  ,411'jan  seul  noiobre 
premier  impair,  on  a  plus  simplement  : 

A  =  »(A)  =  .-(2A)  =  .-(P), 

et  par  conséquent  : 

Il  existe  des  raeines  primitiTes  dans  tout  système  dont  la 
base  est  le  double  d'un  nombre  premier,  ou  le  double  d'une 
puissance  d'an  nombre  premier  impair  (*}. 
.    Uh  pareil  système  jouirait  donc  de  tout^  les  propriétés 
qui  tiennent  à  l'existence  des  racines  primitives. 

Dans  toutes  les  autres  circonstances  on  aura  évidemment 
k  <C  <(P),  et  par  conséquent  on  a  ce  théorème  général  : 

Il  n'existe  de  racines  primiHves  que  dans  tout  système  dont 
labase  «si  ou  unepuissa$^ee  au  le  doubk  éPune puissance  f un 
nombre  premier  impair. 


SUR  L'INSCRIPTION 
des  polygones  réguliers  de  i  bel  de  il  côtés. 


Problême.  Résoudre  l'équation 

cosnor — rosmxsO,  {a) 

on  A  et  m  sont  des  entiers  positifs  dont  m  est  le  |das  grande 
SoluHan.  On  a  : 

.    111  +  /1''    .    m — n 
00s nx  —  cos^j:=Ssm  — ^  x  sin  — — - x  ; 


(*}  H  Ml  âSMs  rcmtfqutble  qae  le  double  (Fan  nombre  premier  le  comporta 
preiqiie  tolûoiin  eomme  on  nombre  premier.  Celle  eireoniUDce  9'ea|  d^  prè^ 
•entée  dîne  noire  article  rar  lei  aisociés  doablei . 


mdcn 
pour  que  le  deostème  membre  soit  naïf  il  faat  poser  — —  x, 

égal  à  un  multiple  ^tr  de  la  demî-circonféreDce.    De  la 

ir^  k 

X  =  ■ ,  TéqnatioD  (a),  qui  devient  algébrique ,  et  da 

degré  m  quand  on  pose  ooa  x  =^,  donne  donc  la  division 
de  la  circonférence  eam-^-n  parties  égales ,  et  la  division 
en  m  —  n  parties  égales. 

Soit ,  pour  exemple  particulier,  Téquation 

C0816X  — C0SX=r0.  (b) 

Ce  sera  le  cas  de  la  division  en  17  partieségales  et  en  15  par- 
ties aussi  égales. 

Les  racines  de  Téquation  {b) ,  rangées  par  ordre  de  gran- 
deur, seront  donc  : 

2it  2lt  ^   2ir  ^    2ir  ^2» 

COSU.  COS  -rz't  C08  — ,  COS  2.  — ,008  2.  77  ,  ces  3.  72, 

17  15  17  15  17 

2ir  2ir  2ir  2ir  2ir 

C0S3,— ,C08  4.  ^-,C08  4.   îgiCOSS.  — ,C06  5.— ,        . 

^   2ff  ^    2ic  ^    2it  2ir  ^   2:r 

COS ^.7-,  cos6.  7-,  COS  7-  rziC0«7-  — ,  cos8.  — . 

17  15  17  15  17 

Or,  la  formule 

2.cos2«=(2co8o»)*  —  2, 
d'où 

2C0S4<»=s  (2COS2m)'  — .  2  ar  (2C0S»)*—  4(2C0Sft>)'+9, 

donnera,  en  posant  2cosxs=^,  2oo84j:=z, 

»=^*-4^+2,    ^=8*-4**+2,  (e) 

la  seconde  équation  revenant  à  2co8l6x=2oo8Jr. 

(Au  lieu  de  ce  système  (c),  on  aurait  pu  obtenir  un  système 
de  quatre  équations ,  traité  par  M.  Amiot ,  dans  son  mémoire 
sur  les  polygones  réguliers  {Amnaki ,  t.  III,  p.  272,  (A)0 
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Poar  résoudre  le  système  (c),  qui  conduit  à  nM^oatioii 
da  seizième  d^ré ,  on  fera  : 

y — fi-'  *-    2  * 

et  les  équations  (c) ,  combinées  par  addition  et  soustraction, 
donneront  : 

la  seconde  équation  donne  d'abord  ?  =  0 ,  ce  qui  réduit  la 
première  à 

^_16p'-8p+32=:(p— 4)    (/I+2)  (/i'+2/i-4); 

de  là,  à  cause  dé/7  =  4cos x,  le  cosinus  cbercbé  prendra 
les  quatre  valeurs  : 


ou 


2ic  ^     2iï  ^    2ir 

COSO,      COS---,      C063.77,     C086.~; 
3  15  15 

autrement , 

^2»  2w  ^  îit 

COSO,     C06— -,  «»— ,     C0S2.---. 

3  5  5 

La  seconde  équation  {d)  donne  encore  : 

^•+^•  =  8-^,  oubieny«=-/»«+8~, 
ce  qui  réduit  la  première  équation  (d)  à 

qui  se  décompose  ainsi  : 

Le  deuxième  facteur  étant  comparé  à 
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[i^+lp-iy=p*+p*-lp*-p+i. 


M  met  de  suite  soos  la  forme  : 


ainsi  l'équation  (e)  devient  : 

(p'-p-i)  ^;,'+l(l_l/17);^l)    L*^{t+ViT)p-i')=0 

Gbaqae  facteur  étant  de  la  forme 

/—  2A/»  -  1  =  0,  d'où  p=  A  ±:  \/l  +  A*', 
il  en  résultera  : 


••f/) 


Î=±V7+ÎA— 2A'qF2{A  +  i)V/l  +  A'. 

Pour  le  beleur,  />*— p  — IsO.  A=-,  et  les  quatre 
▼alemrs  du  cosinus  sont  : 


^  (i  zh  l/5±  1/30  q:  61/5). 


lies  signes  supérieurs  qui  affectent  |X5  devant  être  pris 
ensemble,  de  même  que  les  inférieurs,  il  n'y  a  que  quatre 
yaleurs  qui  répondent ,  comme  on  le  voit  facilement ,  à 

cos  -r,  cos  2.  -r,  cofe4  .— - ,  cOsT.-^. 
15  15  15  15 

Pour  le  second  facteur  de  l'équation  (/] ,  on  fera  : 

A=l(|^17-l), 


«t  le  oMioas  prendra  les  qoatre  ▼aiean  : 

^(_l4.j/n+|/3*-2l/17j±: 
±  i  >^17  +  3l/17- 1^34— â|/17—  2  V^3* -J-  21/17, 

J_  (_  1  +  l/f7  -  1^34  —  21/17)  ± 
16 

±l|/lT  +  8^'f7-|-k3*— «l/17  +  2|/3#-l-SH/l7. 

Pour  le  troisième  facteur,  A  =7(—  i/17  —  1),  et  le  co- 
riouB  prendra  les  quatre  valeurs  : 

jg  (  - 1  - 1/17  4-  i/»rr2i/ï7)  ± 

d=^>^17— 31^17  — 1/34  +  21/17  —  2\/84  —  21/17, 

l(_i  _  1/17  -  1/34+ 2  i/n)  ± 

±-l/i7— 31/17+  K34  + 21/17  +  2  1^34  —  21/17. 

o 

Il  suffit  de  ranger  ces  huit  valeurs  par  ordre  de  grandeur 
pour  avoir  : 

2ir  :i7r  2n  2r 

COS7-,      C0S2.--,       C08373,     C084.--. 

17  17  17  17 

^     2n  ^   2n  .    .  2ïr  ^  2ic 

C0S5.---,     C0S6.-— .     COflT.--,       cos8--. 
17  17  17  17 

Je  ferai  remarquer,  en- Baissant,  que  les  valears  a^b,  c^d 
des  pages  276  et  277  des  ^nnafos,  t.  III,  renfermeifl  une 

bute  de  calcul.    Le  radical  \/68  +  14i/i7+ doit 

être  reoaplacé  par  1^68+  121/17+ ;  alors ,  en  sim- 


I^iflant  9  on  retrouTe  les  Taleors  données  pins  hnnl.  Ainsi 

oos  7-  est  égal  à 
17 

i^  (-  i  +  V/17  +  V/34  — 2H7)  + 

+  -  j/i7  +  3  V'17  —  \/34— 21/17  —  2V/34+2i/i7, 

résultat  donné  par  M.  Ganss  à  la  page  487  des  Recherchn 
arith$nétiqu€i.  Dans  la  traduction  de  cet  ouvrage,  fl  y  a  nom- 
bre de  fautes  d'impression  non  relevées  dans  TErrata.  Ainsi, 
dans  la  formule  citée,  le  radical 

51/17  +  31/17+..  . 

aie 

porte  le  signe  — ,  qui  appartient  à  cos  4  .  — . 

Pour  avoir  Téquation  ayant  pour  racines 

^2k            ait           ^   2n  ^    ^ 

cosO  — ,     cos^,    ^^   Î7    cosS.— , 

il  aurait  fallu  preudre  : 

cos8x  —  cos9j:  =  0. 

En  général,  pour  la  division  9m+l  parties  égales,  on 
prendra  : 

cosmj:  —  cos(m+l)=0.  (k) 

Si  Ton  pose  oos  x^=zy^  on  aura  une  équation  du  m  + 1  de^ 
gré  qui  se  réduira  au  m^"**,  en  la  divisant  par^  —  1 . 

L'équation  {k\  a  pour  racines  les  valeurs  différentes  de 

2ic.  i 


COS. 


Sm  +  1 
Comme  l'on  a  : 

eos(m+l)jr=2cosx.cosmjr  — cos(m  — l)Xy 


—  M»  — 

il  en  résultera  : 

(co6(/?n- 1)  X— cos;>tj:s=  2  (C08  j:— il)cos  mx  4- 

-f-cosmjc — e6s(/7i  —  l)x; 
de  même  : 

€08/?u:— CQS(/n — 1)  j:=3i2(cosjc — 1)co9(w  — i)  jr  + 
+  COS(/ïi— 1)  JC — cos(m — 2)j:, 

«t  aiosi  de  sui^jiisqa'à  , 

cos2a* — cosjc  =  2(c03j:--  O^^'x-f-cos xr-1, 

de  sorte  qa*oo  aura  : 

■ 
v» 

C08  (/ii+1)  X  —  C05  w^  =  (c0S  X  —  1)  [2cosma:+ 
4-5cos(/n  — «)x4-2co8(m  — 2}a:-|-  ...-r2caax^-|]. 

L'éqaaiRh  (J^  ^era  donc  : 

i  +2cij:+.2cos2j:+...-i|^2co$(m— 1)x-j:2cO5Wjr=0, 

€e  qai  est  un  théorème  connu. 

En  posant  C08ar=^,  on  a  une  équation  du  m*  degré  ré- 
solnblc  p^4«^éthod;s  de  IVk  Gaii99  ;  la  solution  de  celte 
équation  a  été  aussi  doitki^'dans  un  mémoiveà'Abel  (Jonrn. 
df^Grel|e,  t.lY),  dont  on oesauntfttroprecommander l'étude. 
Malheureusement  Tauteipr  est  mort  sans  a^p  complété  les 
applications  ^  son  mémoireii  Des  fecherdies  analogues 
a vaientité  entreprises  par^  Gallois.  Il  a  laissé  à  ce  sujet 
«n  rnnùmolff^  qui  paraît  atoir  été  peu  compris ,  maïs  dont 
M.  Lt^uville  a  promis  un  commentaire ,  attendu  par  tons 
ce«k  qui  s'occupent  de  la  résolution  algébrique  (ou  par  ra- 
dicaux) des  é)|oatioi^ ,  fésolntion  dont  Abels>st  beaucoup 
occupé.  Ilavâfîi,  drt^tl ,  4f*buvé  uoë  règle  pour  reconnaître 
si  une  équation  algébriqbe  était  ou  non  résoluble  par  radt- 
eau  t.  C'est  là  un  sujet  de  recherches  bieu  licau,  mais  pro^ 
bnblcment  bien  diflicilo. 

AMM.  dp  VlATifCllAT.  V,  L  r 
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M  la  capaoUé  de  riotelligeaoe  qoi  doit  eo  derente  le  réci- 
pient. AjoHlona  que  c'est  encore  par  Torgane  de  roule  que 
s'acquièrent  priaeîpal|inent  les  notions  dq  bien  c%  du  mal» 
et  qu'en  un  mot,  l'opté  est  essentiellement,  comme  Ta  déQnîe 
un  écrivain  philosophe  «  le  sens  de  L'hoOime  moral.  »  La  Toe, 
au  con||Éire,  aftarticolièroment  pour  mission  de  nous  mettre 
en  relation  avec  l'univers  matériel  ;  et  ainsi  c'est  principa- 
lement par  cet  organe  qu|  nous  étudions  la  plupart  des  pro- 
pri^l^  des<x>rps^4uri0i|t  celles  qui  tiennent  plus  spécia- 
lement à  )a  forme.  Par  soite ,  c'est  aux  yeux  surtout  que 
s'adressent  les  mathématiqoes ,  iolermédiaires  en  quelque 
sorte  eotr^  la  conoaissanee  -^  obj^  physiques  et  la  science 
des  choses  immatérielles;  et  c'est  aux  yeux  en  oonséquenoe 
qu'appartient  le  ^in  de  rappeler  constamment  à  la 
méiB$i2ire,  iie  fixer  en  traits  tpefiEiçables  dans  l'esprit. des 
jeûnas  malhématidfens ,  les  objets  qu'ui)^  leçon  orale  n'a  su 
y  esqu^t^er  que  <f  uneinailiére  fugitive. 

C'Mt  donf^une  idée  éminenwneat  philosophique,  que  celte 
de  réunie  en  .tableaux  synoptiques  des  résumés  clairs  et 
concis  où  d'un  seul  coup  d'œil  les  élèves  paissent  aperce- 
voir tontes  lés  ramifications  qMf«»mp(f  te.fltaque  Manche 
de  la  8d<^^,  et  reconnaître  ainsi  dans  leur  ensemble,  tous 
les  faits  qo^  n'avaient  étudié|  que  partiellement,  et  dont  la 
liaison  se  }roavait  dissinstUéé  et  eontf^e  obscurcie  par  la 
ultaltitude  JeS'  détaib . 

Aussi  applanâftaons^DOUS  sindèrement  à  r^lMi^priae  de 
M*  Blaoï4et^  ses  savants  collaborateurs,  dcmt  les  noms 
sont  autant  de  garanties ,  quant  au  f^ad  de  la  doctrine , 
ce  qui  noilS  dispenÉn  d^nous  occuper  sons  co  point  de  vue 
des  Hbleaux  çpolytecbniqaes-  Keus  n'avons  à  Considérer 
ici  que  la  fomik  :  or ,  auci^  suivant  nous ,  ne  saurait 
élre  mieux  appropriée  à  l'objet  que  se  proposent  les  au- 
leurs. 


"Les  fabteaux  que  nous  aftnooçoiis ,  pouvant  fadlciiienl,  es 
^raison  de  laUn  dimensions ,  élre  appliqnéa  aiir  les  murailica 
des  salles  d'élnde,  foornissent  m  procédé  mtténMmique.  dont 
Faction  incessante  doit  avoir  la  plus  grande  efBcadlé;  et 
Tautenr  de  cet  article  peut  dire  qu'il  a  par  lui-même  éprouvé 
ta  puissance ,  d'ailleurs  bien  reconnue,  de  ce  ttloyen  i|p  venir 
en*  aideà  la  mémoire. 

Ces  tableaux  doivent  former  plusJenrs  séries  ;  nous  avons 
entre  les  mains  la  majeure  partie  de  SMUix  qtti  conipose- 
ront  la  série  A  :  ils  comprennent  Tarithmétique ,  la  géBmé- 
trie  élémentaire,  la  trigonométrie,  Ta^èbre  éiémemaire, 
piir  M.  Blum  :  la  théoriflL^énéra|e  des  éqaations  ç^r  M.  Os- 
"liiM  Bonnet;  1»  géométrie  descriptive  par  M.  Bertaux- 
LeviRain;  la  statique,  ptr  M;  Hervé-M^^on  ;  la  gèomélrie 
analytique  à  deux  dimensi^yns ,  et  la  physique  par  M.  €»- 
bart;  la  chimie,  pr  M.  Dézé;  raQal|se  infiniiésimale, 
par  M.  Serret;  des  questions  chblsHlS  de  matfaéoiytkiaes 
élémentaires,  par  M.  Gnillenin;  des  qoestians  rhpiiîfti 
de  mathématiques  spéciales,  par  Ht,  Rogoet. 

Les  antenrs  se  proposent  de  publier  Qltériei|.renBeiit  sur  le 
même  plau,  tlês  résoméV  synoptiques  ^  deiminéralogiei 
de  géologie,  d*a8troiiomie,  dé^'oosmagraplrid,  de^^iféodéaie  « 
de  mécanique,  ainsi  que  d^ diverses  saence^Â'apptica- 
rion ,  archilecture,  génie,  arfiUetie,  fortifications^,  routes, 
hydrographie,  navigation ,  etc.  Nous  ne  pouvons  ^enx  faire 
que  de  les  enconrager  à  penister  dans  l'éiéeulion  de  cette 
utile  entreprise  ,*  et,  forts  du  désir  que  nous  avon»  de  les  y 
voir  réussir  de  plus  bn  plus,  noiv  noua  permettrons  de  leor 
adresser  un  conseil,  celui  deviser  surtoiltà  la  coq^sioa  ;  ir 
succès  est  k  ce  prix.  On  croit  quelquefois  s>|percevofr  qae 
'les  auteurs  n'ont  pas  eu  le  temps  d'être  brefe.  BeauoOap  df 
développements  très-bien  placés  dans  le  tirage  in*8*  sont  de 
4rop  dans  les  tableaux  synoptiques  où  ils   seraient  avec 
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avaiU|E|(;e  remplacés  par  un  caractère  typographique  plus  foK^ 
«u  moins  poiir  la  partie  essentiell^de  1a  rédaclion.  Nous 
engagcrbn^anssi  M.  Blom  cl  ses  estimables  collaborklenrs  à  • 
donner  le  plus  grand  soîn  ^  hi  disposition  des  formufes^  la 
'précision  et  rexactilu'de  des  énoncés  ;  ils  auront  sans  doale 
bientôt  l'occasion  de  mettre  à  profit  ibs  critiques,  dans  uua 
prochain^dition  que  nous  croyons  pMf  6ir  leur  promettre. 

A.J.».  V. 

Nota.  Platon  recommafidBit  déjà  Tns^e  des  tableaux 
synoptiqpe||>ëur  les  mathématiques.  Dans  nn  (iaiteage  du  7^ 
lîfre jle  sa  répiiti||q0o,  cité'|ict  Théon  de  Smyrne ,  on  lit  : 
«  Post  aniium  XXV /qui  ad  spem  sA^iendi  magistratos  seli- 
guntulgji  honof es  quam  cieterî  amplîores  adeptqri  sunt,  eis 
màtbematîeœ  disciplina  ^  qnie  omnibus  ^am^in  puerili  œtate 
constitiiti  sunt  diflnse  exponuntnr ,  quasi  in  brevi  tabula 
(cruvatxTéov  jiîc  fSvGi^)  contra^nj»,  ut  et  illarwn  ioter  se  afll- 
nitas  et  natura  ilUnsoqpod  T^e  existit  inspioiendauao  intnitu 
pateat  (ch«  1).  —  Kous  •nous  servons  de  la  traduction  qu'a 
^i^nnée  J^allialid  (IsmaM)  d'nn  ouvrage  oà  Théon  a  pour 
but  de  4kiontrer  q^'on  ne  peut  comprendre  Platon ,  sans 
connaître  (es  juathématiques.  Eii  effet  s*Agit->il  seulement 
de  faire  de  la  ^sie  çt  dérenthousiasmp  sur  Platon ,  alors 
il  est  trèS'-vrai  qu'oit  gieut  se  passer  de  géométrie.  Mais  s'a* 
git^^en  pénétrer  le  sens  ^  c'est  ^Mlërent.  Nous  .recomman- 
dons ces  réflexions  à  no^  je\ines  pr0fesseur9.de  philosophie 
qui  seàiblent  vouloir  rester-  étrangers  aux  travaux  géi>* 
méMqnes  et  physiques  du  siècle. 

Une  pbilpsophie  qui  divorce  avec  leà  sciences  positives , 
dégénère  en  uiie  loquace  et  prétentieuse  ignorance  de  la  plus 
stérile^  de  la  pki&  soUé  espèce.  Dénuée  de  points  d'appui , 
vide  do  pensées  spontanées,  elle  est  ineessamment  forcée 
de  se  rejeter  sur  le  passé  »  de  ehercher  à  repenser  ce  que  les. 
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autres  ont  peosé  et  ce  qoe  c«s  autres  ne  penseraîe^ljpliis, 
s'ils  rainaient  parmi- oous.  N'oublions  jaiidlR  cette  exbor* 
lation  de  rimmortel  Kant  :  Mabe  Muth^  c^Af^néê  eigtmen 
Verstanies  m  heéwffm ,  aie '1er  cirage  <ffiHe  senrir  de  fa 
propre  intelligeoce.  Tm. 


Mémoirv^ur  les  tablbs  graphiques  «et  sur  la  géfmiétfie  anâ- 
morphique ,  iippliqnéesà  dlT^raes  qoestioos  qtii se  raita- 
obeot  à  Pârtde  l'îngéiHepr»  par  Léon  JLoIofiflii^ii^iear  des 
poftls  et  ohaassées  (extrait  des  Antuàies  dm  pmUè 
9èe$).  Paris ,  18U  ;  %--8''  de  72  pag:,  3  pi. 


'/ 


Qai4  est  le  priq|cîpe  flooAbant'^aDS  la  scienoe 
tique?  ÉednfbQa  là-dessus  Bbascara,  eélôbre  s^éliriste 
Indien,  qui  viVait  au  XI P  Siècte,  à  un^noqtnillrâ  ea  Bur 
rope  on  ne  connaissait  pas  encore  Ta^^Mitique  chiffrée.  11 
no  faut  î^s  crûir0|  dit-ii,  que  ceaoieirt  hsmgnes^yesiymlmlm^ 
Jm  règles  qui  oonstitaenf  la  scienoe  $  maïs  le  se^  prîocd|ie 
qui  j  domine,  c'est  l'esprit  de  sagaailèattqAen^  objets 
nomaiés^  inventés  psr' les  maîtres,  serTçp^  3'auxiliaires 
(Vija-ganita ,  bh.  YII).  Pour  $tist$  si  anô^ne,  pour  venir 
de  si  loin ,  cette  observation  n'en  estJiaa  moîna  d'un  grand 
jeqs  et  fort  judicieuse.  M>  me  la  suis  rapiidée  souvvUp  en 
lisant  récrit  de  M.  Lalanne,  Ou, brille  émineminent  cette 
sagacité  qui  consiste  à  e«f  teyer  des  mpyens  coniAis  pour 
produire  des  effets  nouveaux,  à  simplifier  tellemeal  œs 
mcyreas  qu'ils  devienâent  populaires,  à  la  portée  de  tous 
les  esprits,  et  même  do  ceux  qui  sont  étrangers  à  la  science. 

Les  méthodes  de  trantfôriMlion  tiu  de  dèfoiimutioa  sont 
employées  depuis  longtemps  pcmr  étudier  ks  prôpnélés 
géométriques  et  analytiffoes  -des  fonctions.  Nous  -en  avons 


réceoMBeot  exposé  la  tbéorte:  {p,  497 )•  Depuis  tonglenip» 
^wsi  OD  «e  ieit  d^  courbes  de  niveau  jfwtwprésieûieTêuvxm 
plan  des  surfaces  de  toutes  formas  i  M.  Lalann^^ni  rappliqo^ 
ices  eoarbes  le  prindp  vkékipiarphiwfi^  a  rcndo^ /extrême* 
OMiit  facile  lear  conilriiciMKi  et  leur  emploi  au\  divera 
besoioa  des  aervU^s  publics ,  et  même  leur  appUcflion  à 
ûoelquas  lois  naturéUas. 
Le  méunlfre  est-divisô  ea  quatre  parCtes  ou  cha|Htre|* 
Les  deux  prqpniers  4raileDt  4N  t4iblmmx  gr^hiçme^  m 
les  deux  demM^  Mot  couaacrte  fioutahleailt  mtomorphi- 
queê  et  à  rbiatorique  im  tfavaul  du  même  genre.  JSsêujcm 
d'en  donner  pn^  idée  Juste. 

On  sait  que  les  foQc(ioQag|i  deux  yarûM^pcu^^t  sq^re* 
nréseoler  eifilh^tiQugmmt  par  une  table  à  uneeairéÊ.  et 
giométriquemeni  p^r  une  courbe  plaoe.  On  en  a  un  exemple 

'9 

familier  gass  la  réduction  des  memf^»  Une  table  à  uou^  en* 
Irée  donne  les  kilogrammea^xpridiés  en  livres  ;  cette  même 
table  peig^étre  figurée  par  une  droite  rapportée  à  deux  aies, 
passant  par  l'origine  at^dont  le  coefficient  angulaire  est  égal 
an  rapport  par  quotifnt''des  deux  mesdires  ;  }f^  abscisses 
étant  des  kilogrammes ,  les  données  sont  des  livres  on  vice 
elff9di..  On  ceaàprend  qu'au  moyen  d'unfL4elle  droite,  et  à 
l'aide  4^  Vécbelle  correspondante,  on  opère  de  suite  toutea 
les  conversions  d'une  mesure  dans  l'antre,  avec  une  exacti- 
tude dépendant  de  c€^  des  coqstructions«  Un  système  de 
mesures  sera  représenté  par  un  système  de  droites  ;  on  aura 
ainsi^n.  tableau  graphique  ^jgtfant  le  rapport  de  deux 
systèmes  de  mesures.  Si  on  env'eloppe  le  tableau  autour  d'un 
cylindre»  les  droites  devienoeoH  des  hélices,  qui  peuvent 
servir  aux  mêmes  usages  que  les  droites  ;  on  obtient  ainsi 
un  tableau  anamorphique  moins  simple ,  il  est  vrai ,  que  le 
tableau  primitif,  mais  qui  suffit  ici  pour  faire  pressentir 
l'esprit  de  la  méthode. 
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Venons  «nx  fonctioM  à  iroi?  varfaU^ ,  rq[»réaenlées  par 
f^^'iXy  s)^^^  ;  concevons  les  axes  rcctaiigplaires  et  le  |rian 
xy  horizooiA;  donnons  à  z  une  suite  de  valeurs  sofisam- 
ment  rapprochées^^,,  s, ^:[|tc., niions  à  cqs  distanees des 
^lans  horizontaux,  qui  couperont  A  surrace  suivant  des 
Hgneé de  niveau^  et  dont  les  projectio^tiorizonlaiea  sont 
données  pas  les  équations  ^(j:i^  ,  i^ascC-Mr^^»  zj=0,  eic , 
Vensemblé.jdo  tous  ces  tracés  sur  le  plan  borizobtai  forme 
le  tableau  graphiqtà  de  la  surface  e(  peiiliervir  à  en  Caire 
connaître  la  forme.  iMsignons  les  coorbe^ée  nivan  pro- 
jetées par  A„  A,  ;  etc.,  si  on  veut  coAMtrc  une  section  faite 
dans  la  surfie%  par  un'plan  parallèle  'à  jç  z  eNn^ioe  dîslaoce 
Xi  H  suflBt  de  meiOi^dans  le  plan  des  x  ^  et  à  cette  distance 
une  droite  paraj|ple  à  l'axe  des  Xj  qui  venconlrera  les  courbes 
A.>  A,... ,  etc. ,  en  des  points  dont  on  q^natt  les  hauteurs 
vertioales  s„  z, ,  etc.-)  ^|^ut  donc  construire  la  courbe  par 
points;  il  en  est  de  môme  pourtioe  section  parallèle  an  plao 
des ^  2.  Il  est  inutile  d'avertir  qu'il  faut  toujours  prendre 
pouTcourbes  4le  niveau  les  section|4es  plus  simples^ 

Au  moyen  de  ces  tableaux  graj^iques  ,  donnant  des  va- 
leurs numériques  à  a:*  et  ^,  on  pourra  troiiiber  les  valeurs  nu- 
mériques des  z  co^êespondantes;  en  effet,  poruuil^es  mfenrs 
de  X  elj"  sur  les  axes  correspondants,  et  construisant  le 
rectangle,  si  le  sommet  opposé  à  roriginc  tombe  sur  une 
courbe  de  niveau,  on  a  de  suite  1^  z  correspondant  ;  s'il  tombe 
entre  deux  courbes  de  niveau,  la  valeur  de  z. sera  comprise 
entre  celles  qui  sont  indiq^lof  par  ces  courbes  de  aiv^ab ,  et 
la  valeur  de  z  sera  donnée  avec  une  exactitude  dépendant  de 
la  distance  des  courbes  ;  et  si  le  point  tombe  entre  f^lusiéurs 

courbes  consécutives,  z  aura  plusieurs  valeurs.   Prenons 

• 
pour  exemple  la  fonction  z—xy=0  qui  représente  un  hyper- 

holoYde  à  une  nappe  :  ici  les  courbes  de  niveau  sont  des 

byperboles  rquîlatéres,  homothétes  ;  donnons  à  z,  les  valeurs 


^ 
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6, 10, 15 ,  âO ,  30,  iO  j  etc.,  et  écrivons  ces  nombres  sur  )es 
Jiyperboles  correspondantes.  On  voilbien  comment  ce  tableau 
;n*aphiqae  {fig.  1  )  do  mémoire  peot  servir  à  faire  à  vue  !i*s 
mnltipHcations  de  deux  nombres  et  remplacer  la  table  à 
daubk  jmtrée  y  éHe  table  de  Pythagore;  prenons  pour  autre 
exemple  la  surface  du  troisième  degré  z^-\-jrz'^x=s(0\ 
les  lignes  de  niveau  en  y  x  sont  des  droites  dont  le  système 
ionnenn  tableau  qui  sert  à  trouver  les  racines  z  de  toute 
équation  du  troisième  degré  de  cette  forme,  lorsqu'on  donne 
les-  valeurs  numériques  dey,  j:;  l'enveloppe  de  ces  droites 
t*st  une  parabole  cubique  ayant  pour  équation  4x^-|-â7jr'=sO. 
et  Taspqpt  du  tableau  montre  à  vue  que ,  pour  les  points  où 
l'on  a  4^  -f-27x'  >-  0,  il  n'y  a  qu'une  racine  réelle  ;  si  le 
point,  est  ^r  l'enveloppe ,  alors  4^^  -|-  S7j:*=sO  ,  il  y  a  trois 
racines  réelles  dont  deux  égales,  et  si  4^  -{-*  ^7.r'  <C  0 ,  il  y 
a  trois  racines  réelles  inégales. 

Au  moyen  de  ce  tableau.  Tan teor  résout  à  vue  Téquation 
ar'  —  0,ar  -f  0 ,2  =  0  et  trouve  pour  racines  —1  ;  0,  72; 
0,275. 

L'auteur  donne  encore  d'autres  applications  relatives  à 
des  problèmes  de  déblais  et  de  remblais ,  et  à  des  probièmes 
de  géographie  physique. 

Méthode  anamorphique ^  soitpour  exemple  l'hyperboluifde 
h  une  nappe  donné  par  réqualion  z  =  xj^,  nous  avons  vu 
que  les  courbes  de  niveau  étaient  dés  hyperboles  équila- 
tères;  nous  avons  logz  ■=  logx-f-logy;  faisons  logxssj/^- 

logj^=y;  il  vient  logs  =  or* -f« y ,  dans  celte  nouvelle 

• 

surface  les  courbes  de  niveau  sont  des  droites  ;  les  longueurs 
portées  sur  les  axes  représentent  les  logarithmes  des  nom- 
bres, et  non  comme  dans  les  tableaux  graphiques  les  nom- 
bres mêmes;  c'est  d'après  ce  principe  que  l'auteur  a  con- 
struit lin  abaque  ou  compteur  universel ,  instrument  très- 
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SMDple  et  aoioiurd'hai  trèft-répandu  paroû  ton»  ceox  qui 
»'occo|ient  de  oonsIracUoDs  et  d'opéralioiift  indaslrieUe» 
exig«Mit  des  cakals  prompts  et  suflEuaroinent  exacU.  L'au- 
teur a  ajouté  d'autres  lignes  qui  doaoent  de  suite  les  carrés 
et  ks  cubes  >  ei  par  couséquent  aussi  les  racines  carrées  et 

2      3 
cubiques,  les  puissances  r  et  ^  dont  on  a  si  souvent  besoin f 

on  y  trouve  aussi  à  vue  les  longueurs  des  ciroonréreooes,  ka 
aires  des  cercles ,  les  airea  et  les  voluaies  des  sphères^  le 
tout  en  fonction  du  rayon  ;  ainsi,  outre  les  avaulages  de  pou- 
voir remplacer  la  sliding  rule,  règle  glissanle  des  Anglais, 
on  y  trouve  encore  toutes  les  indications  qu'on  reocootvait 
jadis  sur  le  compas  de  fn'oporlion.  L'usage  de  l'abaqoe  s'ac- 
quiert facilement ,  et,  ce  qui  n*est  pas  moins  imporlédl,  il 
a'oublie  difficilement;  mais  il  Caut  ou  ooop  d'œil  exercé 
pour  fixer  la  rencontre  des  lignes  verticales  et  horisoatalcs 
et  live  la  cote  de  la  ligne  iadinée  ;  il  semUe  que  la  règle 
glissante  présente  ici  un  avantage. 

L'anamorpbose  des  hyperboles  en  droites  s'est  opérée 
dans  le  cas  actuel  en  remplaçant  les  coordonnés  p»  leara 
logarithmes.  Pour  d'antres  surfaces ,  on  comprend  qn'oa 
peut  choisir  d'autres  fonctions,  des  puissances,  des sinua, 
et  c'est  là  le  principe  général  de  la  méthode  et  dont  il  faut 
lire  les  fécondes  applications  dans  le  mémoire  même. 

L'auteur  applique  aussi  l'anamorphose  à  la  représenta- 
tion graphique  de  certaines  lois  naturelles  (p.  53).  Far 
exemple,  on  y  trouve  un  tableau  par  le  moyen  duquel  » 
ayant  une  table  numérique  qui  renferme  le  chiffl*e  de  la 
population  mâle ,  correspondant  à  chaque  âge ,  on  peut  en 
déduire  un  nombre  d'individus  compris  entre  deux  âges 
déterminés  a  eia'  ;  c'est  la  figure  n*"  3  construite  avec  les 
nombres  fournis  par  feu  M.  Demonferrant.  Ainsi  le  tableau 
apprend  qu'en  1833 ,  il  y  avait  en  France  environ  8,800,000 
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bommes  de  dix-hoit  k  soixante  ans  ;  le  calcul  exacl  domie 
8,792,569.  « 

'Xe  méiBoire^t  terminé  par  un  résumé  général  des  travaux 
antérieorrsur  le  même  sujet.  On  connaît  les  lignes  magné- 
tiques de  Halley  ;  je  cqms  aussi  avoir  vu  des  lignes  ihermo- 
mékiqueê  dans  an  OQwrage  de  Mnsscbenbrock  ;  Buacbe  [Phi- 
lippq)  est  le  premier  qui  ait  imaginé  d'appliquer  les  lignes 
de  nîveajBfcè  la  représentation  des  terrains.  En  1 737 ,  il  a  pré- 
s^té  une  carte  da  Pas%ie-Calais ,  dressée  d'après  ce  prin- 
cipe(t?o«r  Mém.  de  l'Acad.,  1752,  p.  412)  ;  ainsi ,  Buache est 
incontestablement  l'invenleur;  mais  le  promoteur,  celui  qui 
a  fait  enf  rer  la  méthode  dans  la  pratique,  c'est  Dncarla-Bonifas 
(Marcelin) ,  né  en  1738 ,  à  Y|ibres  (Tarn),  et  mort  en  1816 , 
à  Yilleneuve-du-lj^m.  Ainsi ,  Ducarla  n*est  pas  de  Genève, 
comme  on  le  dit  dans  diverses  notices.  L'ouvrage  où  Ducarla 
expose  sa  métbode  est  intitulée  :  Expression  des  nivellemetUs-^ 
Paris,  1782,  in-8.  Il  a  été  édité  par  Dupain-Triel,  le  même 
qui  a  publié ,  en  1759 ,  une  Lettre  à  M,  h  comte ...  dam  la- 
quelle  on  MÊomine  V insuffisance  de  la  méthode  actuelle  d^ en- 
seigner les  mathématiques.  Cette  lettre  serait  encore  très- 
opportune  de  nos  jours.  Un  autre  opuscule  remarquable  » 
du  même  auteur,  est  :  De  V établissement  des  collèges  munici- 
paux pour  les  sciences ,  les  arts  et  les  métiers^  en  faveur  de  la 
jeunesse  ;  Paris,  1771 ,  in-8,  et  reproduit  sous  ce  titre  :  JSssai 
tftin^  institution  nouvelle ,  ayant  pour  objet  le  développement 
libre  des  dispositions  de  la  jeunesse  adolescente  dafis  les  diffé- 
rente  genres  de^talents,-  1 802 ,  in-8.  La  ville  de  Paris  a  réalisé 
cette  idée  en  1815 ,  par  rétablissement  de  TEcolc  municipale 
François  l**  ;  la  création  récente  de  gradués  (liceticiés  et 
docteurs)  en  sciences  mécaniques  montre  que  ITniversité 
aspire  k  rendre  rinstrucllon  utile  au  grand  nombre.  Pour 
(DOmpléter  l'œuvre,  H  faudrait  aussi  un  baccalauréat  spécial, 
une  espèce  de  maîtrise  es  arts  pour  les  professions  indus- 
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Irk'Ites.  La  liltéralure  et  l'hîsloire  nationales ,  des  oonoais- 
saoces  générales  sur  la  cosmoi^aphîe,  géographie,  les  sciences 
physiques  et  naturelles ,  devraient  suffire  pfiur  Tobtentioa 
de  ce  grade,  réservant  les  langues  classiques  pour  des  pro- 
fessions spéciales  telles  que  la  médecine,  le  droit ,  etc^  ;  car. 
il  ne  faut  jamais  perdre  de  vue  qn^l'instruction  pubRqœ 
a  pour  but,  non  Se  former  des  littérateurs,  dessavanti^i  des 
professeors,  des  académiciens,  etc. ,  mais  de  rendÇjp  la  masse 
des  citoyens  capable  d'exercer  les  ITonctlons  qu'ils  sont  ap- 
pelés à  remplir.  Tm . 


LETTRE  DE  M.  LE  CAPlTAftîE  GUY, 
relative  d  9an  Traité  d^ arithmétique. 


V» 


Je  vous  serai  très-obligé  de  me  permettre  d'annoncer  auji 
nombreux  lecteurs  de  vos  savantes  Annales,  que  je  publierai 
prochainement  une  Méthode  propre  à  apprendre  Tarithmé- 
tique  raisonnée  en  fort  pea  de  temps ,  et  en  la  poussant 
jusqu'à  ses  dernières  profondeurs  :  c'est  le  sujet  du  dépôt 
cacheté  que  j'ai  fait  à  l'Académie  des  sciences,  dans  la  séance 
du  16  novembre  18^6. 

Je  saisis  cette  occasion  pour  faire  deux  remarques  sur  la 
note,  à  moi  relative,  qui  se  lit  dans  la  livraison  d'octobre  1846, 
à  la  page  603. 

1^  Je  regarde  la  question  scientiBqne  en  litige,  comme 
complètement  close.  Vos  lecteurs,  qui  ont  les  pièces  en  main, 
jugeront,  ou  plutôt  ont  déjà  jugé,  s'il  y  a  eu  sagesse  à  sou- 


lever, contre  ifuelqa'un  d'inoffensif,  une  polémique  qui  ne 
fHi'êseolait  aucune  chance  de  succès. 

â^  Le  derniir.^ragraphG  de  celte  même  nota  d'octobre  ^ 
dont  vos  lecteurs  eut  dteipprécier  la  convenance,  est  d'une 
autre  natni%  :  il  y  perce  une  intention  blessante  qui  me  donne 
Id  droit  de  ipppeler  %  son  auteur  cet  adage  ancien  qu'il  pa^ 
ralt  avoir  oublié  : 

«  Un  peu  de  modestie  ne  sied  pas  mal  à  la  science.  » 

• 

Note^  Gemu  irrit^le  valum^  a  dit  un  poète  parlant  de 
ses  confrères.  Remplaçant  valutn  par  auetarum ,  la  définition, 
ainsi  généralisée,  y  comprenant  même  les  géomètres,  ne 
perdrait  rien  de  sa  juf^sse.  Que  d'humeur  pour  une  divi- 
nion  abrégée!  Nou  ne  croyons  pas  que  le  savant  professeur  de 
Strasbourg  ait  manqué  de  modestie  en  préférant  sa  méthode 
à  celle  db  capitaine  ;  pas  plus  que  celui-ci ,  pour  être  d'opi- 
iTion  opposée,  puisse  être  taxé  d'orgueil.  Le  public  ne 
fait  attention  qu'à  la  science;  le  reste  lui  est  indiflérent; 
nous  profitons  de  cette  occasion  pour  réparer  une  erreur  ; 
par  une  faute  de  ponctuation,  on  peut  croire  que  nous  re-* 
gardons  l'exposition  de  M.  Guy  comme  trop  diffuse  (voir 
p.  470).  Cette  épithéte  ne  doit  s'appliquer  qu'à  une  méthode 
analytique  qui  m'appartient  et  qui  ne  me  satisfait  pas; 
toutefois  l'ouvrage  de  M.  Guy  aurait  peut-être  gagné  en 
cllirlé  s'il  était  moins  long ,  et  à  cela  on  peut  répondre  avec 
Regnard  :  La  critique  ut  aisée  et  Vart  est  difficile.  Cette  dis- 
dttsion  ^t  définitivement  close.  On  n'y  reviendra  plos. 

Or  accueillera  avec  intérêt  l'arithmétique  poussée  jusqu'à 
ses  dernières  profondeurs ,  ce  qai  veut  dire  sans  doute,  la 
théorie  des  nombres ,  dont  l'enseignement  existe  en  Alle- 
magne et  forme  lacune  en  France;  pays  on  Ton  ne  marche 
qu'à  la  remorque.  Tm. 
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COMPOSITIONS  l^RIT^ 

du  sept  séries^  data  lesquelleson  a  ff^tagé  Uê  candidati  d 
VÉcole  Polytechnique^  d  Parisy  en  1846. 


(1) 
a'  et  log  (x)  sont  des  fonctions  continues  de  Je.  ^ 

(2) 

Uea  des  points  d'oà  menant  des  tangentes  à  trois  cir* 
conférences,  les  trois  cordes  de  contact  se  rencontrent  en 
un  même  point  {voir  p.  521). 

(3) 

cosO-T-sinO 

^  ^  (sînô+cose)'' 

(*) 

t 

Lieu  des  points  de  division  en  moyenne  et  extrême  raîsoo, 

des  cordes  d'une  ellipse  issues  d'un  même  point. 

« 

(5) 

Une  ellipse  et  nne  parabole  ont  même  foyer  et  m%me  aift. 
De  ce  foyer  on  mène  des  rayons  vecteurs  FM,  PP  aux  ex- 
tféroilès  d'an  diamètre  MP  d'nne  ellipse ,  et  coupant  la  pa- 
rabole aux  pointa  M' ,  P ,  démontrer  que  la  somme  des 
rapports  des  rayons  vecteurs  des  deux  courbes ,  est  con- 
stante. 

FM    .   FP 

FM'  "*■  FP'  ~  ^^"*^«*^^^- 
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(6) 

A,  B,  C  étant  les  trois  angles  d'an  triangle  rectiligne  op- 
posés respectivement  aux  côtés  a^b^  c;  de  FégalUé 

sinA  ^  sinR sinC 

a  à  c 

déduire  la  formule  a"  =  6"+c'— 2ôc  cos  A. 

•  (^' 

Lieu  des  milieux  desfordes  égales  inscrites  dans  une  même 
ellipse  (voir  t.  IV,  p.  ^2). 

r 

Partager  par  une  oorde  la  surface  d'un  cercle  en  deux 
parties  qui  soient  entre  elles  dans  le  rapport  de  m  à  n. 

atànx'\-bco%x=:c, 

^  (10) 

Recherche  des  centres  de  gravité  ;  appliquer  cette  théorie 
à  la  détcrmioation  du  centre  de  gravité  d'une  pyramide  po- 
lygonale. 

(11) 

D'un  point  fixe  D  d'un  diamètre  FD*E  d*un  cerole  on  mène 
un»  sécante  quelconque  BD  A  au  cercle  î  <^o  AelenBonlni 
mène  les  tangentes  AC ,  BG ,  ot  on  joint  les  points  D  et  C  ; 
démontrer  que  tang  ADE  x  tang  EDC  =:  constante. 

(12) 

Une  ellipse  et  une  hyperbole  ont  un  axe  commun ,  on 
mène  une  suite  de  sécantes  communes  et  parallèles  ;  trouver 


le  lieu  des  milieat  des  segments  compris^^tre  l'ellipse  et 

rhyperbole. 

(13) 

Théorie  des  eiposants  de  oatare  quelconque. 

Par  le  point  o  pris  sur  le  diamètre  GoEX  d*un  cercle  dont 
le  centre  est  en  G ,  on  mène  deux  sécantes  oa^  ob  liées  par  la 
relation  tang  aoETL  tang  ^oEX=  constante =/7»  ;  puis  par  le 
point  X  pris  sur  le  diamètre  GoEX,  et  déterminé  par  la  cm* 

dition  Go.GX=G£^,  on  mène  une  perpendiculaire  au  dia* 
mètre  jusqu'à  la  rencontre  en  À  et  B  des  sécantes  oa^ob  :  on 
demande  si  Ton  ne  pourrait  pas  disposer  de  la  constante  de 

oa      ,     ob 
telle  sorte  que  la  somme  -^^  -f  z=q  =  constante^ 

oA  oB  - 
Note.  Ces  problèmes  seront  résolus  en  1847  ainsi  que  ceux 
du  même  genre  énoncés  dans  les  volumes  préoédeuta  et  qui 
sont  restés  sans  solutions.  MM.  Gabussi,  élève  de  Tinstito- 
tion  Barbet,  et  Serrer,  élève  très-studiëux ,  fort  distingué 
d'Avignon ,  et  d'autres  encore  nous  ont  transmis  des  solu- 
tions qui  seront  insérées  prochainement.  Nous  saisissons 
cette  occasion  pour  remercier  les  élèves  de  leur  utile  et  in- 
structive collaboration.  Le  feu  sacré  de  la  science  brAIe  pur 
dans  les  cœurs  jeunes.  Nos  solutions  s^adresseront  toujours 
aux  élèves  ayant  quelque  intelligence,  quelque  spcAManéilé  j 
car ,  un  moyen  certain  de  rendre  les  disciples  stuptOes  est  de 
les  supposer  tels ,  et  de  vouloir  leur  épargner  tout  besoin  de 
méditation. 


•m  — 


TABLE   ALPHABETIOUE 

DES  AUTEURS  (*). 


Pag. 
ANDRÉ  CHenri  d')  élève  de  IMnsUloUoo  Uville  (admis  à  l'Ecole  forestière). 

Théorème  SOT  le  binôme  de  Newton i3i 

Liea  décrit  par  le  sommet  d'ane  parabole  yariable,  ayant  un  foyer 
fixe  et  touchant  constamment  une  conique  fixe  de  même  foyer,  m,  308 

Théorème  sur  les  diamètres  conjugués  de  l'ellipse 200 

Remarques  sur  la  figure  du  carré  49  Thypoténuse.  ..<....  324 

Proprièié  de  la  lemniscate S3i 

La  portion  d'une  normale  comprise  entre  une  conique  einn  axe  prin- 
cipal ,  multipliée  par  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  sur  la 
ungente  qui  passe  par  l'extrémité  de  sa  normale,  donne  un  produit 

constant  pour  le  même  axe  principal 39i 

SI  dans  une  parabole  les  rayons  Tecteurs  sont  en  progression  géomé- 
trique, les  sinus  des  angles  que  forment  les  tangentes  menées  par 
les  extrémités  respectiyes  des  rayons  yecteurs  avec  Taxe  sont  aussi 
en  progression  géométrique 839 

ANNE  (  Léon  ),  ancien  éléfe  de  Técole  polytechnique,  professeur. 

Méthode  d'approximation  de  Newton iis 

ANONrMES. 

Obsenrations  sur  le  mode  actuel  d'examen  pour  l'admission  k  l'école 
Saint-Gyr. iis 

On  a  entre  les  abscisses  à  l'origine  x,^x*  des  côtés  d'une  ligne  polygo- 
nale régulière  inscrite  dans  l'angle  des  coordonnées  et  ayant  l'ori- 
gine pour  centre  et  l'ordonnée  Y  d|p  premier  sommet  à  partir  de 

111                     I 
l'axe  des  «,1a  relation  ^—3,+-^ +  .... +-r-; 199 

ATNARD,  professeur  de  mathématiques. 

Note  sur  le  sinus  de  la  moitié  d'un  arc 399 

Note  sur  la  distance  d'un  point  à  une  droite  dans  l'espace 40i 

Note  Mr  l'enToloppe  des  perpendiculaires  aux  extrémités  des  dtamè- 
tres  des  ellipses S4o,  SS3 

BAILLEUL  (Gustave  de  ; ,  élève  externe  du  collège  SaintJ^ouis. 

Théorème  sur  l'ellipse  et  l'hyperbole  de  mêmes  axes  principaux.    .    .  368 

BRETON  (de  Champ),  ingénieur  des  pools  et  chaussées. 

Note  sur  la  construction  approximative  du  polygone  régulier  de 


(*)  Noos  devons  ces  excellentes  tables  à  l'extrême  obligeance  de  H.  le  pro- 
fesseur Léon  Anne. 

Ami.  Dl  UkTBtM,  V.  46 


—•706  — 

17  Côtés 22C,  34» 

Des  systèmes  simultanés  de  description  de  l'ellipse  par  le  point  d*ene 

droite  de  longueur  constante  inscrite  dans  on  angle  fixe ssi 

Trouver  le  rayon  d'un  cylindre  droit 6ii 

RILLBLAUT  (  de  Saini-Manrice),  élève  de  l'ihstituUon  Massin. 

Remarque  sur  les  courbes  algébriques  rapportées  à  leur  centre  oomme 
origine  ou  à  an  axe  de  symétrie  comme  axe  des  abseîMes.    ...  73» 

BINDER  (Jules),  élève  en  spéciales. 

Deux  coniques  passent  par  trois  points,  trouver  le  lien  da  quatrième 
point  d'intersection  quand  leurs  axes  principaux  sont  donnés  de 
diraetlon.  [  Pvoèléme  porté  par  erreur  ao  nom  de  M.  Menlioa  ].  .   .  isc 

BONNEL  (  L.  J.  F.  ) ,  élève  dn  collège  StahMas,  elaaae  de  M.  Ab«l  TnnisoD. 

Premier  prix  de  malhémaliques  élémentaires  au^and  concours  de 
Tannée  i84S t$9 

CATALAN  (S),  rèpéUtenr  à  féesle  polytMhitiqae ,  agrégé  de fUnivenilé. 

Inscrire  dans  un  triangle  donné  trois  cercles  tangents  entre  eux  et 
aux  cdiés  du  triangle 6o 

CLAUSEN  (Th.  ),  de  Munich. 

Détermination  des  axes  principaux  de  rotation  d'un  corps %\ 

Détermination  de  la  fraction  continue  périodique  à  un  terme,  en 

fonction  du  nombre  des  fractions -ioi 

Relation  entre  les  six  aiiKles  dièdres  d'uu  tétraèdre 374 

COURTOIS,  professeur  de  mathématiques  spéciales  au  collège  royal  de 
Grenoble* 

Calcul  de  l'aire  asymplolique  dans  l'hyperbole  ordinaire %ii 

CR08S0N  (A.),  professeur  au  collège  de  Bourges. 

Un  angle  constant  étant  circonscrit  A  une  courbe  plane,  la  tangente 
au  lien  do  ce  sommet,  menée  par  ce  sommet,  est  aussi  tangente  aa 
cercle  qui  passe  par  ce  sommet  et  les  deux  points  de  contact  cor- 
respondants  ir, 

Rapport  de  la  circonférence  au  diamètre  et  calcul  des  radicaux  su- 
perposés  t2i 

Division  abrégée 'i44 

D'ALEIfffîRT  (Mayer).  Voir  ce  qui  suit. 

DELACOUR  et  Mayer  D'ALEMBERT,  anciens  élèves  de  l'école  polytechnique. 
Noie  sur  les  plans  uogenia  aux  surlaces  du  second  degré 6i  i 

DORMOY  (Henri),  élève  «n  spéciales  (admis  à  l'école  navale). 

Loi  de  la  dlITèrenoe  de  deux  réduites  de  rang  quelconque,  dans  les 
fraetiona  oonlinues n: 

Trouver,  au  moyen  de  la  régie  et  du  compas,  la  dislance  des  centres 
de  deux  sphères  massives 355 

Démontrer  géonétriquement  que  dans  une  suite  de  n  termea  en  pro- 
gruision  arithmétique,  la  moitié  de  n  fois  le  dernier  terme  est  tou- 
jours comprise  entre  la  somme  de  tous  les  termes,  et  cette  somme 
diminuée  du  dernier  terme SU 


—  7OT  — 

Pag. 

Si  d«ns  un  point  A  on  mène  à  une  droite  U  perpendioalaire  AB  et  le» 
obliques  AG,  AD,  AE,  si  ces  droites  croissent  d'une  mémo  tongneor 
les  distantes  BC,  CD,  DE  iront  en  diminuanu '.479 

En  appelant  points  conjugués  d'une  ellipse  les  extrémités  de  dêax 
diamètres  conjugués  :  i«  la  somme  des  carrés  des  normales  par 
rapport  au  même  axe  de  deux  pointe  conjugués  est  constante;  V*  la 
somme  des  carrés  des  quatre  rayons  vecteurs  est  constante;  30  si  a 
est  le  demi  grand  axe,  e  Texcentricilé.  r,  r*  les  rayons  Tocleurs 
conjugués,  on  a(a-r)S+ (a-r')s— et ^^ 

DROT,  professeur  au  collège  de  Poitiers. 

Suite  d'une  note  sur  les  chiffres  qui  peuvent  terminer  les  puissances 

quelconques  des  nombres ^ ^^ 

Problème  sur  les  arrangements •    !    .    .    9T 

Soient  11  un  point  pris  sur  une  courbe  plane,  N  un  point  de  la  tan- 
gente en  11,  par  N  menons  une  léeante  sous  un  angle  donné; 
soit  P  un  des  points  d'intersection  avec  la  courbe,  prenons  sur  la 

sécante  un  point  Q  mr  le  prolongement  de  NP  tel  que  NQ—  ^^ 

NP    • 
trouver  le  lien  du  point  Q,  N  se  mouvant  sar  la  tangenie,  et  déler> 

miner  le  point  Q  quand  N  se  confond  avec  M 25^ 

Question  du  concours  d'admbsion  à  l'école  normale,  année  iMs       35g 
Résolution  d'une   classe  parUculiére  d'équaUons  à  plusieurs  In- 
connues  

389 

DROUETS  (C),  élève  da  collège  royal  militaire  de  la  Flécbe  (admis  à  l'école 
•  polytechnique). 

D'un  pointmde  hieireonférence  d'une  ellipse,  on  mène  deux  cordes 
mP'Q,  mPP  passant  par  les  foyers;  démontrer  que  U  somme 


m        mP 
est  constante. 


PP  ■*"  P'O 
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.      .       .       ^  -desracine» 
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tes  soit-.    ..... 
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leurs  centres,  ABelA'B'  leurs  diamètres,  qui  tombent  tous  deux  sur  la 
droite  qui  passe  par  les  deux  centres  : 

lo  On  demande  de  p^uver  qu'il  existe  sur  cette  droite  deux  points  C  et 
D  tels  que  le  prodiit  de  leurs  distances  au  centre  de  chaque  cercle  est 
égal  au  carré  du  rsyon  de  ce  cercle  ;  c'est-A-dire  tels  que 

oC  +  oD  — Ôa' et  ©«C  +  0*0  —  ÔT', 
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!2o  Soient  comme  dans  la  figure,  le  cas  oà  Tan  des  cercles  (o)  tombe  en 
dedans  de  l'autre  (&);  on  peut  d'un  point  P  pris  sur  le  diamètre  AB  du 
cercle  intérieur  élever,  à  ce  diamètre,  une  perpendiculaire  qui  rencontre 
les  deux  cercles  en  m  et  tnf.  Or,  si  Ton  considère  les  distances  de  ces 
points  à  l'un  ou  ài'autre  des  deux  points  C,  D  ci-dessus  déterminés,  et 
par  exemple  au  point  G;  on  demande  de  prouver  que  le  rapport  do  ces 
distances  est  constant,  quelle  que  soit  la  position  du  point  P,  et  que  le 
carré  de  ce  rapport  est  égal  au  rapport  des  distances  du  point  G  aux 

Cm       Go 
centres  des  deux  cercles  ,   c'est-à-dire  que  —  — .  (Grand  con> 

Cm'^      Go' 

cours,  mathématiques  élémeiitaires,  année  IMS)»  solution  de  M.  Bonnel. 

(Premier  prix.) 160 

ZZ.  Algèbre  élémentaire. 

Un  nombre  peut-il  être  à  la  fois  un  carré  et  un  cube  parfaits  sans  être  une 

sixième  puissance. 

Trouver  un  nombre  entier  qui ,  substitué  à  la  place  de  x  rend  à  la  fois  les 

jx — I       SX-f-3 
deux  fractions  — r —  ei  — —  par  M.  0.  Terquem.   .• 44s 

ZZZ.  Oéométrie  enalftîqoe  à  deux  dimenaiona. 

D'un  pointu»  da  la  circonférence  d'une  ellipse  on  mène  deux  cordes  m  P'Q, 

».>  .     .  ^.  .  «P  .  »»P' 

m  FP  passant  par  les  foyers;  démontrer  que  la  somme  =^-  +  =n<  est 

constante;  par  M.  G.  Drouets es 

Gonstruction  de  la  courbe  dont  l'éqoation  polaire  est  ^;  *—  'r*;  P<r 

M.  Midy 2i4 

Étant  donnés  un  cercle  0  et  une  droite  PP'  perpendiculaire  an  diamètre 
OH,  trouver  un  point  R  tel  qu'en  menant  par  ce  poipt  une  sécante 
quelconque  MKM'  et  qu'en  abaissant  des  points  M  et  M%  où  elle  ren- 
contre la  circonférence)  des  perpendiculaires  HP,  M'F  sur  la  droite  PF, 

on  ait  la  relation  jj^  +  -  - 1—  constante  K  (Question  du  concours  d'ad- 

misaioB  à  l'école  Normale  en  1845);  par  M.  Drol .358 

Deux  eourbes  du  second  degré  étant  tangentes  l'une  à  l'autre  en  deux 
points,  démontrer  analytiquement  que  si  d'un  point  quelconque  de  la 
droite  qui  joint  les  deux  points,  ou  mène  les  quatre  tangentes  à  ces 
, courbes,  les  poinu  de  contact  sont  en  ligne  droite  (Question  de  con- 
cours d'admission  é  l'école  Normale  en  1843^;  par  H.  Henné 405 

Condition  pour  que  les  deux  tangentes  issues  d'un  même  point  à  une  para- 
bole soient  égales;  par  H.  O.  Terquem 447 

Discussion  et  propriétés  de  la  stropbofde;  par  M.  Montocci 47o 

Etpar  erreur  attribuée  à  M.  Georges  Ritt.  cVoir). 557 

Lieu  des  points  tels  que  leurs  polaires  relatives  A  trois  cercles  donnés 
concourent  en  un  même  point  (  Gomposition  éerite,  1846  )  ;  par  H.  Men- 
tion  521 
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SOLUTIONS  DES  QUESTIONS  PROPOSÉES. 

I.  Algèbre  élémentaire. 

L'expoMDt  du  binôme  de  Newton  étant  de  la  forme  aP—t  où  a  est  on 
nombre  premier  etp  mi  nombre  entier  positif  quelconque,  aucun  coef- 
ficient du  binôme  n'est  divisible  para;  et  si  l'esposant  estai  tous  les 
coefflcieniB,Ies  deux  extrêmes  exceptés,  sont  divisibles  par  oP [Ibéo- 
rémeSS,  t.l,  p.  52i];  par  M.  Uenrid'André. isi 

Etant  donnée,  une  progression  arithmétique  de»  termes,  la  moitié  de  » 
fois  le  dernier  terme  est  toujours  comprise  entre  la  somme  de  tous  les 
termes,  et  cette  somme  diminuée  du  dernier  terme  [Démonstration 
géométrique,  prob.  lit,  U  V,  p.  i67];  par  M. Dormoy 349 

n.  Oéomèirîe  élémentaire. 

Quatre  droites  dans  un  même  plan  forment  quatre  triangles;  dans  chaque 
triangle  existe  un  point  de  rencontre  des  trois  hauteurs;  démontrer  que 
ces  quatre  points  de  rencontre  sont  sur  une  même  droite  [Prob.  lOi, 
t.  IV,  p.  370  ]  ;  par  M.  Mention i* 

Étant  données  deux  sphères  fixes,  trouver  la  distance  des  deux  centres  en 
ne  se  servant  que  de  larégle  et  du  compas  [Prob.  ioT,t.  Y,  p.  ii2j;  par 
M.  Perrinot lâî 

Autre  solution  du  même  problème;  par  M.  Dormoy fii 

Une  droite  interceptée  entre  deux  faces  d'un  polyèdre  donné  est  divisée  en 
plusieurs  segments.  Sur  chaque  segment  on  construit  un  polyèdre  donné; 
le  segment  étant  homologue  à  la  droite  interceptée;  Paire  du  pdjédie 
donné  est  égale  au  carré  de  la  somme  des  racines  carrées  des  aires  des 
polyèdres  segmentaires;  le  volume  du  polyèdre  donné  est  égal  au  cube 
de  la  somme  des  racines  cubiques  des  polyèdres  segmentaires  [Prob. 
104,  t.  IV,  p.  560  ]  ;  par  M.  Drouets 2» 

Si  on  élève  à  la  même  puissance  positive  les  oétèa  d'un  triangle  rectangle, 
la  somme  des  puissances  des  côtés  est  plus  grande  que  la  puissance  de 
l'hypoténuse  lorsque  l'exposant  de  cette  puissance  est  moindre  que  2,  et 
moins  grande  si  cet  exposant  surpasse  2  [Prob.  ii8,  t.  V,  p.  lêr*);  par 
M.  Drouets 4t3 

Suite  da  même  article.         479 

Etant  donnés  n  points  A.  B,  C,  D,  situés  comme  on  voudra  dans  un  plan, 
décrire  le  plus  petit  cercle  qui  contienne  ces  »  points  [Prob.  95,  u  1^, 
p.  260];  parM.  E.  LionneL 44$ 

Si  d'un  point  A  extérieur  A  uae  droite  MN  on  mène  A  cette  droite  la 
diculaire  AB  et  les  obliques  AG,  AD,  AE,  et  si  ces  droites  croissent  i 
oessivement  d'une  même  quantité ,  Us  distantes  BC,  CD,  DE  inml  en  di- 
minuant [Prob.  29,  t.  V,  p.  448];  par  M.  Dormoy 47» 

XZt.  Géométrie  analytique  à  deux  dimeneione. 

Une  parabole  variable  ayant  un  foyer  fixe,  et  touchant  oonatamoiMit  aoe 
coniqde  fixe  de  même  foyer,  le  sommet  de  la  parabole  variable,  décrit 
une  conchoïde  ayant  pour  directrice  une  circonférence  sor  laquelle  se 

trouve  le  pôle  [Th.  83,  1. 111,  p.  83]  ;  par  M.  Henri  d'André itf 

Suite  du  même  article.  .    . ^ •    .   M 

Un  angle  constant  étant  circonscrit  à  une  courbe  plane  géométrique,  la  tan* 
gente  au  lieu  géométrique  de  ce  sommet,  menée  par  ce  sommet,  est  aussi 
tangente  au  cercle  qui  passe  par  ce  sommet  et  les  deux  points  de  contact 
correspondants  [Th.  103 ,  t.  IV,  p.  560]  ;  par  H.  A.  Cresson m 
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solution  dBBidiBaprobléiBe;  par  MM.  Wœstyn  et  Vauqoelîn i47 

Solution  des  probléffleset  théorèmes  proposés  par  M.  Brassine  sur  le  trian- 
gle, le  tétraèdre ,  Pellipse  et  Tellipsoîde  (t.  IV,  p.  ia9)  ;  par  M.  G.  Drouels.  I93 
Si  dans  Pangle  de  deux  droites  prises  pour  axes  des  coordonnées,  on  in« 
scrit  une  ligne  polygonale  régulière,  ayant  l'origine  pour  centre,  on  aura 
entre  les  abscisses  à  l'origine  af,  af'y.,.x(n)  des  côtés  du  polygone  et  l'or- 
donnée Y  du  premier  sommet,  à  partir  de  l'axe  des  x  la  relation 

111  .1 

■■:3  +  ZTt  +•••"** 


Y     af^  x"^"    x{fn) 

(Prob.  96,  t.  IV.  p.  360);  par  un  anonyme i99 

Dans  un  triangle  dont  la  base  est  donnée  de  grandeur  et  de  position ,  et  dont 
la  dilTérence  des  deux  autre» côtés,  divisée  par  la  médiane  inlermédiaire 

est  égale  à   k  s,  le  sommet  mobile  décrit  une  lemaiscate  de  Bernoolli, 
qui  est  une  oassiooïde  [Prob.  ii4,  t.  V,  p.  isi]  ;  par  M.  Gustave  Gufflei.    2S3 
Soit  M  un  point  pris  sur  une  courbe  plane,  et  X^  «n  poiut  sur  la  tangente 
en  M  à  là  courbe;  par  N  menons  une  sécante  som  un  angle  donné, et  soit 
P  un  des  points  d'intersection  ;  prenons  sur  la  sécante  un  point  Q  sur  le 

prolongement  de  NP,  tel  que  l'on  aitQN— * .___    ,  quel  est  le  lieu  du  point 

Q,Nse  mouvant  sur  la  tangente,  et  déterminer  la  position  du  point  Q 
quand  M  se  confond  arec  M  [Prob.  1 13 ,  t.  V,  p.  tM]  ;  par  M.  Drot.    .         256 

Etant  données  deux  circonférences  dans  le  même  plan ,  A  un  point  sur  la 
première  circonférence,  B  un  point  sur  la  seconde ,  trouver  sur  Taxe  ra^ 
dical  des  deux  circonférences  utf  point  G,  tel  qa'en  menant  les  sécantes 
GA,  CB,  elles  coupent  les  circonférences  en  deux  points  D,  E,  de  ma- 
nière que  la  droite  DE  soit  à  angle  droit  sur  l'axe  radical  [Prob.  67, 1. 11 , 
p.  327]  ;  par  M.  Mention.    .    , 26» 

La  portion  d'une  normale  comprise  entre  une  conique  et  un  axe  principal 
multipliée  par  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  sur  la  tangente  qui 
passe  par  l'extrémité  de  sa  normale,  donne  un  produit  constant  pour  le 
même  axe  principal 33i 

Si  dans  une  parabole  les  rayons  vecteurs  sont  en  progression  géométrique, 
les  sinus  des  angles  que  forment  les  tangentes  menées  par  les  extrémi- 
tés respectives  des  rayons  vecteurs  avec  l'axe  sont  aussi  en  progression 
géométrique  [Prob.  123  et  123 ,  t.  Y,  p.  202]  ;  par  M.  Henri  d'André.    .    .    33i 

Soient  les  équations  de  deux  ellipses  rapportées  aux  mêmes  axes 

les  aires  dee  ellipses  «ont  égales,  et  si  les  axes  sont  reetangulalres,  les 
ellipees8ontégales[Prob.  125,  t.  V,  p.  376];  par  M.  Mention s:)3 

Soit  un  are  eontino  sans  points  singuliers  et  sa  corde,  si  l'on  Joint  le  point 
de  l'axe  oA  la  tangente  est  parallèle  à  la  corde  aux  deux  extrémités  de 
la  corde  ,  on  forme  un  triangle  dont  Taire  est  plus  grande  que  la  moi- 
tié de  l'aire  du  segment  [Prob.  foo ,  t.  IV,  p.  STO]  ;  par  M.  Drouets.    .    .    s47 

Étant  donnés  dans  le  même  plan  deux  cercles  et  un  point  fixe ,  mener 

deux  tangentes  parallèles  et  telles  que  le  rapport  des  distances  du  point 

m 
aux  deux  tangentes  ;  soit  un  rapport  donné  —t  même  théorème  sur  deux 

II 

coniques  (Prob.  lis,  t.  V,  p.  167];  par  M.  Drouets 548 

O  étant  le  centre  d'une  ellipse,  OA ,  OB  deux  demi-diamètres  conjugués 

donnés  de  grandeur  et  de  direction ,  construisez  le  parallélogramme 

OACB.  Si  du  centre  O  vous  menés  à  volonté  OA',  qui  rencontre  AG  en  A', 

parie  point  A'  une  parallèle  à  la  diagonale  GO,  qui  rencoirtre  UA  en  c*. 
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Pal- 
pais parce  dernier  point  Me  parallèle  à  la  deoxiéme  diagonale  AB,le 

point  B',  où  elle  rencontre  GB ,  est  sur  la  direction  du  diamètre  conjagaé 

àOA'[Prob.  131,  t.V,  p.556j;par  M.  CharlesSoulè «S2 

On  nomme  points  conJuKoés  d'one  ellipse  les  extrémilés  de  deux  diamè- 
tres conjugués  :  lo  la  somme  des  carrés  des  normales  par  rapport  au 
même  axe  de  deux  points  conjugués ,  est  constante  ;  2°  la  somme  des 
carrés  des  quatre  rayons  vecteurs  est  constante;  3»  on  a  (a— ^)t4-(a— r^ 
I    »et;a  est  le  demi  grand  axe,  c  l'excentricité,  rr*  les  rayons  yeeteurs 
1    conjngué8[Prob.  133,  t.  y,  p.  S56];parM.  B.  Dormoy 633 

TV.  Géométrie  suialytique  à  trois  dîmenaîoiu. 

Une  droite  de  longueur  constante  se  mouvant  entre  deux  droites  fixes 
données  dans  l'espace ,  chaque  point  de  la  droite  mobile  décrit  une  el- 
lipse. Toutes  les  ellipses  sont  dans  des  plans  parallèles  ;  leurs  centres 
sont  sur  la  plus  courte  distancé  entre  les  droites  fixes;  le  lieu  des  ellipses 
est  une  surface  du  quatrième  degré;  la  droite  mobile  tourne  à  chaque 
instant  autour  d'une  droite  de  direction  constante  perpendiculaire  aux 
deux  plans  parallèles  déterminés  par  les  droites  fixes  [Prob.  iio,  t.V, 
p.  202J;  par  MM.  VauqueliaeiWœstyo 36i 

V.  SSathématiqaes  infinitésbiutles. 

Note  relative  à  l'intégration  d'une  équation  différentielle;  par  M.  Huei.    .  i65 

Intégration  d'one  équation  différentielle  ;  par  M.  Tarquan 3M 

Note  sur  cet  article;  par  M.  Jules  Vieille sw 

Question  de  mécanique  proposée  au  concours  d'agrégation,  année  iS4S; 

par  M.  Tarqoam 525 

▼X.  Physique. 

Une  droite  ÀB  de  grandeur  et  de  position  données  dans  un  plan  horizontal, 
le  point  A  est  considéré  comme  un  élément  de'ce  plan,  une  droite  BC  est 
située  dans  le  plan  vertical  qui  passe  par  AB.'  En  faisant  glisser  sur  BC  une 
lumière  d'intensité  constante;  il  y  a  une  position  M  pour  laquelle  réelai- 
rement  produit  en  A  est  le  plus  grand  possible.  Trouver  le  lien  de  ces 
points  M  quand  BC  prend  toutes  les  positions  possibles  autour  du  point  B 
dansleplan  vertical;  par  MM.  Wœstyn  et  Yauquelin 144 

Lorsqu'un  corps  pesant  flottant  est  en  équilibre  dans  un  liquide,  la  distance 
du  centre  de  gravité  du  corps  au  centre  de  gravité  de  la  masse  liquide 
déplacée  est  un  maximum  ou  un  minimum  (  T.  V,  p.  112  );  par 
M.Turquan 237 

Deux  lumières  dont  les  couleurs  sont  complémentaires,  et  dont  les  inten- 
sités sont  a  et  a',  étant  placées  à  des  distances  quelconques  A  et  A'  au- 
dessus  d'un  plan,  on  demande  sur  ce  plan  le  lieu  géométrique  apparent 
de  la  lumière  blanche  ;  par  M.  Miquel 235 
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Observations  sur  le  mode  actuel  d'examen  pour  l'admission  à  l'école  de 
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Obiêrvatiom.  Sur  i»0  questions,  il  j  en  a  63  de  réiolaet,  prti  ei 
moitié.  Nom  recommandons  eoi  analystes  la  qaestion  69,  t.  II.  p.  82T 
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ERRATA. 


TQME  1.  {Quatrième  supplément.) 
Page  4^0,  ligne  8,  en  descendant,  ellipe,  lises  1  ellipse. 

TOME  11.  {Troisième  supplément,) 

Page  319,  ligne  1,  en  descendant,  36  (t.  1,  p.  395),  Hssm  :  58  (t.  Il, 
p.  48). 

TOME  III.  (Peuxièm*  supplément.) 

Page  549,  ligne  10,  en  descendant,  (x'.y,  «';,  lises  t  {x\  j*). 
Page  60a,  ligne    8,  en  descendant»  parfait»  lises  t  parfaits. 

TOME  IV.  {Premier  supplément  )      # 

Page  38û,  ligne    4»  ^^  deseendanl,  a^ae^,  liseM  :  a«x'. 
Page  4*^9  ligne    4*  eu  remontant,  FR,  lises  <  EK.. 
Page  4^5,  ligne  i4«  en  remontant,  x(/4-^Jb),  Ussm  t  x{l-^nk). 
Page  4^5,  ligne    3,  en  remontant,  F,  lise»  :  £. 
Page  Sa5,  ligne    5,  en'tlescendant,  LXI,  lises  t  LXVI. 
Page  56o,  ligne  11,  en  remontant,  après  polyèdre,   lises  t  sem- 
blable an  polyèdre. 
Page  570,  Ifgne    8,  en  remontant,  &  >  ^f  /ims  #  &  <  ^f. 
Page  570,  ligne  10,  en  remontant,  &  <  f  «  Uses  .-  &>  9. 
Page  570,  ligne  11,  en  remontant,  è*  <  a,  lises  *  bi*  <  aa. 
Page  573,  ligne    3,  en  descendant,  5g6,  liseg  :  569. 

TOME  V. 

Page    33,  ligne  7,  en  remontant,  meittsaprèi/a pareM<M#e:  :=o. 

Page    83,  ligne  6,  en  descendant,  (,  litest  (a  —  (). 

Page  131,  ligne  6,  en  remontant,  83,  lises  t  194. 

Page  i36,  ligne  3,  en  remontant,  insection ,  Uses  t  intersection. 

Page  i36,  ligne  6,  «n  remontant.  Mention,  lises  f  Binder  (Joies). 

Page  i53,  ligne  5,  en  remontant,  sin  md  sin  (m  »  i)  6,  lites  1 
sinmfi  (m  —  1)^. 

Page  i53,  ligne    4*  e°  dtscendanty  «-■,  lises  :  7 . 


-  «^  - 


Pase  164^  lîgQ<  12,  en  descendant,  — — ,  ajoute*  :  «■  i. 

x^  —  a^ 

Page  i^i  ligne  I3,  en  remontant,  III,  lises  s  III  bis. 

Page  x68,  ligne    5,  en  remontant,  Blae,  lises  :  Blam. 

Page  195,  ligne  jo,  en  remontant,  me,  lises  .*  mC. 

Page  195,  ligne  10,  en  remontant,  Ge,  lises  .*  GC. 

Page  196,  ligne    6,  en  descendant,  O,  lises  .-  o. 

Page  103,  ligne    6,  en  descendant,  en,  lises  t  lieu 

Page  323,  ligne    7,  en  remontant,  (acoso)**— *,  Uies  :  (3cos«} 

Page  336«  ligne    5,  en  remontant,  Bertan,  Uses  s  Breton. 

Page  343,  ligne    5,  en  descendant,  m,  lises  .•#»!+  1. 

Page  263,  dernière  ligne,  Onys,  Ibes  s  Gvy. 

Page  369,  ligne  14,  en  remontant,  ils  diffèrent,  lises  s  elle  diffé- 
rente. 

Page  375,  ligne  i3,  en  remontant,  Vnn^lisés  t  Tuoe. 

Page  396,  ligne    9,  en  descendant,  oommaniqné ,  Uses  /  <o»mn- 
niqnée. 

Page  399,  ligne    5,  en  remoRtanl,  la,  Mtîs  x  le. 

Page  299,  ligoe    4»  en  remontant,  sa  pareille,  lises  .*  cette  néga- 
tion. 

Page  307,  ligne  10,  en  MBDOtan^  et  plus.  Uses  *  pins  •&« 

Page  339.  ligne    7,  en  remontant,  dans,  ejfkces. 

Page  364,  ligne    4i  en  descendant,  des,  /ûas  «  les. 

Page  377,  ligne    3,  en  descendant.  G,  Uses  :  £. 

Page  378,  ligne  i3,«n  remontent^  iÛvf^e^,  ajatuu  :  (lir.  I). 

Page  40^9  ligne  8,  en  remontonC,  non  Ifts  cas...  d'^rproximationr 
à  supprtmer. 

Page  ifi^,  ligne  S,  en  descendant ,  iP«t  pM  conséquent  anssi , 
lises  s  contiennent  par  oonsécpient  pins  de*  «ebiffres  f  n*il  ne  serait  né- 
cessaire. 

Page  487,  ligne    5,  en  descendant,  compétant,  Usss  .*   covnpélent. 

Page  49^*  Ifgne  h  en  renonlt»!*  liAmegitplûqfle,  Uses  :  per- 
spectiye. 

Page  533,  ligne    6,  «n  remontant,  »(#  -^  «^,  lises  .-  (♦  —  «')• 

Page  533,  ligne  i3.  en  deaoandanit,  (jr  -r  9}j  U*tM  .-  (r  *-*  B)*. 

Page  553,  ligne  16,  en  descendant,  {a\«s\a*\).  Uses  :  a\a"^"*^» 

Page  555,  ligne  i4>  en  remonlfut,  y,  lises  :  y". 
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■m  Raclae ,  ts ,  prèi  d«  l'Odeov. 
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